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論 説

Cantor集合への有限生成アーベル群の極小作用の軌道構造について

松 井 宏 樹

1 はじめに

本小文では次の定理 ([18])とそれに関連するいくつかの話題について解説を行う.

定理 1 i = 1, 2について, φi : Gi y Xi を有限生成アーベル群 Gi の Cantor集合Xi への (同相

写像による)極小作用とする. 以下は同値.

(1) φ1 と φ2 は軌道同型.

(2) φ1-不変測度の全体を φ2-不変測度の全体に移すような同相写像 h : X1 → X2 が存在する.

まずは定理に現れる用語を説明する. 閉区間 [0, 1]を 3等分して真ん中の開区間 (1/3, 2/3)を取り除

き, 残った 2つの閉区間 [0, 1/3]と [2/3, 1]に対してそれぞれ同様に真ん中の開区間を取り除くという

操作を行い, 以下この操作を無限回繰り返すと, 閉区間 [0, 1]の閉部分集合が得られる. これが Cantor

集合 (もしくは Cantorの 3進集合)と呼ばれているものである. Cantor集合は [0, 1]からの相対位相

によって, コンパクト・距離付け可能・完全不連結 (すなわち任意の連結成分が 1点のみ)・孤立点を

持たない, という 4つの性質を持つ位相空間となる. さらに, この 4つの性質を満たす任意の位相空間

は Cantor集合と同相になる. この小文では Cantor集合を (閉区間 [0, 1]の部分集合ではなく) この

ような性質で特徴付けられる抽象的な位相空間として取り扱う. 有限集合の可算無限直積に直積位相

を入れたものが Cantor集合 (と同相)になることはよく知られている. 開かつ閉な集合を clopen集

合と呼ぶ. Cantor集合の位相は clopen部分集合たちで生成されている. また Cantor集合の clopen

部分集合は可算個しか無い. φ : G y X を可算群 Gの Cantor集合X への同相写像による作用とす

る. すなわち φは GからX の自己同相群 Homeo(X)への群準同型である. x ∈ X の φ-軌道 Rφ[x]

を Rφ[x] = {φg(x) ∈ X | g ∈ G}で定義する. 任意の x ∈ X に対して Rφ[x]が X で稠密になると

き (これは φ-不変な閉集合がX と空集合に限ることと同値である), φは極小であると言う. i = 1, 2

について, φi : Gi y Xi が可算群Gi の Cantor集合Xi への作用であるとする. X1 からX2 への同

相写像 h : X1 → X2であって, 任意の x ∈ X1に対して h(Rφ1 [x]) = Rφ2 [h(x)]となるものが存在す

るとき, φ1と φ2は軌道同型であるという. Cantor集合への極小作用を軌道同型によって分類すると

いうのが主な問題である. いま φ1 と φ2 が同相写像 h : X1 → X2 によって軌道同型になっていると

しよう. すぐにわかるように, X1 上の確率測度 µに対して, µが φ1-不変であることと h∗(µ)が φ2-

不変であることは同値になる. つまり, 上の定理 1の (1)⇒(2)は常に成り立っている. Giが有限生成

アーベル群であって φiが極小作用であるときには, その逆, すなわち (2)⇒(1)が成り立つと定理は主

張している.

Cantor集合上の極小作用を軌道同型で分類するという問題意識は, 力学系から構成される作用素環
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の解析の中から生じた. 作用素環は von Neumann環と C∗-環の 2種類に大別される. 可算群 Gの

ルベーグ空間 (Ω, µ)への作用から von Neumann環を構成する方法は研究の初期段階から使われて

いるが, 現在もなお極めて重要な研究対象の 1つであり続けている. Gが従順で作用が自由かつエル

ゴード的であるときには, 作用の軌道同型類と対応する von Neumann環の同型類とが 1対 1に対応

するという著しい結果がある ([8, 28, 38, 6]). 一方, 位相力学系と C∗-環のカテゴリーにおける類似

も, 90年代以降の C∗-環の分類理論の発展に伴い, 盛んに研究されるようになった. 可算群Gがコン

パクト Hausdorff空間X に同相写像によって作用しているとき, von Neumann環の場合と同様の方

法によって, 対応する C∗-環を構成することが出来る. von Neumann環の設定におけるエルゴード

性を極小性に置き換えることにより, 単純な (つまり自明でない閉イデアルを持たない) C∗-環が生じ

る. 問題は, 適切な状況設定の下で, このような C∗-環を分類したり元の力学系との関連を明らかにす

ることである. Giordano・Putnam・Skauは, Gが整数群 Z でX が Cantor集合の場合に, この問

題に対するほぼ完全な解答を与えた. 以来この結果をG = ZN の場合に拡張する努力が払われてきた

が, 残念ながら, 対応する C∗-環の分類にまでは未だ至っていない. von Neumann環の設定では全て

の従順な可算群Gを統一的に扱うことが可能であったが, 位相力学系と C∗-環の設定では話はそう簡

単ではない. 以上のような経緯と背景の下で著者は, Cantor集合X への有限生成アーベル群の極小

作用を軌道同型で分類することに成功した (Giordano・Putnam・Skauとの共同研究). 本小文では

この結果についての解説を試みる.

2 いくつかの例

Cantor集合への整数群 Z の極小作用をいくつか紹介する.

2.1 odometer system

{mn}∞n=1 を 2以上の自然数の増大列とし, 各 nに対して mn は mn+1 を割るとする. 1 ∈ Z の

Z/mnZ における像を 1̄と書く. 1̄を 1̄に移す Z/mn+1Z から Z/mnZ への準同型たちによる射影

的極限群をX とする. X は局所コンパクトアーベル群の構造を持つ Cantor集合となる. X の各元に

(1̄, 1̄, 1̄, . . . ) ∈ X を足すという操作は, X 上の自己同相写像 φを与える. φ (が生成するZ の作用)が

極小であることは容易に分かる. これを odometer systemと呼ぶ. X 上の φ-不変な確率測度はHaar

測度 µだけである. また,

{µ(U) | U はX の clopen部分集合 } =
{

k

mn
| k = 0, 1, . . . ,mn, n ∈ N

}
も簡単に分かる.

X の元 a1, a2, . . . , aN を, それらが生成する部分群がX で稠密になるように取る. 上と同様に, X

の各元に ai ∈ X を足すという操作を考えると, 互いに交換する N 個の同相写像が得られるので, こ

れによってZN の極小作用を構成することもできる.

2.2 Denjoy system

この節に関して詳しくは [7, Chapter 3]あるいは [42]を見られたい. θ ∈ T = R/Z に対し, rθ :

T → T を角度 2πθの回転 x 7→ x + θとする. T 上の自己同相 ρで, その回転数 θ ∈ T は無理数であ

るが rθ と位相共役ではないものを取る. このような ρを Denjoy同相写像と呼ぶ. ρは唯一の自明で
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ない不変閉集合X ⊂ T を持ち, さらにこのX は Cantor集合になる. ρのX への制限を φとすれば,

φは Cantor集合X 上の極小なZ 作用を生成する. これを Denjoy systemと呼ぶ.

別の見方をしてみよう. C = {c1, c2, c3, . . . } ⊂ T を rθ(C) = C となるような可算集合とする. θ

が無理数なので C は T で稠密である. T を n個の点 c1, c2, . . . , cn で ‘切断’して出来る図形を Yn と

おく. ただし切断点は 2つに分かれて左右両方の端点になるものとする. Yn は n個の閉区間の和と

同相である. 各 nに対し Yn+1 から Yn へは自然な全射連続写像があるが, それによる射影的極限空

間を YC とする. T を C に属する点で切断して出来た空間が YC である. C が T で稠密なので YC

は Cantor集合になる. また, YC から T へは自然な全射連続写像 πがある. さらに rθ(C) = C より,

YC 上の自己同相 ψで π ◦ ψ = rθ ◦ πを満たすものが存在する. この ψは YC 上の極小なZ 作用を生

成することが分かる. 前段のDenjoy同相写像 ρに対して可算集合 C ⊂ T を上手に取れば, (X,φ)と

(YC , ψ)が位相共役になることが知られている. つまり Denjoy systemは Cantor集合における無理

数回転であるとみなせる. YC 上の ψ-不変な確率測度は 1つしか存在せず, それを µとすれば,

{µ(U) | U は YC の clopen部分集合 } = G ∩ [0, 1]

となる. ただしここでGは {cn−cm | n,m ∈ N}とZ で生成されるRの部分群とする.

2つ以上の無理数による回転を同時に考えれば, 同様の方法により, Cantor集合上の極小な ZN 作

用を得ることができる.

2.3 interval exchange

この節に関して詳しくは [7, Chapter 5], [40, Section 2], [23]を見られたい. 2以上の自然数 nを

固定し, その和がちょうど 1になるような n個の正の実数 α1, α2, . . . , αn と, {1, 2, . . . , n}の上の置
換 τ を用意する.

β0 = 0, βi =
i∑

j=1

αj , γ0 = 0, γi =
i∑

j=1

ατ−1(j)

とおく. 半開区間 [0, 1)上の全単射 T を, x ∈ Ii = [βi−1, βi)に対して

T (x) = x − βi−1 + γτ(i)−1

と決めることによって定める. T は n個の半開区間 I1, I2, . . . , Inを置換 τ にしたがって入れ替えるよ

うな変換になっているが, もちろん連続ではない. 任意の点 x ∈ [0, 1)の T による軌道 {T k(x) | k ∈
Z}が [0, 1)で稠密となるとき, T は極小であるという. i = 0, 1, . . . , n−1に対して {T k(βi) | k ∈ Z}
が無限集合であって iが異なれば互いに交わりを持たないならば, T は極小になる. 以降 T が極小で

あるとする. 前節と同様のやり方で, {T k(βi) | k ∈ Z, i = 0, 1, . . . , n−1}に属する各点で [0, 1]を切

断し, Cantor集合X を構成することができる. T が定めるX 上の同相写像を φとすれば, φが生成

する Z 作用は極小であることが分かる. これを interval exchangeと呼ぶ. [0, 1]上の Lebesgue測度

を自然にX 上の測度とみなして, それを µとする. µは明らかに φ-不変であるが, αi や τ の選び方

によってはその他に不変確率測度が存在する場合がある. ただしエルゴード的な不変確率測度は高々

n個しか生じない. Gを {αi | i=1, 2, . . . , n}で生成されるRの部分群とすれば,

{µ(U) | U はX の clopen部分集合 } = G ∩ [0, 1]
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が成り立つ.

3 AF同値関係

3.1 同値関係

以下では, 可算群 (特に ZN )の Cantor集合への作用を念頭に置いているのだが, 少し枠組みを広

げた方が便利になることがあるので, 同値関係を用いて問題を定式化したい.

定義 2 (同値関係) X を位相空間とする. 部分集合 R ⊂ X × X が, 任意の x, y, z ∈ X について,

(x, x) ∈ R (反射律), (x, y) ∈ R ⇒ (y, x) ∈ R (対称律), (x, y), (y, z) ∈ R ⇒ (x, z) ∈ R (推移律)を

満たすとき, Rを X 上の同値関係と呼ぶ. x ∈ X に対して R[x] = {y ∈ X | (x, y) ∈ R} とおき, x

の Rによる軌道と呼ぶ. 任意の x ∈ X について R[x]が高々可算となるとき, Rを可算な同値関係と

呼ぶ. 以降断らない限り可算な同値関係のみを考える. 任意の x ∈ X について R[x]がX で稠密とな

るとき, Rを極小であるという.

ある種の極小な同値関係を次に述べる軌道同型という概念で分類するというのが問題である.

定義 3 (軌道同型) X1, X2 を位相空間とし, R1, R2 をそれぞれX1, X2 上の同値関係とする. X1

からX2 への同相写像 h : X1 → X2 があって, (x, y) ∈ R1 ⇔ (h(x), h(y)) ∈ R2 となるとき, R1 と

R2 は軌道同型であるという.

可算群Gの作用から次のようにしてX 上の同値関係が得られる.

定義 4 (群作用) X を Cantor集合とし, φ : G y X を可算群Gの同相写像による作用とする. 任

意の x ∈ X について {g ∈ G | φg(x)=x} = {e} となるとき, φは自由な作用であると言う.

Rφ = {(x, φg(x)) ∈ X × X | x ∈ X, g ∈ G}

とおき, φから生じる同値関係と呼ぶ. Rφ が極小であることと φが極小であることは同じである. φ

が自由かつ極小であるとき (X,φ)を Cantor極小G系と呼ぶ.

i = 1, 2に対して, φi : Gi y Xi を群 Gi の Cantor集合Xi への同相写像による作用とする. Rφ1

と Rφ2 が軌道同型であるとき, (X1, φ1)と (X2, φ2)は軌道同型である.

Cantor集合とは限らない一般の (普通の)位相空間の上で軌道同型を考えることにはあまり意味が

無い. なぜなら, 連結なコンパクト距離空間は可算個の閉集合の直和には分割されない (Sierpinskiの

定理)という古典的な結果から, 次が容易に従うからである：φi : Gi y Xiが可算群Giの連結コンパ

クト距離空間Xiへの作用で, 互いに軌道同型であるならば, 同相写像 h : X1 → X2と同型 π : G1 →
G2 が存在して任意の g ∈ G1 に対して h ◦ φg

1 = φ
π(g)
2 ◦ hが成り立つ.

全ての同値関係は可算群の自由な作用から生じる同値関係と軌道同型であるかどうかを問うのは, 自

然な問題である. 同種の問題は, ボレル同値関係の設定においても, エルゴード的な同値関係の枠組み

においても, 否定的に解決されている ([1, 14]). 同様のことが Cantor集合に関しても知られている

([25]). すなわち, 可算群の Cantor集合への極小な作用であって, どのような可算群の自由な作用と

も決して軌道同型にならないようなものが, 存在する.

同値関係 Rに対する不変測度を次で定義する. Rが群 Gの作用から生じている場合は通常の不変

測度の定義と一致する.

定義 5 (不変測度) Rを Cantor集合X 上の同値関係とする. X 上の確率 Borel測度 µがR-不変
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であるとは, {(x, γ(x)) | x ∈ X} ⊂ R を満たす任意の同相写像 γ ∈ Homeo(X)に対して, µが γ-不

変となることを言う. R-不変な確率 Borel測度の全体をM(R)と書く. M(R)が 1点のみからなると

き Rは一意エルゴード的であるという.

加群Dの部分集合D+ が, D+ + D+ ⊂ D+, D+ − D+ = D, D+ ∩ −D+ = {0}を満たすとき,

(D,D+)を順序群と言う. a, b ∈ Dが b − a ∈ D+ となるとき a ≤ bと書く. u ∈ D+ が次の条件を

満たすとき uは順序単位元であると言う：任意の a ∈ D+ に対してある n ∈ N が存在して a ≤ nu

となる. 全てのD+ \ {0}の元が順序単位元であるとき順序群 (D,D+)は単純であると言う. 順序群

と順序単位元の組 (D,D+, u)を単位元を持つ順序群と呼ぶ. 単位元を持つ順序群 (Di, D
+
i , ui), i =

1, 2が同型であるとは, 同型 π : D1 → D2 で π(D+
1 ) = D+

2 , π(u1) = u2 となるものが存在するとき

を言う. 順序群としての構造が文脈から明らかな場合は単にD1 とD2 が同型と言ったりする.

X が Cantor集合のとき X 上の整数値連続関数がなす加群を C(X, Z)とする. X は clopen部分

集合を可算個しか持たないから, C(X, Z)は可算である. Cantor集合 X 上の同値関係 Rに対して,

Dm(R)を C(X, Z)の {
f ∈ C(X, Z) |

∫
X

f dµ = 0 for all µ ∈ M(R)
}

による商群とし, f ∈ C(X, Z)のDm(R)における同値類を [f ]m と表す.

Dm(R)+ = {[f ]m ∈ Dm(R) | f(x) ≥ 0 for all x ∈ X}

とおく. (Dm(R), Dm(R)+, [1X ]m)は単位元を持つ順序群であることが簡単に分かる.

次は簡単に分かる：R1, R2 が Cantor集合X1, X2 上の同値関係で, 同相写像 h : X1 → X2 が R1

とR2の間の軌道同型を導くならば, h∗(M(R1)) = M(R2)が成り立ち, 特に, 写像 C(X1, Z) ∋ f →
f ◦ h−1 ∈ C(X2, Z)は (Dm(R1), Dm(R1)+, [1X1 ]m)から (Dm(R2), Dm(R2)+, [1X2 ]m) への同型

を導く. 我々の目指す ‘分類’は, 適切なクラスに属する同値関係に対してこの事実の逆に相当する事

柄を示すことで成される.

3.2 AF同値関係

同値関係の軌道同型による分類のために AF同値関係と呼ばれるものを導入する必要があり, その

ためにはまず同値関係に位相を入れなくてはならない. 軌道同型による分類を問題として述べるだけ

ならば同値関係に位相が入っている必要は全く無いが, 証明を進めるためには位相を必要とする. こ

の節の内容については [21, 43]を参照のこと.

定義 6 X をコンパクト・距離付け可能・完全不連結な位相空間とする (このような位相空間は必

ず Cantor集合の閉部分集合になる). RをX 上の同値関係とする. R上の位相Oが次の条件を満た
すとき, (R,O)を étaleな同値関係と呼び, Oを étaleな位相と言う.

• (R,O)は局所コンパクトかつ距離付け可能

• 写像 (x, y) 7→ (y, x)は, Rから Rへの同相写像

• 写像 ((x, y), (y, z)) 7→ (x, z)は, R × Rの部分集合から Rへの連続写像

• 写像 r : (x, y) 7→ xは, RからX への局所同相写像 (すなわち, (x, y)の clopenな近傍 U が存在

し, r(U)はX で clopenで, r|U は U から r(U)への同相写像)

5
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2番目の条件があるので, 4番目の条件は写像 s : (x, y) 7→ yに対しても同様に成立する. i = 1, 2に

対して Ri がXi 上の étale同値関係のとき, R1 と R2 が同型であるとは, X1 からX2 への同相写像

hで h × hのR1への制限がR1からR2への同相写像となるようなものが存在するときを言う. Rが

X 上の étale同値関係とする. r|U, s|U がともに局所同相写像になるような clopen部分集合 U ⊂ R

によって 1r(U) − 1s(U) と表される関数全体を考え, それらが生成する部分群による C(X, Z)の商群

をD(R)とおく. f ∈ C(X, Z)のD(R)における同値類を [f ]とし,

D(R)+ = {[f ] ∈ D(R) | f(x) ≥ 0 for all x ∈ X}

とする. 必ずしも (D(R), D(R)+)は順序群になるとは限らない. これに [1X ]を加えた 3つ組は étale

同値関係の不変量になっている.

同値関係 R上の étaleな位相は 1つには定まらず, 一般には非可算無限個の étaleな位相が存在し

うる. また, X × X の直積位相の Rへの制限が étaleな位相を定めることはまれである. (R,O)が

étaleな同値関係で, R′ が Rの部分同値関係であって且つ開集合 (すなわち R′ ∈ O)のとき, 相対位

相によって R′ も étaleな同値関係となる. φ : G y X が自由な作用であるとき, G × X と Rφ のあ

いだの自然な 1対 1対応によって G × X における直積位相を Rφ にコピーすることが出来る. この

位相によって Rφ が étaleな同値関係になることは容易に確認できる. 以降 Rφ にはこの自然な位相

を入れるものとする. 群作用の場合には

D(Rφ) = C(X, Z)/⟨f − f ◦ φg | f ∈ C(X, Z), g ∈ G⟩

となることが明らかに分かる. Gが有限群である場合には, Rφ に定まる位相はX × X の直積位相の

制限と一致する.

次の命題はコンパクトで étaleな同値関係の構造を決定している.

命題 7 X をコンパクト・距離付け可能・完全不連結な位相空間とし, (R,O)を X 上のコンパク

トで étaleな同値関係とする. すると, clopen部分集合によるX の分割X1, X2, . . . , XK と, 自然数

n1, n2, . . . , nK と, 自由な作用 φk : Z/nkZ y Xk (k = 1, 2, . . . ,K) が存在し,

R =
K∪

k=1

{(x, φl
k(x)) ∈ X × X | x ∈ Xk, l = 1, 2, . . . , nk}

が成立する. 特に supx #R[x]は有限となる (#R[x]はR[x]の濃度). また, 位相OはX × X の直積

位相の制限に一致する.

定義 8 (AF同値関係) X をコンパクト・距離付け可能・完全不連結な位相空間とし, (R,O)をX

上の étaleな同値関係とする. Rの開かつコンパクトな部分同値関係の列 R1, R2, . . . が存在して

R1 ⊂ R2 ⊂ . . . かつ R =
∞∪

n=1

Rn

となるとき, Rを AF同値関係と呼ぶ.

換言すれば, コンパクトで étaleな同値関係の増大和として書けるような同値関係を AF同値関係

と呼ぶ, という事である. AFは Approximately Finiteを表す. 命題 7から分かるように, コンパク

トで étaleな同値関係はある意味で ‘有限な同値関係’とみなされる. AF同値関係はその極限という

6
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わけである. エルゴード的な同値関係やボレル同値関係の研究においても, このような ‘近似的に有限’

と呼ぶべき同値関係が重要な役割を演じる. Cantor集合の場合も似たような道筋を辿る. Rが AFな

らばM(R)は空ではない. Rが AFで R′ が部分同値関係であって且つ開集合であれば, 自動的に R′

も AFとなる. 可算群の自由な作用から生じる同値関係 Rφ が (その自然な位相によって) AF同値関

係となることはほとんど期待できないことにも注意しておく.

3.3 Bratteli図式とAF同値関係の分類

Bratteli図式とは, AF環と呼ばれるクラスの C∗ 環の分類理論に現れる, ある種の無限有向グラフ

である. 有向グラフは 2つの集合 V,E と 2つの写像 s, r : E → V で書ける. ただし V が頂点の集合,

E が辺の集合で, sと rはそれぞれ始点と終点を表す. V と E がそれぞれ互いに素な空でない有限集

合たちの和として V = V0 ∪ V1 ∪ V2 ∪ . . . , E = E1 ∪E2 ∪E3 ∪ . . . と書けていて, 各 n ∈ N に対し

て s(En) = Vn−1, r(En) = Vn を満たしているとき, グラフ (V,E)を Bratteli図式と呼ぶ. Bratteli

図式 (V,E)に対して, その infinite path space X(V,E) を

X(V,E) =

{
(xn)∞n=1 ∈

∞∏
n=1

En | r(xn) = s(xn+1) for all n ∈ N

}

で定義する. 直積集合
∏

Enには直積位相を入れX(V,E)にはそこからの相対位相を入れると, X(V,E)

はコンパクト・距離付け可能・完全不連結な位相空間になる. x ∈ X(V,E) に対して xの第 n成分を

xn と書く. X(V,E) 上の同値関係 R(V,E) を次のようにして定める. 各 n ∈ N に対して

Rn = {(x, y) ∈ X(V,E) × X(V,E) | xk = yk for all k > n}

とする. X(V,E) × X(V,E) の直積位相の制限により Rn に位相を入れると, Rn はコンパクトな étale

同値関係になる.

R(V,E) =
∞∪

n=1

Rn

とし, R(V,E) には帰納的極限位相を入れる. 定義より明らかに R(V,E) は AF同値関係となるが, 逆

に次が成り立つ ([21]).

定理 9 X がコンパクト・距離付け可能・完全不連結な位相空間で RがX 上の AF同値関係であ

るとき, ある Bratteli図式 (V,E)が存在して Rと R(V,E) は同型となる.

Bratteli図式 (V,E)が単純であるとは, 任意の v ∈ V が次の条件を満たすことを言う：ある n ∈ N

が存在して, 全ての w ∈ Vn に対して v から wへ至る pathが存在する. (V,E)が単純であることと

R(V,E) が極小であることは同値である.

不変量D(R(V,E))は次のようにして計算される. 各 Vnに対して, Vnを基とする自由アーベル群を

ZVn とおく. 全ての係数が非負整数であるような ZVn の元の全体を ZVn
+ とすれば, (ZVn , ZVn

+ )は

順序群である. 準同型 ρn : ZVn → ZVn+1 を

ρn(v) =
∑

w∈Vn+1

#(s−1(v) ∩ r−1(w))w, v ∈ Vn

によって定める. ただし#(s−1(v) ∩ r−1(w))は v と wを始点と終点に持つような辺の個数である.

7
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帰納系 {ZVn , ρn}による帰納的極限群をDとする. ZVn からDへの自然な準同型を ρn,∞ とし,

D+ =
∞∪

n=0

ρn,∞(ZVn
+ ), u = ρ0,∞

( ∑
v∈V0

v

)

とおくと, (D,D+, u)は単位元を持つ順序群となる. (V,E)が単純であることと (D,D+, u)が単純

であることは同値になる. そして (D(R(V,E)), D(R(V,E))+, [1X(V,E) ])は (D,D+, u)に同型である.

一般に, (Zm, Zm
+ )の帰納的極限として書けるような順序群を次元群と呼ぶ.

G. A. Elliottによる AF環の分類定理 ([10])に触発され, W. Kriegerは次の AF同値関係の分類

定理 ([29])を示した.

定理 10 X1, X2 をコンパクト・距離付け可能・完全不連結な位相空間とし, R1, R2 をそれぞれ

X1, X2 上の AF同値関係とする. 次は同値.

(1) R1 と R2 が同型.

(2) (D(R1), D(R1)+, [1X1 ])と (D(R2), D(R2)+, [1X2 ])が同型.

順序群 (D,D+)が unperforatedであるとは, a ∈ D, k ∈ N , ka ∈ D+ ならば a ∈ D+ となるこ

とを言い, (D,D+)が Rieszの補間条件を満たすとは, a1, a2, b1, b2 ∈ D, ai ≤ bj (i, j = 1, 2)ならば

ある c ∈ Dが存在して ai ≤ c ≤ bj (i, j = 1, 2)となることを言う. unperforatedならば捩れ元を含

まない. unperforatedかつ Rieszの補間条件を満たすものは Riesz群と呼ばれる. 次元群が Riesz群

であることは簡単に分かる. 逆に, 可算な Riesz群は次元群であることが知られている ([ 9 ]). これに

より, AF同値関係の (同型に関する)不変量 (D(R), D(R)+)として現れうる順序群の全体は, 可算な

Riesz群の全体と一致することが分かる. また, Rが極小であることと D(R)が単純であることが対

応する.

次に極小な AF同値関係の軌道同型による分類定理について述べる. そのためにまず次元群の状態

空間と無限小部分群を導入する. 単位元を持つ次元群 (D,D+, u)に対して, ρ(D+) ⊂ R+, ρ(u) = 1

を満たすような準同型 ρ : D → Rの全体を S(D)と書き, 状態空間と呼ぶ. 任意の n ∈ Z と順序単

位元 cに対して na ≤ cとなるような a ∈ Dは無限小元と呼ばれる. 無限小元の全体がなす部分群を

Inf(D)と書いてDの無限小部分群と呼ぶ.

Inf(D) = {a ∈ D | ρ(a) = 0 for all ρ ∈ S(D)}

が成り立つ. τ : D → D/ Inf(D)を商写像とすると, (τ(D), τ(D+), τ(u))もまた単位元を持つ次元

群となることが分かる. τ(D)の無限小部分群は {0}である. RがX 上の AF同値関係のとき, µ ∈
M(R)に対して ρµ : D → Rを

ρµ([f ]) =
∫

X

f dµ, [f ] ∈ D(R)

で定めると ρµ ∈ S(D(R))となり, µ 7→ ρµ はM(R)と状態空間 S(D(R))の間の全単射写像となる.

これにより, Dm(R)は単位元を持つ順序群として自然に τ(D(R))と同型となることが分かる. また,

AF同値関係の軌道同型に関する不変量 (Dm(R), Dm(R)+)として現れうる順序群の全体は, 無限小

部分群が {0}となるような次元群の全体と一致する. 次の定理が重要である ([19]).

定理 11 X1, X2 を Cantor集合とし, R1, R2 をそれぞれX1, X2 上の極小な AF同値関係とする.

8
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次は同値.

(1) R1 と R2 が軌道同型.

(2) X1 からX2 への同相写像 hで, h∗(M(R1)) = M(R2)となるものが存在する.

(3) (Dm(R1), Dm(R1)+, [1X1 ]m)と (Dm(R2), Dm(R2)+, [1X2 ]m)が同型.

前にも述べたように (1)⇒(2)⇒(3)は自明であり, 厄介なのは (3)⇒(1)である. [19]のオリジナル

の証明よりも, 吸収定理 (後述)を用いる [41]の証明の方が見通しが良い. この定理により, Cantor集

合上の極小な AF同値関係の軌道同型による同値類は, 無限小部分群が {0}となるような単純な次元
群であって Z と同型ではないものの全体と, 1対 1対応することが分かる. 無論, そのような次元群

を全てリストアップすることは (多分)不可能なので, 何やらよく分からないものと別の分からないも

のの間に 1対 1対応を付けただけと言えなくもない. しかし, AF環と呼ばれるクラスの C∗環が次元

群を完全不変量として持つ ([10]) という基本的な事実があるため, 少なくとも C∗ 環の研究者にとっ

ては, この 1対 1対応が十分意味のある分類を与えてくれているという気分がする.

定理 11を一意エルゴード的な場合に適用することにより, 次の系を得る.

系 12 X1, X2 を Cantor集合とし, R1, R2 をそれぞれ X1, X2 上の極小な AF同値関係とする.

i = 1, 2に対してM(Ri) = {µi}であるとき, 次は同値.

(1) R1 と R2 が軌道同型.

(2) {µ1(U) | U はX1 の clopen部分集合 } = {µ2(U) | U はX2 の clopen部分集合 }

4 主定理の証明

冒頭に述べた定理 1の証明の概略を述べたい.

4.1 吸収定理

定義 13 Cantor集合X 上の同値関係Rが affableであるとは, Rが AF同値関係と軌道同型にな

ることを言う.

R上の étaleな位相Oが存在して (R,O)が AF同値関係となるときにRを affableであると言う,

と言い換えることもできる. affableは AF-ableからの連想による命名である. 定義より明らかに, 定

理 11および系 12は極小で affableな同値関係に対してそのまま成り立つ. 有限生成アーベル群はZN

と有限アーベル群の直和になるので, Cantor集合への有限生成アーベル群の極小作用は Cantor極小

ZN 系と軌道同型になることが簡単に分かる. 従って, Cantor極小 ZN 系 (X,φ)から生じる同値関

係 Rφ が affableであることが言えれば, 定理 1の証明は完了する.

定理 14 ([18]) Cantor極小 ZN 系から生じる同値関係は affableである.

この定理の N = 1の場合は実質的には [19]で示されたが, 整理された形で述べられたのは [21]で

ある. [32, 33]において N = 2の特殊な場合が解決され, [16]で N = 2の場合が完全に解決された.

任意のN に対しては [18]で証明が与えられた.

与えられた同値関係の affabilityを示すための道具が吸収定理 (定理 15)である. その本質的なアイ

デアは既に [19]に現れているが, 明示的に定理として述べられたのは [21, Theorem 4.18]が最初で

ある. Z2 極小系の攻略に必要な形に改良されたバージョンが [17, Theorem 4.6]で, そのさらなる改

良版が [35, Theorem 3.2]である. ZN 極小系に対する軌道同型定理を得るにはこの最終改良版が必

要である. 定理を述べるために言葉を準備する. Rを Cantor集合X 上の AF同値関係とする. 閉集

9
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合 Y ⊂ X へのRの制限R ∩ (Y × Y )をR|Y と書く. Rからの相対位相によってR|Y が étaleな同

値関係となるとき, Y を R-étaleであるという. このとき R|Y は自動的に AF同値関係となる ([21,

Theorem 3.11]). 閉集合 Y ⊂ X が任意の µ ∈ M(R)に対して µ(Y ) = 0を満たすとき, Y はR-thin

であるという.

定理 15 ([35, Theorem 3.2]) Rを Cantor集合X 上の極小な AF同値関係とする. X の閉集

合 Y がR-étaleかつR-thinであるとする. Y 上に別のAF同値関係Qがあって, R|Y がQの開集合

であり, R|Y からQへの包含写像が連続であるとする. このとき次の条件を満たす同相写像 h : X →
X が存在する.

(1) (h × h)(R ∨ Q) = R (ただし R ∨ Qは RとQで代数的に生成される同値関係)

(2) h(Y )は R-étaleかつ R-thin

(3) h|Y × h|Y はQから R|h(Y )への同相写像を導く

特に R ∨ Qは affableである.

Y がR-thinであるということは相対的に Y が小さい集合であることを意味している. X 全体で定義

されたRは Y 上のQを吸収してしまえるというのが定理の意味である. いま同値関係 Sの affability

を示すのが目標であるとすると, S = R ∨ Qとなるような AF同値関係 Rと Qを S の中に構成し

それらに対して吸収定理を適用する, というのが大雑把な作戦である. 実際にはこの定理を繰り返し

(ZN 作用の場合ならちょうど N 回) 使う必要があり, その議論を滞りなく進めるために (2)および

(3)の条件を必要とする.

4.2 大きなAF部分同値関係の構成 (N=1の場合)

Cantor極小 ZN 系 (X,φ)から生じる同値関係 Rφ に対して吸収定理 (定理 15)を適用するには,

Rφ の中に ‘大きな’AF部分同値関係 Rを構成しなければならない. N=1の場合にはそのような AF

同値関係が自然に取れるので, まずはそれを説明する. Z 作用 φをX 上の自己同相写像とみなす. Rφ

には 3.2節で説明した自然な étale位相が入っている. x ∈ X に対して Rx ⊂ Rφ を次で定義する.

Rx = Rφ \ {(φn(x), φm(x)), (φm(x), φn(x)) | n ≤ 0, m ≥ 1}

すなわち, もし y /∈ Rφ[x]であればRx[y] = Rφ[y]である. そして, xのRφ-軌道Rφ[x]は xと φ(x)

との間で ‘分断’され, 2つの Rx-軌道 Rx[x]と Rx[φ(x)]の和になる. Rx は Rφ の開集合であること

が容易に分かるので, 相対位相によって Rx も étaleな同値関係になる. 驚くべきことに, Rx はこの

位相で AF同値関係になる ([24, 19]). これは Cantor極小系の軌道構造の研究の初期段階で発見され

た重要な事実であり, その後の研究の方向性を決定したと言える. Y = {x, φ(x)}とおくと, 閉集合 Y

は Rx-étaleかつ Rx-thinであることがわかる. Q = Y × Y とおく. これら Rx, Y,Qは定理 15の仮

定を全て満たしているので, Rx ∨ Qが affableであることが結論される. 構成より Rφ = Rx ∨ Qで

あるから, N=1の場合の定理 14が証明できたことになる. ちなみに,

{f − f ◦ φ | f ∈ C(X, Z)} = {f − f ◦ φ | f ∈ C(X, Z), f(x) = 0}

が簡単に分かるので, D(Rφ)とD(Rx)は一致している. 特にD(Rφ)は次元群になる. 次節で述べる

ように, N が 2以上の場合にも Rφ の中に適当な AF部分同値関係 Rを構成するのだが, D(Rφ) =

D(R)となるようには出来ない. この事実がN ≥ 2の場合のD(Rφ)の計算を困難なものにしている.

10
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N=1の場合の最も分かりやすい具体例を 1つあげる. (X,φ)を 2.1節で説明した odometer system

とする. 簡単のためにmn = 2n とする. X は Z/2nZ の射影的極限であるが, 次のようにして φを

Y = {0, 1}N 上の作用と思い直す. (a1, a2, a3, . . . ) ∈ Y を

(a11̄, (a1 + 2a2)1̄, (a1 + 2a2 + 22a3)1̄, . . . ) ∈ X

に送る写像を π : Y → X とする. Y に直積位相を入れておくと πは同相写像になる. ψ = π−1 ◦ φ ◦
πとおくと, ψは (1, 0, 0, . . . )を ‘繰り上がりつきで足す’という Y 上の自己同相になる. (1, 0, 0, . . . )

を足しても大抵の場合は繰り上がりは有限回でストップするので, 数列のある項から先は変わらないこ

とになる. 繰り上がりが無限に続くのは y = (1, 1, 1, . . . ) ∈ Y に足したときで, ψ(y) = (0, 0, 0, . . . )

となる. Rψ の部分同値関係 Ry を考える. yと ψ(y)は Ry においては同値ではなく,

((an)n, (bn)n) ∈ Ry ⇔ ∃k ∈ N ∀n > k an = bn

が成り立つことが分かる. つまり, ある項から先が一致しているような数列を同値とみなすのがRy で

ある. Ry の部分同値関係 Rk を

Rk = {((an)n, (bn)n) ∈ Y × Y | an = bn for all n > k}

で定めると, Rk は Ry のコンパクト開集合であることが分かる. さらに, R1 ⊂ R2 ⊂ R3 ⊂ . . . かつ

Ry =
∪∞

k=1 Rk となるので, Ry は AF同値関係となる.

4.3 大きなAF部分同値関係の構成 (一般の場合)

N が一般の場合には Forrestが次の定理を示した ([11]).

定理 16 φ : ZN y X を Cantor極小ZN 系とする. Rφの極小な部分同値関係RとX の閉集合

Y で次の条件を満たすものが存在する.

(1) Rは Rφ の開集合であり, 相対位相によって Rは AF同値関係.

(2) Y は R-thinである.

(3) x ∈ X \
∪

n∈ZN φn(Y )ならば R[x] = Rφ[x]である.

(2)と (3)は, 測度がゼロになるような集合を除いてRと Rφ は一致している, と言っている. 特に

M(R) = M(Rφ)が成り立つので, D(R)からD(Rφ)への自然な商写像 πは π−1(D(Rφ)+ \ {0}) =

D(R)+ \ {0} を満たすことが分かる. これより, D(Rφ) は weakly unperforated (すなわち a ∈
D(Rφ), k ∈ N , ka > 0ならば a > 0)で Rieszの補間条件を満たす単純な順序群であることが示せ

る (D(Rφ)が次元群になるとの記述が [11]にはあるが, [34]で示されたように一般にはD(Rφ)は捩

れ元を持つので, 次元群にはならない). N. C. Phillipsはこの定理で構成された AF部分同値関係 R

を用いて, 接合積 C∗ 環 C(X) oφ ZN が安定階数 1・実階数 0を持つなどの結果を示した ([39]).

しかし, 吸収定理 (定理 15)を適用するには, 上の Forrestの定理はまだ十分ではない. Rと Rφ と

の差のコントロールが甘いのである. この点をもう少し詳しく見るために, Forrestによる AF部分同

値関係 R ⊂ Rφ の構成を説明する. Rφ の中に ‘大きな’AF部分同値関係を作りたいのだが, AF同値

関係はコンパクト同値関係の増大和であるから, Rφ の中に ‘大きな’コンパクト同値関係が作れれば

よい. X の clopen部分集合 U を取り,

11
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PU (x) = {n ∈ ZN | φn(x) ∈ U}

とおく. PU (x)は xの U に対する hitting timeと呼ばれる. U という部分集合が小さくなればなる

ほど (小ささを具体的に測りたければ X に距離を定めておいて U の直径を見ればよい), φn(x)はな

かなか U に入らない. つまり PU (x)はまばらな集合になっていく. この PU (x)に対してボロノイ分

割を考える. 各 p ∈ PU (x)に対して

TU (x, p) = {q ∈ RN | d(q, p) = d(q, PU (x))}

とする. ただし d(·, ·)はユークリッド距離である. TU (x, p)はRN の閉凸多面体であり, ボロノイ領

域と呼ばれる. TU (x, p)は p ∈ PU (x)に関して和を取るとRN 全体になる. また相異なる TU (x, p1)

と TU (x, p2)は内点を共有しない. このようなとき {TU (x, p) | p ∈ PU (x)}はRN のタイリングであ

ると言う. 一般には, ある n ∈ ZN がある TU (x, p)の境界に属することが考えられるが, 面倒なので,

そのような事は起こらないと仮定してしまおう. すると,

(φn(x), φm(x)) ∈ R0 ⇔ ∃p ∈ PU (x) n, m ∈ TU (x, p)

と定めることによって, Rφ の部分同値関係 R0 で開かつコンパクトなものが作れる. 粗っぽく言え

ば, 1つの TU (x, p)が 1つの R0-軌道に対応する. clopen集合 U を小さくすれば, PU (x)はまばら

になり, TU (x, p)は大きくなる. つまり各 R0-軌道が大きくなる. どんどん小さくなっていくような

clopen部分集合の列 U1, U2, U3, . . . を取れば, 各同値類がどんどん大きくなっていくようなコンパク

ト部分同値関係の列が得られる. それらが増大和を成すように調整をすることにより, 所望のAF部分

同値関係Rを構成できる. Rφ とRとの差はボロノイ領域の境界の挙動によって生じる. 2点 φn(x),

φm(x)は, ある段階でのボロノイ分割において同一のボロノイ領域に入れば Rにおいて同値になる

が, どの段階でのボロノイ分割においても相異なるボロノイ領域に入ればRにおいて同値にならない.

ボロノイ領域が大きくなるにつれ, ボロノイ領域の境界付近に存在する ZN の個数は相対的に少なく

なる. これらの観察をもとに, AF部分同値関係Rが定理 16の (2)・(3)を満たすことを Forrestは示

した.

吸収定理を適用できるような状況にするには, Rの構成にさらに工夫が必要となる. Rφ と Rの差

はボロノイ領域の境界の挙動から生じることを既に見た. ボロノイ領域はRN の閉凸多面体だから,

その境界は k次元 (k = 0, 1, . . . , N−1)の面たちの組み合わせで書ける. これに対応して, 定理 16に

現れる閉集合 Y の中に, Y = B2 ⊃ B3 ⊃ · · · ⊃ BN+1 となるような閉集合 Bl を構成することが出

来る. Bl は相異なる l個のボロノイ領域の交わりに対応している. 各Bl に対して順番に定理 15を計

N 回使うことにより, Rφ が Rと軌道同型である事を示すというのが [18]の粗筋である. その際の問

題点の 1つは, 各 Bl に沿って定理 15を順番に適用していく際に, 連続して適用しようとしても上手

く行かないので, 各段階で (吸収定理の逆に相当する)分裂定理 ([35, Theorem 2.1])を間に挟まない

といけない点である. もう 1つは, Y を閉集合Blの包含列によって分解するためには通常のボロノイ

分割では駄目で, その適当な変形が必要となる点である. ボロノイ分割の変形は数理工学の分野で様々

な応用上の観点から研究されている. [ 5 ]で考察された ‘変形’のN 次元版がここでは役に立った. ボ

ロノイ分割全般に関する参考文献として [36]をあげておく.

12
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5 タイリング空間

この節ではタイリング空間について簡単に紹介したい. タイリング空間はCantor集合上の同値関係

と密接に関わっており, 定理 14の証明においても重要な役割を果たす. タイリング空間やそこから生

じる C∗ 環などに関するサーベイとしては [26]が読みやすい. またもう少し詳しい文献としては [45]

がある.

5.1 タイリング空間から生じる同値関係

RN をN 次元ユークリッド空間とする. p ∈ RN を中心とする半径 r > 0の開球体をB(p, r)と書

く. t ⊂ RN , p ∈ RN に対して t + p = {x + p | x ∈ t}と書き, tの平行移動と呼ぶ. RN の空でな

いコンパクト集合の族 T が, RN の被覆であって, 相異なる t, t′ ∈ T が内点を共有しないとき, T を

RN のタイリングと呼び, t ∈ T をタイルと呼ぶ. タイルは閉単位球に同相であることを要求するのが

普通である. また, 予め有限個のコンパクト集合を指定しておき, タイルはそれらの平行移動に限ると

いう制約を付けるという設定もある. 単にタイルをRN の部分集合と思うのではなくて何らかのラベ

ル付けが成されている対象とみなす場合もある.

タイリングの集合に位相を入れたい. RN の集合族 S と p ∈ RN , r > 0に対して

S + p = {s + p | s ∈ S}, S ∩ B(p, r) = {s ∈ S | s ∩ B(p, r) ̸= ∅}

とおく. T がタイリングなら T + pもタイリングである. タイリング T0 の近傍系を, 正の実数 r > 0

を用いて

{T | (T + p) ∩ B(0, r) = T0 ∩ B(0, r) for some p ∈ B(0, r−1)}

で定めることにより, 位相が定まる. この位相空間が完備距離空間であることや, RN が平行移動に

よって自然に作用していることも簡単に分かる. T がタイリングのとき {T + p | p ∈ RN}の (上述の

位相による)閉包を ΩT と書き, T の hullと呼ぶ. RN による平行移動を ΩT に制限したものを φT

と書く. φT はRN の ΩT への同相写像による作用である. ΩT もしくは力学系 (ΩT , φT )をタイリン

グ空間と呼ぶ. 可算群の作用が自由であることや極小であることの定義を既に与えたが, RN の作用

についてもその定義を踏襲する.

T をタイリングとする. T の局所的な形状が平行移動によるずれを除いて有限個しかないとき, T

は finite local complexityを持つと言う. 正確に言えば, 任意の r > 0に対して

{T ∩ B(p, r) | p ∈ RN}/ ∼

が必ず有限集合ということである. ただし S ∼ S′ ⇔ S = S′ + p for some p ∈ RN である. T が

aperiodicであるとは, T + p = T となるのは p = 0のときに限ることを言う. T が次の性質を持つ

とき repetitiveであると言う：任意の有限部分集合 S ⊂ T に対してある r > 0が存在し, どのような

p ∈ RN に対しても,

S′ ⊂ T ∩ B(p, r) かつ S ∼ S′

となる S′ が見つかる. T のどの部分を取っても, ある一定の間隔以上の頻繁さでその形状が繰り返し

現れる, というような意味である. 次の命題が知られている.

13
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図 1：chair tiling 図 2：Penrose tiling

命題 17 (1) タイリング T が finite local complexityを持てば, ΩT はコンパクトになる.

(2) さらに T が aperiodicかつ repetitiveであれば, φT : RN y ΩT は自由かつ極小な作用であ

る.

以降, RN のタイリング T で, finite local complexity・aperiodicity・repetitivityという 3つの性

質を持つものを考える (Penrose tilingを初めとしてこのようなタイリングの実例は豊富に知られてい

る). 上の命題により (ΩT , φT )はコンパクト距離空間の上のRN の自由かつ極小な作用である. この

力学系がどのようにして Cantor集合と関わるのかを説明する. T が finite local complexityを持つ

ことから T/ ∼は有限である. 有限集合 S ⊂ T を代表元の集まりとする. 1つ 1つの s ∈ S に対して

sの内点 ω(s)を割り当てておく. sの平行移動 s + pに対しては ω(s + p) = ω(s) + pと決める. ω(s)

は sの穴と呼ばれる. タイルに針で穴を開けたつもりである. sの情報を記憶させるために穴にラベル

を付けておくことも出来る.

X = {T ′ ∈ ΩT | ∃t ∈ T ′ such that ω(t) = 0}

とおくと, X は ΩT の閉集合で, さらに Cantor集合になる. 原点に穴が開いているタイリングだけに

限定すれば, RN 方向の連続的な動きが封じられ, タイルをどのように配置するかという情報だけが生

き残る. 有限の範囲内ではタイルの配置は有限通りなので, 有限集合の可算無限直積 (のようなもの)

が現れ, それが Cantor集合である. 作用 φT の横断方向に Cantor集合が現れると言うこともできる.

RT = {(T ′, φp
T (T ′)) | T ′ ∈ X, p ∈ RN , φp

T (T ′) ∈ X}

はX 上の同値関係となる. 作用 φT の情報を横断方向に写し取ったものが RT である. φT の極小性

から RT の極小性が得られる. RT には自然な位相が入り étaleな同値関係となることも分かる.

定理 18 ([18]) 上のようにして生じる極小な同値関係 RT は affableである.

この定理の適用例を 2つ挙げる. 図 1・図 2はそれぞれ chair tiling・Penrose tilingと呼ばれるも

ので, どちらも substitution tilingと呼ばれるクラスに属する. substitution tilingに関しては [ 2 ]が

詳しい. 一般に substitution tilingから生じる極小な同値関係は一意エルゴード的になることが知ら

れている. その一意的な不変測度を µとすると, chair tilingの場合には

{µ(U) | U はXT の clopen部分集合 } =
{

k

2n | k = 0, 1, . . . , 2n, n ∈ N

}

14
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となり, Penrose tilingの場合には

{µ(U) | U はXT の clopen部分集合 } = {(a + bλ)/20 | a, b ∈ Z} ∩ [0, 1]

となる. ただし λ = (
√

5 − 1)/2である. 従って, 系 12・定理 14・定理 18より, chair tilingから生

じる同値関係は 2.1節でmn = 2nとした場合の odometer systemと軌道同型になり, Penrose tiling

から生じる同値関係は 2.2節で説明した Denjoy sytemで適当なパラメータを設定したものと軌道同

型になる.

5.2 タイリング空間のコホモロジー

タイリング空間 ΩT は局所的には Cantor集合とRN の直積に同相であり, 特に弧状連結ではなく,

特異コホモロジーやホモトピー群は用を成さない. しかし Čechのコホモロジー Ȟ∗(ΩT ; Z)は意味

を持ち (たとえば ΩT は連結ではあるので Ȟ0 ∼= Z である), しかも具体的な計算例も知られている.

Anderson–Putnamは substitution tilingの場合に, ΩT が有限 CW複体の射影的極限として表され

ることを示した ([ 2 ]). 空間の射影的極限の ČechコホモロジーはČechコホモロジーの帰納的極限

に同型であるから, この表示を用いて Ȟ∗(ΩT )が計算できる. タイリング空間を有限 CW複体の射

影的極限に表す方法は, その後 [ 3 ]や [44]で任意のタイリングに対して一般化された. しかし実際

に Ȟ∗(ΩT )を計算しようとすると, 胞体の個数が膨大になることが多く, あまり容易ではない. 前節

に述べた 2つの例については計算結果はよく知られており, chair tilingの場合には Ȟ0 ∼= Z, Ȟ1 ∼=
Z[1/2]2, Ȟ2 ∼= Z[1/2]3で, Penrose tilingの場合には Ȟ0 ∼= Z, Ȟ1 ∼= Z5, Ȟ2 ∼= Z8となる. また,

射影法 (projection method)によって生じるタイリングに対しては, コホモロジーを計算する別の方

法が知られている ([12, 13, 15]). このクラスのタイリングは, 固体物理学における準結晶のモデルと

して特によく研究されている.

タイリング空間に関する重要な結果として次の Sadun–Williamsの定理がある ([46]).

定理 19 T がRN のタイリングで, finite local complexity・aperiodicity・repetitivityという 3

つの性質を持つとする. このとき, ある Cantor極小 ZN 系 (X,φ)が存在して, ΩT は (X,φ)の懸垂

空間 (suspension space)と同相になる.

(X,φ)の懸垂空間とは, 直積空間X × RN を

(x, p) ∼ (x′, p′) ⇔ ∃n ∈ ZN φn(x) = x′, p − n = p′

で定義される同値関係 ∼で割った商空間をいう. この定理により, タイリング空間 ΩT の Čechのコ

ホモロジーは, C(X, Z)を係数とする群コホモロジー H∗(ZN , C(X, Z))と同型であることになる.

しかしH∗(ZN , C(X, Z))を計算する一般的な方法は知られていない. 一部の文献に Ȟ∗(ΩT )あるい

は H∗(ZN , C(X, Z))がねじれ元を含まないとの記述があるが, [15, 34]で示されたように一般には

ねじれ元が存在する.

6 Z 作用の場合

Cantor極小 Z 系に対しては (下に述べる)モデル定理などを利用して, 軌道同型による分類の他に

も, いくつかの研究が行われている. それらを簡単に紹介してこの小文を終わりとしたい.

(V,E) を 3.3 節で説明した Bratteli 図式とする. (V,E) は単純で, その infinite path space が

15
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Cantor集合であるとする. 各 v ∈ V に対して r−1(v)は辺の有限集合であるが, そこに線形順序が与

えられているとしよう. さらに 2点 p, q ∈ X(V,E) が存在して

{(xn)∞n=1 ∈ X(V,E) | xn is maximum in r−1(r(xn)) ∀n} = {p}

{(xn)∞n=1 ∈ X(V,E) | xn is minimum in r−1(r(xn)) ∀n} = {q}

が成り立っているとする. 実はこのような対象から Cantor極小 Z 系を定めることが出来る. まず

X(V,E) に次のようにして順序を入れる.

(xn)∞n=1 < (yn)∞n=1 ⇔ m= max{n ∈ N | xn ̸=yn} is well-defined and xm<ym

x ∈ X(V,E) \ {p}に対しては, xよりも大きい元の中で最小のもの x′ が定まるので, φ(x) = x′ とし,

pに対しては φ(p) = qと決める. するとこの φはX(V,E) 上の極小な自己同相写像となることが分か

る. つまり (X(V,E), φ)は Cantor極小Z 系である. φは Bratteli–Vershik写像と呼ばれる. 逆に, 任

意の Cantor極小 Z 系はあるX(V,E) の上の Bratteli–Vershik写像と位相共役になる ([24]). モデル

定理と呼ばれるこの結果を利用して, Giordano–Putnam–Skauは次を示した ([19]).

定理 20 i = 1, 2に対して (Xi, φi)を Cantor極小Z 系とする. 以下は同値.

(1) (X1, φ1)と (X2, φ2)が強軌道同型.

(2) (D(Rφ1), D(Rφ1)
+, [1X1 ])と (D(Rφ1), D(Rφ1)

+, [1X2 ])が同型.

強軌道同型とは, ある位相同相 h : X1 → X2と n : X1 → Z, m : X2 → Z が存在して h(φ1(x)) =

φ
n(x)
2 (h(x)), h−1(φ2(y)) = φ

m(y)
1 (h−1(y))が成り立ち (ここまでが軌道同型), さらに nもmも高々

1点を除いて連続となるときをいう. 詳しくは触れないが, 上の定理の 2条件は, 対応する接合積 C∗

環が同型になる事とも同値である. 強軌道同型と位相エントロピーは互いに無関係な情報と言ってよ

く, 任意の強軌道同型類の中に, 任意の値を位相エントロピーとして取る Cantor極小 Z 系が存在す

る ([47, 48]).

(X,φ)がCantor極小Z 系で µがM(Rφ)の端点とすると, φは確率空間 (X,µ)上の保測エルゴー

ド変換とみなせる. 逆に, 確率空間上の保測エルゴード変換が 1つ与えられたとき, それと同型になる

ような (X,φ)と µ ∈ M(Rφ)の組を見つけることを位相的実現と呼ぶ. N. Ormesは, 与えられた強

軌道同型類の中から (X,φ)を見つけることができるための必要十分条件を求めた ([37]). さらに, 可

算無限個の保測エルゴード変換を同時に実現する問題についても, 肯定的な解決が得られている ([27]).

(X,φ)を Cantor極小 Z 系とする. 任意の x ∈ X に対し γ(x) ∈ Rφ[x]となるような同相写像 γ :

X → X の全体は群をなす. これを [φ]と書き φの充足群と呼ぶ. γ ∈ [φ]に対して γ(x) = φn(x)(x)

となる n : X → Z が唯一に定まるが, この nが連続となるような γ の全体を [[φ]]と書き φの位相充

足群と呼ぶ. 充足群は非可算群であるが位相充足群は可算群である. 次が成り立つ ([20]).

定理 21 i = 1, 2に対して (Xi, φi)を Cantor極小Z 系とする.

(1) [φ1]と [φ2]が群として同型 ⇔ φ1 と φ2 が軌道同型

(2) [[φ1]]と [[φ2]]が群として同型 ⇔ φ1 は φ2 または φ−1
2 に位相共役

[[φ]]の交換子群 [[φ]]′ は単純群であり, [[φ]]/[[φ]]′ ∼= Z ⊕ (D(Rφ) ⊗ Z/2Z)である事が知られて

いる ([31]). また, [[φ]]′ が有限生成になる事と φが拡大的であることが同値である ([31]). [φ]の交換
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子群 [φ]′ が単純である事は [ 4 ]で示された.

Cantor集合 X から 1点を取り除いた空間 X0 = X \ {y}は, 局所コンパクトかつ非コンパクト・

距離付け可能・完全不連結・孤立点を持たない, という 4つの性質を持つ位相空間として特徴付けら

れる. X0 は直積空間X × N と同相である. X0 上の極小な同相写像 φに関しても軌道同型による分

類が得られているので, それを紹介する. X0 上の整数値連続関数でコンパクト台を持つものの全体を

Cc(X0, Z)とおく. X0 上の (確率測度とは限らない) φ-不変測度の全体をMφ とし, Cc(X0, Z)の{
f ∈ Cc(X0, Z) |

∫
X0

f dµ = 0 for all µ ∈ Mφ

}
による商群をDφ とする. f のDφ における同値類を [f ]とし,

D+
φ = {[f ] ∈ D | f(x) ≥ 0 for all x ∈ X0}

とすれば, (Dφ, D+
φ )は次元群になる. これに Σφ = {[f ] ∈ D | 0 ≤ f(x) ≤ 1 for all x ∈ X0} を加

えた 3つ組 (Dφ, D+
φ , Σφ)が, 極小同相写像 φの軌道同型に関する完全不変量となる ([30]).
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