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1 はじめに

カントール極小系とその周辺のいくつかの話題について、難しくならないように気をつけ

ながら、面白そうなところだけをつまみ食いして楽しむ、というのがこのノートの目的で

す。基本的には結果を紹介するだけなので、このノートを読むだけならばほとんど予備知識

はいりません。せいぜい位相空間論とか群論の初歩だけで十分でしょう。しかし、証明しよ

うとするとわりと大変だったりする事柄が多いことも事実なので、証明が気になる方のため

に、参考文献だけはきちんとあげることにします。

扱う対象は、局所コンパクトハウスドルフ空間X とX からX への同相写像（つまり自己

同相）φの組 (X,φ)です。このような (X,φ)をここでは位相力学系と言うことにします。

まず最初に φの極小性を定義してから、どのような空間の上に極小な φが存在しうるかと

いう問題を考えます。次の節では、カントール集合というちょっと変わった位相空間の性質

を調べます。その次にいよいよカントール極小系を説明します。ただし、あまり専門的な話

をしても仕方ないので、感覚的に理解することが可能な例をとおして、大ざっぱに説明する

だけにします。そして最後に、筆者自身の得た結果を紹介します。

2 極小性と位相推移性

X が局所コンパクトなハウスドルフ空間であるとき、X から X への同相写像の全体を

Homeo(X)と書くことにします。写像の合成に関して Homeo(X)は群になっています。い

ま φ ∈ Homeo(X)をひとつ固定します。各点 x ∈ X に対して

Orbφ(x) = { φn(x) ; n ∈ Z }

とおき、この集合を xの（φに関する）軌道と呼びます。xの軌道 Orbφ(x)は X の可算部

分集合であって、Orbφ(x)が有限集合になることと xが周期点（つまりある n ∈ Nに対し
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て φn(x) = xとなる）であることは明らかに同値です。次のような定義をします。

定義 1. (X,φ)が位相力学系であるとする。

(i) (X,φ) が位相推移的（topologically transitive）であるとは、ある x ∈ X が存在し

て、Orbφ(x)が X で稠密になることを言う。

(ii) (X,φ)が極小（minimal）であるとは、すべての x ∈ X に対して、Orbφ(x)がX で

稠密になることを言う。

極小性は位相推移性よりも強い性質であることがわかります。(X,φ) が位相推移的であ

れば当然 X は可分でなければなりません。

極小な位相力学系の例を考えてみます。X が整数全体の集合 Z であるとしましょう。

そして φ を、n ∈ Z に対して φ(n) = n + 1 とします。すると任意の n ∈ Z について

Orbφ(n) = Z となりますから、(Z, φ)は極小な力学系です。でもこの例は、空間全体がひ

とつの軌道になっているので、ぜんぜん面白くありません。

今度は面白い例をあげます。X は一次元トーラス R/Z であるとします。無理数 α ∈
R\Qをひとつ固定します。実数 xに αを足すという操作 x 7→ x+αは、自然にX = R/Z

の上の同相写像を導きます。これを φと書きます。すると (X,φ)は極小な位相力学系にな

ることが知られていて、無理数回転（irrational rotation）という名前までついています。

(X,φ)が極小であることの証明はとても簡単です。たとえば [PY]の補題 1.6をご覧になっ

てください。

さて、与えられた局所コンパクトハウスドルフ空間 X の上に、位相推移的もしくは極小

な自己同相写像 φは存在するでしょうか。この問題の答えを表にしてみたのが次です。

極小 位相推移的

R ない ない

R/Z ある ある

R2 ない ある

R2 \ {finite points} ない ある

Rn (n ≥ 3) ？ ある

S2n ない ある

S2n+1 ある ある

カントール集合 ある ある

この表についてちょっと説明します。
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X が Rつまり直線のときは、表の欄はどちらも「ない」になっています。つまり、位相

推移的な自己同相は（したがってもちろん極小写像も）存在しません。これはとても簡単に

証明できます。位相空間論の手頃な演習問題といった感じです。

位相推移的な自己同相の欄は、いちばん上を除いてほかはすべて「ある」になっています。

つまり、たいていの空間に位相推移的な自己同相は存在するわけです。[O]の 18章には、X

が [0, 1] × [0, 1] （つまり正方形）であるときの証明が出ています。この証明の真似をすれ

ば、X が「二次元以上の局所ユークリッド的な可分コンパクト距離空間の連結開集合」で

ある場合に、位相推移的な自己同相が作れることがわかります。（証明のポイントはベール

の定理です。）というわけで、上の表にあげられたRとカントール集合以外の空間について

は、位相推移的な自己同相を持つことがわかります。

極小な自己同相写像の欄は結構「ない」ことも多いですね。順番に見ていくと、まずR/Z

のときは、さっき例としてあげた無理数回転という極小写像があります。平面 R2 に極小写

像がないことは、Brouwer transformation theoremの系としてわかります。この定理の証

明はたとえば [Fr1] にあります。（私はこの証明をフォローしていません。たとえ R2 と言

えど割とめんどくさいみたいです。）[H]には、平面から二個以上の有限個の点を抜いた空間

に極小自己同相が存在しないことの証明があります。平面から一点を除いた空間にもやはり

極小同相写像が存在しないことは [CY]で示され、その後より簡単な証明が [Fr2]で与えら

れました。（それでもやっぱり難しいみたいですね。）ところが n が三以上のときの Rn で

は、まだわかっていないのではないかと思われます。（少なくとも私は証明の書いてある文

献を発見できませんでした。）局所コンパクトだがコンパクトではない連結な空間 X が極小

自己同相写像をもつという例は、いままでのところ知られていないのではないかという気が

します。

X がコンパクトな多様体であるときには、極小同相写像を持ちうるためには少なくともオ

イラー数がゼロでなければならないということが知られています（[Fu]参照）。したがって

2n次元球面 S2n には極小自己同相は存在しません。S2n+1 には存在するというのは、[FH]

で示されています。[FH]ではもっと一般に、一次元トーラスの局所自由な作用を持ちうる

コンパクト多様体の上には極小微分同相写像が存在する、という命題が証明されています。

構成のポイントはやはり無理数回転です。

表のいちばん下に、カントール集合をあげました。節をあらためて、このちょっと変わっ

た位相空間を考えてみたいと思います。
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3 カントール集合

まず位相空間についての言葉をいくつか定義します。

定義 2. (i) 位相空間 X が完全（perfect）であるとは、X が孤立点を含まないことを

いう。

(ii) 位相空間 X が全不連結（totally disconnected）であるとは、全ての連結成分が一点

のみからなることをいう。

(iii) 位相空間 X が完全不連結（extremally disconnected）であるとは、開集合の閉包が

また開集合であることをいう。

本によっては、上の定義の (ii)と (iii)の用語が違っていることがしばしばあります。ここ

での言葉の使い方は岩波の数学辞典によっています。一般に、ハウスドルフ空間が完全不連

結であれば全不連結ですが逆は成立しません。（いまから説明するカントール集合は、全不

連結ですが完全不連結ではありません。）完全不連結な空間としては、例えば βN（可算離

散集合のストーンチェックのコンパクト化）があげられます。

定理 3. {0, 1}N に直積位相を入れた空間は、完全かつ全不連結なコンパクト距離空間で
ある。逆に、位相空間 X が完全かつ全不連結なコンパクト距離空間であるならば、X は

{0, 1}N に同相である。

証明は [Y]の例 5.8に書いてあります。位相が開かつ閉な部分集合で生成されるという性

質（0-dimensionalと言われる）と全不連結という条件が、コンパクト性の仮定のもとで同

値になることが証明のポイントです。ちなみにこの本の例 2.13には、{0, 1}N と {a, b, c}N

が同相であることのわかりやすい証明が書いてあります。

定義 4. 上の定理の条件を満たす位相空間をカントール集合と呼ぶ。つまり、カントール集

合とは {0, 1}N に同相な位相空間のことである。

X をカントール集合としましょう。定義から、X はX ×X にも同相だし、XN にも同相

であることになります。また、X の空でない開かつ閉な部分集合は X 自身と同相であるこ

ともわかります。このように、カントール集合 X はきわめて特殊な性質を持った空間です。

さて、この変わった空間であるカントール集合の上の位相力学系として、マルコフサブシ
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フトと呼ばれるものを考えてみたいと思います。

nを二以上の自然数とします。nかける nの行列で、行列の各成分が 0もしくは 1である

ようなものを 0 − 1行列と呼ぶことにします。

定義 5. 0 − 1行列 Aが既約であるとは、任意の 1 ≤ i, j ≤ nに対してあるm ∈ Nが存在

し、Am(i, j)（Am の ij 成分）がゼロでないことをいう。

いまサイズが nかける nの 0 − 1行列 Aが与えられたとして、次のようなことを考えて

みます。n個の元からなる集合 {1, 2, . . . , n}を用意します。{1, 2, . . . , n}Z は（直積位相に
よって）カントール集合です。行列 Aを使ってこのカントール集合の部分集合 X を

X = {x = (xn)n∈Z ; A(xn, xn+1) = 1 for all n ∈ Z}

とおきます。するとX は閉部分集合であることがわかります。そして x = (xn)n ∈ X に対

して、φ(x) = (xn+1)n と決めると、φ(x)もまた明らかに X の点になります。φという写

像は、両側無限列を「ずらす」働きをしていて、ちょっと考えると X から X への同相写像

になっていることもわかります。つまり (X,φ)は位相力学系です。この力学系は昔からよ

く研究されているもので、マルコフサブシフトとか有限型サブシフトとか呼ばれています。

例として、行列

A =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0


を考えてみましょう。行列 Aが既約であることはすぐわかります。Aから決まる {1, 2, 3}Z

の閉集合 X にはたとえば
. . . 12323213.23121323 . . .

という点が含まれています。（真ん中の小数点みないなのは、0 ∈ Z に対応する座標を明示

するために書いています。）この点は φによって

. . . 23232132.3121323 . . .

という点に移るわけです。こんな風に、「記号」をたくさん並べて考えたりすることが多い

ので、カントール集合の上の力学系のことを、記号力学系と言ったりもします。

次が成り立つことが知られています。

定理 6. 上の設定で、0− 1行列 Aが既約であったとする。すると、X はカントール集合に

なり、また (X,φ)は位相推移的になる。
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証明はたとえば [PY]の定理 1.4を見て下さい。そんなに難しくありません。

定理によるとマルコフサブシフトは位相推移的になることがあるわけですが、実は、絶対

に極小にはなりません。次の節では別の方法で、カントール集合の上の極小同相写像を構成

したいと思います。

4 カントール極小系

X がカントール集合であって φがX の上の極小な自己同相写像であるとき、(X,φ)をカ

ントール極小系と呼びます。

カントール極小系の例を説明する前に、次元群と呼ばれる不変量を定義しておきましょ

う。(X,φ)をカントール極小系とします。C(X,Z)と書いて、X から整数群 Zへの連続関

数の全体を表すことにします。空間が連結である場合には、Zのような離散空間への連続関

数は、全空間で定数であるようなものに限られてしまい、つまらないものでしかありませ

ん。しかし、カントール集合 X は開かつ閉な集合をたくさん持つので、C(X,Z)を考える

ことに意味があるわけです。各点ごとに足し算することによって、C(X,Z)はアーベル群に

なっています。
Bφ = {f − f ◦ φ ; f ∈ C(X,Z)}

とおきます。明らかに Bφ は C(X,Z) の部分群になっています。これをコバンダリー部分

群と呼びます。そして、C(X,Z) を Bφ で割った群を K0(X,φ) と書くことにします。関

数 f ∈ C(X,Z)の定めるK0(X,φ)の元を [f ]と記すことにします。明らかにK0(X,φ)も

アーベル群です。いま、正錘と呼ばれるK0(X,φ)の部分集合K0(X,φ)+ を

K0(X,φ)+ = {[f ] ; f ∈ C(X,Z), f ≥ 0}

と決めます。K0(X,φ)+ の二つの元の和はまた K0(X,φ)+ の元になりますが、

K0(X,φ)+ は部分群ではありません。また、X 全体で１という値を取る定数関数の

定める同値類 [1] は、もちろん K0(X,φ)+ のひとつの元を定めます。このようにして

(K0(X,φ), K0(X,φ)+, [1])という三つ組が決まったわけですが、これを (X,φ)に付随する

（単位元をもつ）次元群と呼びます。（この次元群は、勝良さんの講演に出てきた AF 環の

K0 群と密接な関わりを持っています。詳細については [GPS]とそこにあげられている参考

文献を参照して下さい。）[GPS] における主要結果は、三つ組 (K0(X,φ), K0(X,φ)+, [1])

がカントール極小系 (X,φ)の強軌道同型類の完全不変量であるということを主張するもの

です。[M1]では、軌道同型や強軌道同型の定義も含めて [GPS]の結果を日本語で紹介して

いますので、興味のある方はご覧になってください。
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それではカントール極小系の例を紹介しましょう。

まずダンジョワ系と呼ばれている例を説明します。これは前に説明した無理数回転とも関

連しているカントール極小系です。α ∈ R \ Qを無理数とします。

A = {n + mα ; n,m ∈ Z}

という Rの可算部分集合を考えます。Aの元を添え字に持つ二つの可算集合 B = {bp; p ∈
A}と C = {cp; p ∈ A}を用意します。そして、集合 Y を、R \ Aと B と C との、互いに

素な和（disjoint union）と決めます。今から集合 Y の上に全順序 ≼ を定義したいと思いま
す。まず、R \ Aの二点に対しては、その順序関係を Rにおける通常の順序と同じとしま

す。そして、x ∈ R \ A, bp, bq ∈ B, cp, cq ∈ C に対して、

x ≺ bp
def⇔ x < p, x ≺ cp

def⇔ x < p

bp ≺ bq
def⇔ p < q, cp ≺ cq

def⇔ p < q

bp ≺ cq
def⇔ p ≤ q

とします。これでちゃんと Y に全順序が定義されたことがわかります。Y には最大元も最

小元もないことに注意します。（要するに Y は、実数直線の中で A の点のところで切り込

みを入れた感じの集合です。数学的にきちんと説明しようとすると結構ごちゃごちゃしてし

まいますね。）y1 < y2 という二点に対して、(y1, y2) = {y ∈ Y ; y1 < y < y2}とおきます。
(y1, y2) という形の集合を開集合の準基底とするような位相を Y に入れます。この位相に

よって Y は、局所コンパクトハウスドルフ空間になります。（「閉区間」のコンパクト性は、

実数のときと全く同様に示されます。たとえば [Y]の定理 4.1を参照のこと。ポイントは、

上に有界な Y の部分集合は必ず上限をもつという事実です。）また、Aという集合が Rで

稠密であることを使うと、Y の位相が開かつ閉な集合で生成されることもわかります。さ

て、x ∈ R \ Aと p ∈ A に対し

x 7→ x + 1, bp 7→ bp+1, cp 7→ cp+1

とすることによって、「１を足す」という全単射写像 T1 が Y の上でよく定義されます。し

かも T1 は順序を保っていますから、T1 は Y から Y への同相写像になります。同様に「α

を足す」という同相写像 Tα もよく定義されます。T1 という作用で Y という空間をわった

ものを X とします。つまり、

y1 ∼ y2
def⇔ Tn

1 (y1) = y2 for some n ∈ Z
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という同値関係で Y を類別した集合が X です。商写像を π : Y → X とし、X にはこれに

よる商位相を入れます。少し考えると、X はカントール集合であることがわかります。しか

も、Tα という Y の同相写像は、自然に X の同相写像 φを導き、φ ◦ π = π ◦ Tα となって

います。この (X,φ)が実はカントール極小系になっているのです。φが極小であることを

きちんとは証明しませんが、本質的には無理数回転の時と全く同じです。（最初に選んだ α

が無理数であるということが大事です。）

では、この節の最初に説明した次元群はこの場合どうなっているでしょうか。結果だけを

述べると、K0(X,φ)は Z ⊕ Zに同型であり、正錘は

K0(X,φ)+ = {(n,m) ∈ Z ⊕ Z ; n + mα ≥ 0}

となっています。また [1] は (1, 0) に対応します。これより、正錘までこめて考えると、α

が異なれば次元群も違ってくることになります。これらの計算の詳細は [PSS]に書いてあり

ますので、ご覧になってください。また、(X,φ)の C∗ 環を用いた（日本語の）説明が [M1]

にもあります。

では次に、区間入れ替え変換（interval exchange transformation）と呼ばれるカントー

ル極小系を説明します。（この区間入れ替えという言葉は私が勝手に作った和訳です。もし

既に interval exchngeという言葉の和訳がどこかにありましたらごめんなさい。）２以上の

自然数 n を固定します。その和がちょうど１になるような n 個の正の実数 α1, α2, . . . , αn

を用意します。[0, 1)という半開区間を

β0 = 0, βk =
k∑

i=1

αi, Ii = [βi−1, βi)

というふうにして、I1, I2, . . . , In という半開区間達の和にわけます。{1, 2, . . . , n}の上の置
換 σ をひとつ固定して、σ によって I1, I2, . . . , In たちを入れ替えるという変換 T を考えま

す。たとえば次の図のような感じです。
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0
α1 α2 α3 α4

1

?

T σ =

(
1 2 3 4

2 4 3 1

)

0
α4 α1 α3 α2

1

変換 T は、[0, 1)から [0, 1)への全単射ではありますが、明らかに βi のところで連続では

ありません。A0 = {β0, β1, . . . , βn−1}として、

A =
∪
k∈Z

T k(A0)

とおきます。Aは [0, 1)の可算部分集合です。この Aを用いて、さきほどのダンジョワ系の

ときと同様のことをします。つまり、Aの元を添字にもつ二つの集合 B と C を用意して、

X = ((0, 1] \ A) ∪ B ∪ C ∪ {0}

とおき、全順序を入れます。「開区間」を開集合にするような位相をX に入れると、T に対

応するX からX への写像が同相写像としてよく定義されることがわかります。この (X,φ)

のことを区間入れ替え変換と呼びます。

定理 7. 上の設定で、さらに次を仮定する。

(i) α1, α2, . . . , αn−1 がQ上一次独立である。

(ii) σ({1, 2, . . . , j}) = {1, 2, . . . , j}ならば j = nである。

すると、(X,φ)はカントール極小系になる。

[K1]に証明があります。（本当はこれより弱い条件でも大丈夫であることが証明されてい

ます。）n = 2のケースは、実は、前に説明したダンジョワ系と同型なものになることがわ

かるので、区間入れ替え変換はダンジョワ系の一般化であるということもできます。

区間入れ替え変換 (X,φ) の次元群は K0(X,φ) は、Zn に同型になることが知られてい

ます。（[P]の定理 2.1を参照してください。）Zn の生成元は、[βi−1, βi)という区間の特性
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関数たちです。したがって [1]は (1, 1, · · · , 1)に対応します。では正錘はどうなっているで

しょうか。変換 T や φは明らかに [0, 1)区間のルベーグ測度を保っています。よって、次

元群の元 (a1, a2, · · · , an) ∈ Zn \ {0} が正錘に含まれるためには、最低限

α1a1 + α2a2 + · · · + αnan > 0

でなければばりません。しかし一般にはこの条件は必要条件にすぎないことが知られてい

ます。（つまり {αi}や σ によっては、区間入れ替え変換は uniquely ergodicではないので

す。）詳しくは [KN]や [K2]などをご覧になってください。

5 カントール極小系の中心化元

最後に私自身が得た結果について簡単に紹介したいと思います。

(X,φ)がカントール極小系であるとします。

C(φ) = {γ : X → X ; γ is continuous, γ ◦ φ = φ ◦ γ}

とおきます。C(φ)は、極小な同相写像 φと交換するような、X から X への連続写像の全

体です。もし C(φ) が同相写像のみからなる集合であるならば C(φ) は群になるわけです

が、一般には C(φ)はモノイドでしかありません。いま γ ∈ C(φ)であったとしましょう。

この γ から次元群 K0(X,φ) の上の群準同型 mod (γ) が得られることを説明します。任

意の g ∈ C(X,Z)に対して、g ◦ γ はまた C(X,Z)の元ですから、γ は加群 C(X,Z)上の

準同型を定めています。f ∈ C(X,Z)として、f − f ◦ φという形の元について γ をひっか

けてやると、
(f − f ◦ φ) ◦ γ = f ◦ γ − f ◦ φ ◦ γ = f ◦ γ − f ◦ γ ◦ φ

となって、やはりコバウンダリー部分群の元になることがわかります。したがって、γ を合

成するという操作は、コバウンダリー部分群による商群である K0(X,φ)の群準同型を、よ

く定義することがわかります。γ によって決まるこの群準同型を mod (γ)と書きます。そ

して、
T (φ) = {γ ∈ C(φ) ; mod (γ) = id}

とします。また、Ch(φ) = {γ ∈ C(φ); γ is a homeomorphism} とし、Th(φ) = Ch(φ) ∩
T (φ) とおきます。

私は次の定理を証明しました。

定理 8. (i) (X,φ) がカントール極小系のとき、もし Th(φ) が有限部分群 G を持てば、

Gは巡回群である。
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(ii) T (φ) \ Th(φ)が空でないようなカントール極小系 (X,φ)が存在する。

(i) の結果は、Ch(φ) が任意の有限群を含みうる（というのは昔から知られていました）

のに比べて、Th(φ)には強い制限があるということを主張しています。実際これまでのとこ

ろ、T (φ)が非可換になるような例さえ見つかっていません。(ii)は、γ ∈ C(φ)自身は同相

写像ではないのに、次元群の上に導く写像 mod (γ) は恒等写像になってしまうことがあ

ると言っているわけで、ちょっと不思議な感じがします。(i)(ii)の証明はそれぞれ [M2]と

[M3]にあります。どちらのプレプリントも京大数学教室のホームページから取れるように

なっていますので、もしよければご覧になってください。
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