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第 1章

1.1 G 関数入門
1.1.1 G 関数とは

K を数体とし, VK でその整数環を表すとする。

定義 1.1.1. K 上定義された原点における G 級数 (G 関数) とは

g(X) =
∑
j

AjX
j ∈ K[[X]] (1.1.1.1)

であって次を満たすものを言う。

(i) ∃L ∈ K(X)[d/dX] s.t. Lg = 0.

(ii) ∀K ↪→ C に対し, g は正の収束半径を持つ。

(iii) ∃{cs}, cs ∈ N s.t. ∀j ≤ s に対し csAj ∈ VK であってかつ

sup
s

1

s
log cs <∞. (1.1.1.2)

さて, K の絶対値を次のように正規化することにする。

v | p の時 |p|v = p[Kv:Qp]/[K:Q]

v | ∞ の時 |x|v = |x|[Kv:R]/[K:Q]

この時, 有名な積公式
∏
v |x|v = 1 が成立する。従って, 次のように, 絶対 height を矛盾

なく定義出来る。

h(x) =
∏
v

max(1, |x|v). (1.1.1.3)

ベクトルに対しては

h(x1, . . . , xn) =
∏
v

max(1, |x1|v, . . . , |xn|v). (1.1.1.4)

これを利用すると, G 関数は次のように特徴付けることが出来る。
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(i) ∃L ∈ K(X)[d/dX] s.t. Lg = 0.

(ii) h(A0, . . . , Am) は高々指数関数的な増大度しか持たない。

一般に, 級数 g に対して, size と呼ばれる次の数を考える。

σ(g) = lim sup
s

1

s
log h(A0, . . . , As)

= lim sup
s

1

s

∑
v

(
max
j≤s

log+ |Aj |v
) (1.1.1.5)

(ここで, log+ a = max(0, log a) である。) この記号を使うと, 上の増大度の条件は
σ(g) <∞ と書ける。
さて v 進解析では,

Rv = 1/ lim sup
j
|Aj |1/jv (1.1.1.6)

という数が g の収束半径を表す。先の size の定義で lim sup と
∑
v を交換すると,

ρ(g) =
∑
v

lim sup
s

1

s
max
j≤s

log+ |Aj | =
∑
v

log+
1

Rv
(1.1.1.7)

という数が得られる。この数は g の global inverse radius と呼ばれる。σ(g) と ρ(g) の
関係は簡単には述べられない。実際, もし g が定義 1.1.1 の (i) の条件を満たさなくても
良いとすれば, ρ = 0 だが, σ =∞ となることもあり得る。なお, 定理 1.2.14 も参照せよ。

補足 1.1.2. ρ と σ の定義は無限和と lim sup の交換をしているだけなので, その差は有
限次拡大とかでは変わらない。

1.1.2 例

いくつか G 関数の例を挙げる。

例 1.1.3. ∑
Xi/i = − log(1−X). (1.1.2.1)

これは二階の有理係数の微分方程式を満たすが, cs =
∏
p≤s p

[logp s] とすれば,

1

s
log cs =

∑
p≤s

[logp s] log p

s
≤ log s

s
#{p ≤ s} ∼ 1.

となって, 条件が満たされることが分る。また, σ = 1 である。

例 1.1.4. α ∈ Q の時,

(1 +X)α =
∑(

α

i

)
Xi (1.1.2.2)

は G 関数になる。(Cf. 附録 A.1.)
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例 1.1.5. もっと一般に, Eisenstein の定理より, g ∈ K[[X]] で Q(X) 上代数的なものは
G 関数であることが分る。

例 1.1.6. 逆に, 有理関数係数の微分方程式を満たしても G 関数にならない例としては,

d/dt− 1 = 0 の解である exp(t) 等が挙げられる。これの p 進収束半径は p−1/(p−1) なの
で, p が大きくなるにつれ, どんどん収束半径が小さくなってしまう。

Bombieri, Chudnovsky, André, Dwork らにより, 以下のようなことが分っている, も
しくは分りつつある。

予想 1.1.7. g が 定義 1.1.1 の (i) の条件を満たしているとすると,

σ(g) <∞⇔ ρ(g) <∞.

(定理 1.2.14 及び, Remark 1.2.16 を参照。)

命題 1.1.8. g(X) が 0 における G 関数であり, g が代数的数な点 ξ ∈ Qalg にまで解析
接続出来たとすると, g(X) は ξ においても G 関数になる。

例 1.1.9. a, b, c ∈ Q の時,

2F1(a, b, c, λ) =
∑ (a)j(b)j

(c)jj!
λj , (x)j = x(x+ 1) · · · (x+ j − 1) (1.1.2.3)

は G 関数になる。この場合, σ の評価は難しいのであるが, 幸いなことに

2F1(a, b, c, λ) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫1
0

xb−1(1− x)c−b−1(1− λx)−adx (1.1.2.4)

というふうな代数的な微分形式の周期積分の形に書けている。このような幾何的な場合に
は殆どの p に対してフロベニウスが存在し, その場合には 2F1 の p 進収束半径が 1 でな
ければならないので G 関数であることが分る。

1.1.3 主な予想

前節最後の例では積分の中身は二変数の関数であるが, もし定義を単純に二変数の場合
に拡張するならば, これも G 関数になる。ここから次の疑問が自然に湧き上がる。

問題 1.1.10. 数論的な多様体の上で多変数の G 関数の理論を発展させたとする。V,W
を共に Qalg 上スムーズな多様体とする。f : V →W をスムーズな射として, 相対 i-cycle

γ と, 係数が G 関数であるような相対 i 微分 ω に対して,

∫
γ

ω は W の上の G 関数にな

るか？

実の所, このような問題が提出される以前に, 上の逆であり, もっと深い問題である次の
問題が Dwork によって提出されている。

問題 1.1.11. 全ての G 関数は幾何的か？
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この講義では, 幾つかの Y. André との共同研究の概略を話すことにする。その中では,

G 関数の幾何的な理論の基礎を与え, 代数幾何での自然な操作に対する安定性が証明さ
れる。

1.2 G 加群 (G 接続)

1.2.1 G 加群の定義

Spec(VK) の空でない開部分スキーム S を考える。S = Spec(VS) とし, ΣS で S の閉
点全体を表すことにする。v ∈ S に対して, Kv を K の v 進完備化, Vv を Kv の整数環,

κ(v) をその剰余体とする。更に p(v) を κ(v) の標数とし, πv を Vv の素元の一つとする。

定義 1.2.1. F をK 上の関数体とする。F のスムーズ S モデルとは S 上スムーズな有限
型なスキーム X → S でファイバーが連結であり, かつ κ(XK) = F となるものを言う。

F のスムーズな S モデルを一つ選ぶと, | |v の F への拡大が一つ決まる。実際, ηv を
閉ファイバー Xκ(v) = X × κ(v) の生成点であるとすると, 局所環 OX,ηv は πv を素元と
する離散付値環になり, | |v の拡張になるように正規化された絶対値が決まる。これを

| |X,v (1.2.1.1)

で表すことにする。
(M,∇) を階数 µ <∞ の F/K 微分加群, 即ち M ≃ Fµ であって

∇ :M → Ω1
F/K ⊗M (1.2.1.2)

が積分可能な F/K 接続であるものとする (附録 A.2 参照)。

定義 1.2.2. (M,∇) の X/S 上のモデルとは, 局所自由階数 µ の OX 加群M と積分可
能な X/S 接続

∇ :M→ Ω1
X/S ⊗M (1.2.1.3)

の組 (M,∇) であって, (M,∇)ηv = (M,∇) となるものを言う。(ηv は X の生成点で
ある。)

さて, v ∈ ΣS に対して, (M,∇) の X/S 上の generic な収束半径 RX,v(M) を次
のようにして定めることにしよう。まずは, X 内の ηv におけるエタールな局所座標
系 (U,x = (x1, . . . , xd)) および, M の F 上の基底 e = (e1, . . . , eµ) を一つ固定する。
α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd (N = N ∪ {0}) に対して,

1

α!
∇
( ∂

∂x

)α
e = eGα, Gα ∈Mµ(F) (1.2.1.4)

と書くことにする。
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定義 1.2.3. 以上の状況のもとで, (M,∇) の generic な v 進収束半径を

RX,v = 1/max

(
1, lim sup

|α|→∞
|Gα|1/|α|

X,v

)
(1.2.1.5)

で定める。(ただし, |α| =
∑
αi である。) RX,v(M) は e の取り方に依らない。

命題 1.2.4. もし (M,∇) の X/S 上のモデルが存在すれば, 勝手な v ∈ ΣS に対して次
が成立する。

(1 ≥) RX,v(M) ≥ |p|
1

p−1
v (1.2.1.6)

証明は簡単。

定義 1.2.5. 同じく (M,∇) の X/S 上のモデルが存在する場合に, (M,∇) の X/S 上の
global な逆半径を次の式で定める。

ρX/S(M) =
∑
v∈ΣS

log
1

RX,v(M)
∈ [0,+∞] (1.2.1.7)

定義 1.2.6. (M,∇) が type G もしくは G 加群 であるとは, ある (従って全ての) S と
S モデル X/S の組に対して ρX/S(M) <∞ となることである。

例えば, 有限個を除く全ての v ∈ ΣS に対して RX,v(M) = 1 であるような (M,∇) は
G 加群 である。このような (M,∇) を globally convergent と呼ぶことにする。globally

convergent ならば G 加群である。逆も成立すると思われるが, まだ証明されてはいない。

1.2.2 Katz の仕事との関係

(M,∇) を (M,∇) の X/S 上のモデルとし, v ∈ ΣS とする。 (mod πv) で還元する
ことで, 標数 p = p(v) の微分加群

∇κ(v) :Mκ(v) → ΩXκ(v)/κ(v) ⊗Mκ(v) (1.2.2.1)

を得る。標数 pの微分加群では, p曲率や巾零という概念が大切である。

定義 1.2.7. k を標数 p の体とし, X をスムーズな k スキームとする。(M,∇) を積分可
能X/k 接続とする。(M,∇) が指数 n以下の巾零 (nilpotent of exponent ≤ n) であると
は, 勝手なエタールな X の局所座標系 (x1, . . . , xd) に対して, 次が成立することを言う。

∇
( ∂

∂x1

)pw1

· · ·∇
( ∂

∂xd

)pwd

= 0 for ∀(w1, . . . , wd) ∈ Nd, Σwi = n. (1.2.2.2)

(M,∇) が巾零とは, ある n ∈ N に対して指数 n以下の巾零微分加群であることである。
また, 特に n = 1 の場合には, (M,∇) は p曲率が 0 であるという。附録 A.3 参照。

命題 1.2.8. X/S を F のスムーズなモデルとし, (M,∇) を F/K 接続 (M,∇) のX/S

のモデルとする。v ∈ ΣS とするとき,

(Mκ(v),∇κ(v)) が巾零⇔ RX,v(M) > |p|
1

p−1
v . (1.2.2.3)
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Katz は大域的巾零接続 (globally nilpotent connection) という概念を定義した。これ
は次のようなものである。

定義 1.2.9. F/K 接続 (M,∇) が大域的巾零であるとは, ある S 上のスムーズモデル
X/S と, その上のモデル (M,∇) があって, その任意の v ∈ ΣS に対して (Mκ(v),∇κ(v))
が巾零になることを言う。

命題 1.2.8 より, globally convergent であれば, 大域的巾零であることが分る。しかし,

定義上は G 接続は必ずしも大域的巾零とは限らない。(実際にはそうなると予想されてい
る。予想 1.2.12 参照。) そこで, もう少し条件を弱くした almost everywhere nilpotent

な接続というのを考えることにする。

定義 1.2.10. F/K 接続 (M,∇) が almost everywhere nilpotent (以下 a.e. nilpotent)

であるとは, ある S 上のスムーズなモデル X/S と, その上のモデル (M,∇) があって,

v | p であるような任意の v ∈ ΣS に対して (Mκ(v),∇κ(v)) が巾零になるような有理素数
p が Dirichlet 密度 1 であることを言う。

定義から, G 接続は a.e. nilpotent であることがすぐに分る。例えば K = Q の場合
なら,

T =
{
p : 素数

∣∣∣ RX,p ≤ p− 1
p−1

}
と置くとき,

∞ >
∑

log
1

RX,p
>
∑
p∈T

log p
1

p−1 =
∑
p∈T

log p

p− 1
>
∑
p∈T

1

p
(1.2.2.4)

となって, T の Dirichlet 密度 が 0 であることが示せる。
次のような Katz の結果の拡張がある。(Cf. [Kat70], [Kat72], [Kat82].)

定理 1.2.11. (M,∇) や X/S は上の通りとする。

(i) (Mκ(v),∇κ(v)) が無限個の v ∈ ΣS に対して巾零であるなら, (M,∇) は高々確定
特異点しか持たない。

(ii) (M,∇) が a.e. nilpotent であるとすると, (MK ,∇K) の全ての特異因子における
exponent は有理数になる。

以上のことから, Qalg 上スムーズな多様体 V に対し

GC(V ) = {V 上の globally convergent な接続付加群 }
G(V ) = {V 上の G-connection}
Nilp(V ) = {V 上の大域的巾零な接続付加群 }
Nilpae(V ) = {V 上の almost everywhere nilpotent な接続付加群 }
RegQ(V ) = {exponents が rational である V 上の regular な接続付加群 }

とすると, 次のような図が得られる。
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GC(V )

G(V )

Nilp(V )

Nilpae(V ) RegQ(V )

これについて, 次のように予想されている。

予想 1.2.12. GC(V ) = Nilpae(V )

従って, 本来は始めの四つは区別する必要がないと思われるのだが, 今の所, これは予想で
しかないので, こういったことを考える必要があるのである。

1.2.3 G 加群の size

(M,∇), X/S を上の通りとする。これによって誘導される stratification data

θ(m) :M→
(
PnX/S ⊗M

)
⊗K (1.2.3.1)

を考える。これは左 OX -線形写像であり, (M,∇) の生成点における解の Taylor 展開の
truncation

e 7→
∑

|α|≤n

ξα ⊗ eGα (1.2.3.2)

である。ただし, x = (x1, . . . , xn) をエタール局所的な座標系として ξ = (ξ1, . . . , ξd),

ξi = xi ⊗ 1− 1⊗ xi である。ここで, 次のような VS のイデアル I(n) を考える。

I(n) = {a ∈ VS | θ(n)(aM) ⊂ PnX/S ⊗M}. (1.2.3.3)

そして,

hX(M, n) =
1

[K : Q]
logNI(n) (1.2.3.4)

と置く。ただし, NI(n) = #(VS/I(n)) である。

定義 1.2.13. X/S 上の (M,∇) の size を次のように定義する。

σX/S(M) = lim sup
n

1

n
hX(M, n) ∈ [0,+∞] (1.2.3.5)

これは (M,∇) のモデル (M,∇) の取り方には依存しない。I(n)Vv = cvVv,

hX(M, n, v) = log(1/|cv|v) (1.2.3.6)

とおけば,

hX(M, n) =
∑
v∈ΣS

hX(M, n, v) (1.2.3.7)
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が成立する。また, 次の式も簡単に示せる。

log
1

RX,v(M)
= lim sup

n→∞

1

n
hX(M, n, v) (1.2.3.8)

Bombieri-André の公式の次のような一般化がある。([DGS94, p.226] や [And89, p.235]

を参照。)

定理 1.2.14. (M,∇) の階数を µ とする。もし, (M,∇) の X/S 上のモデルが存在すれ
ば, 次の式が成立する。

ρX/S(M) ≤ σX/S(M) ≤ ρX/S(M) + µ− 1 (1.2.3.9)

従って, G-connection を global inverse radius の有界性ではなく, size の有界性を用
いて定義することも出来る。

例 1.2.15. 上の右側の不等式については, g(X) = Lir(X) =
∑
n≥1

Xn

nr
を見ると理解し

やすい。1/(1 +X), Li1, . . . ,Liµ−1, は階数 µ の微分加群の解の基底になる。ここで

σ(Lir) = lim sup
s

1

s
log h(1r, . . . , sr) (1.2.3.10)

= lim sup
s

r

s

∑
p

[logp s] log p (1.2.3.11)

= r lim sup
s

#{p ≤ s} log s
s

= r (1.2.3.12)

より σ(Lir) = r である。一方, 収束半径はどの p に対しても 1 なので, ρ(Lir) = 0 と
なる。

補足 1.2.16. 接続付加群の global inverse radius や size を, X の代数的点での局所的な
解の global inverse radius や size と結びつけるための定理はまだない。これについては,

次のような問題がまだ未解決である。

Q1. g =
∑
anX

n ∈ K[[X]] が有理関数係数の微分作用素 L の解になっているとす
る。このとき, L として minimum なものを選ぶとき, Chudnovski の基本定理か
ら σ(g) <∞⇔ σ(L) <∞ が言えるが, 同様なことが ρ についても言えるか？ 同
じことだが, ρ(g) <∞⇔ σ(g) <∞ は言えるか？

Q2. g を G 関数とするとき, ρ(g) ≤ σ(g) は言えるか？

Q3. g を G 関数とするとき, ρ(g) = σ(g) ならば, ある整数 N が存在して, g(NX) は
代数的整数を係数に持つか？ (Yves の予想)。また, ρ(g) = σ(g) として, g が代数
関数でないとすると 0 は L の特異点になるか？

等々。
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1.2.4 逆像と順像

さて, スムーズな Qalg 多様体 V に対して, 積分可能な V/Q 接続を持つ準連接的な OV
加群のなすアーベル圏を MIC(V ) とすると, V 上の G 加群の圏 G(V ) は MIC(V ) の充
満部分圏になる。

補題 1.2.17. G(V ) は MIC(V ) の thick tannakian subcategory である。

つまり, (OV , dV/Qalg) を含み, −⊗OV
−, HomOV

, duality, extension について閉じて
おり, 更に, subquotient についても閉じている。
f : V → W を任意のスムーズな Qalg 多様体間の射とするとき, O 加群についての f∗

は自然に
f∗ : G(W )→ G(V ) (1.2.4.1)

を誘導する。また, もし f がエタール被覆であれば, (つまり有限エタールなら) f∗ は

f∗ : G(V )→ G(W ) (1.2.4.2)

を誘導する。これは, 一種の Eisenstein の定理の拡張である。つまり,

X
φ - Y

@
@R

�
�	

S

を V , W のスムーズ S モデル X, Y のエタール被覆で φalg
Q = f となるものであり, ま

た (M,∇) を (M,∇) の X/S 上のモデルとするとき, φ∗PnX/S = PnY/S ⊗ φ∗OX となる
ので,

φΘ(n) : φ∗M→ φ∗(PnX/S ⊗M)⊗K = PnY/S ⊗ φM⊗K (1.2.4.3)

が φ∗M についての Θ(n) になり, 従って, I(n) は変化しないのである。
もっと一般に, f : V → W がスムーズな射であるとしよう。(M,∇) を G(V ) の対象

とするとき, D 加群の意味での f+(M,∇) を定義できる。このとき, 稠密開な W ′ ⊂ W

で任意の i に対して
hif+(M,∇)|W ′ (1.2.4.4)

が OW ′ 連接的であり, かつ積分可能な W ′/Q
alg 接続 (Gauss-Manin 接続) を持つよう

なものが存在することが知られている。

定理 1.2.18 (主大域定理).

hif+(M,∇) は G(W ′) の対象になる。

この定理によって, 「G 関数は幾何的起源を持つか」という予想の意味が, より明確に
なる。
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1.3 剛解析空間の幾何
1.3.1 剛解析空間

K を非アルキメデス的な付値 | | に関して完備な体とし, V をその整数環, m, k を
各々 V の極大イデアルと剰余体とする。K の標数は 0, k の標数は p ̸= 0 であるとする。
A を位相環で, そのトポロジーが部分加群達からなる 0 の近傍系 {V } によって定まっ
ているものとする時, A{T1, . . . , Tn} で収束巾級数環, 即ち

A =
{∑

aαT
α
∣∣∣ lim
|α|→∞

aα = 0
}

(1.3.1.1)

を表すことにする。(トポロジーは, V {T} = {
∑

α aαT
α | aα ∈ V ∀α} で与える。)

定義 1.3.1. (K 上の) Tate 代数とは, K{T1, . . . , Tn} の商であるような K 代数である。
(トポロジーは商トポロジーで与える。)

A を Tate 代数とし, X = Spm(A) とする。x ∈ X に対して, κ(x) = A/x は K の有
限次拡大であり, 従って, 付値 | | の延長や, その整数環 V(x) が一意的に定まる。故に
A の元 f に対して f(x) で f の κ(x) への像を表せば, |f(x)| も一意的に決まる。こうし
て f は X 上の「関数」と見倣せる。
X の Grothendieck 位相及び, 構造層 OX を次を満たすように定めることが出来る。

(i) (f1, . . . , fn) = 1 なるような ∀f1, . . . , fn ∈ A に対して,

V = {x ∈ X | 1 ≤ ∀i ≤ n |fi(x)| ≤ |f0(x)|} (1.3.1.2)

は, X の開集合である。これは, 特殊領域と呼ばれる。

(ii) OX(V ) = A{T1, . . . , Tn}/(fi − f0Ti, i = 1, . . . , n)

(iii) 全ての特殊領域による有限被覆は admissible である。

この時の (X,OX) はアフィノイド空間と呼ばれる。

例 1.3.2. 単位球 D(0, 1+) = {x ∈ K | |x| ≤ 1} = SpmK{X} における特殊領域は次の
形の集合である。

D(a, r+) \
m∪
i=1

D(ai, r
−
i ) (1.3.1.3)

(D(a, r+) = {n | |x− a| ≤ r}, D(a, r−) = {n | |x− a| < r})

定義 1.3.3. K 上の剛解析空間とは, Grothendieck 位相空間 X とその上の K 代数の層
OX の組であって, 各 Vα がアフィノイド空間である admissible 被覆 {Vα} を持つもの
である。K 上の剛解析空間間の射 f : Y → X とは, 連続写像 Y → X と, 局所 K 代数
の層の射 f−1OX → OY の組である。
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Tate 代数の間の射 A → B があれば, 剛解析空間の間の射 SpmB → SpmA が得られ
る。関手 Spm は忠実充満になる。

定義 1.3.4. 剛解析空間間の射 f : X → Y がスムーズ (resp. エタール) であるとは, Y ,

X の admissible 被覆 {Yi}i, {Xi}i で次を満たすものが存在することを言う。

(i) f(Yi) ⊂ Xi

(ii) Ai = Γ(Xi,OX), Bi = Γ(Yi,OY ) とすると,

Bi ≃ Ai{T1, . . . , Tn}/(f1, . . . , fr) (1.3.1.4)

という同型で, det
( ∂fj
∂Tk

)
1≤j,k≤r

が Bi で可逆 (resp. かつ r = n) になるような
ものが存在する。

相対微分形式の層 Ω1
Y/X は, I を Y → Y ×X Y の定義イデアルとして OY 加群 I/I2

で定義される。これは連接 OY 加群であり, もし f がスムーズ (resp. エタール) であれ
ば, 局所自由 (resp. 0) になる。
普通の代数幾何の場合と同様にして de Rham 複体 Ω

.
Y/X や (X に関して相対的な)

積分可能な接続付加群 (E ,∇), それに付随する de Rham 複体 E ⊗ Ω
.
Y/X などが定義さ

れる。

1.3.2 形式スキームとの関係

次の形の形式 V スキーム X を考えることにする。

X は局所的に, V{T1, . . . , Tn} の (位相的な) 商である V 代数 A に対する SpfA

の形に書けている。(これは, 局所有限型な形式 V スキームになる。)

Raynaud の構成により (cf. [Ray74]), このような形式 V スキームに対して剛解析空間
XK が付随する。X = SpfA であれば, XK = SpmAK である。(AK = A⊗K は Tate

代数になる。) 一般には VL で K の有限次拡大 L の整数環を表すことにすると, XK の
点は X の VL 値点, 即ち X(VL) = Hom(SpecV, X) の元に対応する。従って, x ∈ X に
対して, 閉埋め込み

x : SpfV(x) ↪→ X (1.3.2.1)

が対応する。x の像は, X の閉点 (k スキーム Xk の点) 一つからなる。これを x の特殊
化 (specialization) と呼び, Sp(x) と書く。ここから

Sp : XK → X (1.3.2.2)

という局所環付 site の写像が出来る。XK は X の Raynaud generic ファイバー と呼ば
れる。
Xk の部分集合 S に対し, S の X 内の管状近傍 (tube, tubular neighborhood) を

]S[X= Sp−1S (1.3.2.3)
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で定める。Z を X の閉スムーズ形式 V 部分スキームとし, ε ∈ (0, 1) とする。Z
の X 内の半径 ε の勘定近傍を, X のエタール局所的な座標系 (t1, . . . , tn) で Z が
t1 = t2 = · · · = tc = 0 で定義されるようなものを取るときに, 局所的に

]Z[X,ε= {x ∈ X̂K | ti(x) < ε, i = 1, . . . , c} (1.3.2.4)

となるように定める。

例 1.3.5. X = A1
V = SpfV{t}, XK = SpmK{t} = D(0, 1+) = V

K
alg とする。x ∈

D(0, 1+) に対しては

Sp(x) = x (modmalg) ∈ kalg = (A1
k)
c,

]x[ = D(x, 1−), ]x[X,ε= D(x, ε−).

となる。ただし, 左肩の c は閉点の集合を表すための記号である。

1.3.3 通常のスキームとの関係

さて, ここで X を局所有限な K スキームとする。X の閉点の集合 Xc に対して K 上
の剛解析空間の構造を与えることにしよう。まず X = SpecA がアフィンである場合を
考える。A の表示

A ≃ K[t1, . . . , tn]/(f1, . . . , fr)

を一つ固定しておく。VK の極大イデアル m の元 π ̸= 0 を取り,

Xm = {x ∈ Xc | |ti(x)| ≤ |π|−m for ∀i} (1.3.3.1)

とし, また Am を V[πmt1, . . . , πmtn] の A 内の像とする。Xm が x(Am) ⊂ V
K

alg とな
るような点 A

x−→ K
alg の全体であることに注意しよう。

A に {πℓAm}ℓ で定まる位相を与え, その位相による完備化を Âm で表す。これは K

上の Tate 代数になる。Xm の点は A
x−→ K

alg で Âm
x−→ K

alg に延長出来るものと丁度
対応する。即ち, Xm ≃ Spm(Âm)K となる。これによって Xm に剛解析空間の構造を入
れる。これは, Xm ⊂ Xm+1 と両立する。集合として

Xc =
∪
m

Xm (1.3.3.2)

が成立するので, 右辺によって Xc に剛解析空間の構造が入る。これを Xan と書く。一
般には, アフィン被覆に対して上の操作を行い, これを貼り合わせることになる。

例 1.3.6. X = A1
K とすると, Xan = A1 an

K =
∪∞
m=0D(0, (pm)+) となる。

実際に扱うのは 有限型の V スキームである。この場合は二つの構成が可能である。一
つ目は, X からまず X の Xk に沿っての X の形式的完備化 X̂ を取り, それの Raynaud

generic fiber X̂K を作るというもの。もう一つ目は, X から普通のスキームとしての
generic fiber XK を取り, その Xan

K を取るというものである。一般には X̂ ↪→ Xan
K があ

り, もし X が固有なら, これは同型になる。
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X: 有限型 V スキーム

:

XK : K スキーム
z

R

�

∪
6

Xan
K

X̂K
X̂: 形式 V スキーム

例 1.3.7. X = A1
V の時は, X̂K = D(0, 1+) ↪→ (K

alg
)an = Xan

K となる。

1.3.4 ノルムについて

さて, X をスムーズ V スキームで連結ファイバーを持つものとする。F = κ(XK) には
| | の延長である | |X,v という絶対値が決まるのであった。(1.2.1.1 参照)。x ∈ X̂ と
する。また, (U, t1, . . . , td) を Sp(x) ∈ Xk ⊂ X のエタール局所的なアファイン座標近傍
系とし, 更に U = SpecA とする。この時 xi = ti(x) として, V 代数間の次の埋め込みで
次が可換になるようなものが一意的に存在する。

A - V(x)[[T1 − x1, . . . , Td − xd]]

@
@

@@R

�
�

��	

V(x) xi

x
Ti
∖

�
��	

この埋め込みは, 具体的には次のように書けている。

f 7→
∑
α

1

α!

∂αf

∂tα
(x)(T − x)α (1.3.4.1)

これは, 次の K 代数の間の写像に延長出来することが出来る。

OX̂K
(ÛK) ↪→ K(x)[[T − x]]b (1.3.4.2)

F ↪→ Q(K(x)[[T − x]]b) (1.3.4.3)

ここで, K(x)[[T −x]]b =
{∑

aα(T −x)α | sup |aα| <∞
}
であり, Q は分数体を表す。

∥
∑
aα(T − x)α∥1 = sup |aα| (1.3.4.4)

で ∥ ∥1 を定義すると, これは multiplicative なので, Q(K(x)[[T −x]]b) に延長される。
また, OX̂K

(ÛK) には二つの sup. norm, ∥ ∥ÛK
および ∥ ∥ ]x[ がある。F には前に説

明したように | |X,v (1.2.1.1) というノルムがある。

定理 1.3.8. これら全ての埋め込みは isometric である。

従って, 以後はどのノルムを使って考えるかは気にしなくてもよいことになる。

補足 1.3.9. ∥ ∥ÛK
と ∥ ∥ ]x[ が isometric ということから, 基本的に f ∈ OX̂K

のノ
ルムは ]x[ だけで調べればよいことが分る。
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1.4 p 進微分方程式
1.4.1 基本解行列

記号の使い方は §1.3.4 の通りとする。M を局所自由有限型 OX 加群とし, ∇ を
MK =M⊗K の積分可能な接続とする。ここから自然に Xan

K (⊃ X̂K) 上の接続が得ら
れる。M|U が OU 上自由で階数 µ と仮定すると, x ∈ X̂ での局所的な表示

1

α!

( ∂
∂t

)α
Y = GαY, α ∈ Nd, (Gα ∈M(µ,OUK

)) (1.4.1.1)

が得られる。これは積分可能な偏微分方程式系である。(1.4.1.1) の基本解行列とは,∑
α

Gα(x)(T − x)α (1.4.1.2)

のことであり, その収束半径は複素解析の場合と同様に

Rx = 1
/
max

(
1, lim sup

|α|→∞
|Gα(x)|1/|α|) ∈ [0, 1] (1.4.1.3)

で与えられる。(収束半径が 1 を越えるのは避ける。) Gα は U 上の有理関数の行列な
ので,

RX,v = 1
/
max

(
1, lim sup

|α|→∞
|Gα|1/|α|

X,v

)
∈ [0, 1] (1.4.1.4)

が定義される (cf. 定義 1.2.3)。これに関して次の定理が成立する。

定理 1.4.1. (i) x0 ∈ X(k
alg

) とする。任意の x ∈ ]x0[ に対して Rx ≥ ρ ならば,

RX,v ≥ ρ となる。

(ii) 任意の x ∈ X̂ に対して Rx ≥ RX,v.

証明には, Dwork Robba の effective estimate に関する定理 (cf. [DGS94]) を多変数
に拡張したものを用いる。

補足 1.4.2. Remark 1.3.9 でも注意したが, RX,v は X 上の global な定数ではあるが,

x0 ∈ X(k
alg

) を一つ選べば ]x0[ での情報だけから決まる。より正確には ∥Gα∥ ]x0[ =

|Gα|X,v となっているのである。

定理 1.4.3. 微分方程式系 (1.4.1.1) が階数 µ で Gα が D(0, ρ−) 上で解析的かつ有界で
ある場合を考える。D(0, ρ−) の sup. norm を ∥ ∥ρ で表す。

∑
Gα(0)X

α が D(0, ρ−)

で収束すると仮定し, C = max
|α|<µ

∥α!Gα∥ρρ−|α| とおく。このとき,

∥Gα∥ρ ≤ C{|α|, µ− 1}pρ−|α| (1.4.1.5)

が成立する。ここで記号 {s, n}p は

sup
1

|λ1, . . . , λn|p
, ( ただし, λi は 1 ≤ λ1 < λ2 < · · · < λn ≤ s を動く) (1.4.1.6)

を表す。従って, ある s, n に依存しない cp に対して {s, n}p ≤ cpsn となっている。
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系 1.4.4. 微分方程式系 (1.4.1.1) において Gα は D(0, 1−) 上解析的かつ有界であると
する。任意の x ∈ D(0, 1−) に対して, D(x, ρ−) での基本解行列が存在すると仮定する。
このとき, 次が成立する。

∥Gα∥1 ≤ C{|α|, µ− 1}pρ−|α| (1.4.1.7)

ただし, C = max
|α|<µ

ρ−|α|∥α!Gα∥1 である。

補足 1.4.5. 明らかに (1.4.1.7) ⇒ lim sup ∥Gα∥1/|α|
1 ≤ 1/ρ となる。従って, もし Gα

が rational であれば RX,v(M) ≥ ρ となる。

系 1.4.6. (i) F = κ(X) とし, (1.4.1.1) がある F/K 接続を表現しているとする。こ
のとき, C を 系 1.4.4 と同様のものとして, 次が成立する。

|Gα|X,v ≤ C{|α|, µ− 1}pR−|α|
X,v (1.4.1.8)

(ii) x0 ∈ X(k
alg

) とし, (1.4.1.1) が ]x0[X 内に特異点を持たないとする。このとき,

∥Gα∥ ]x0[X = |Gα|X,v (1.4.1.9)

も上と同様に抑えられる。

次に特異点を持つ場合を考える。(1.4.1.1) がスムーズな超曲面 Z ⊂ X に沿って確定
特異点を持つと仮定する。(X のエタール局所的な座標系において) Z の定義方程式が
t1 = 0 で与えられているとすると, Gα の係数は O(XK \ ZK) にあり, また, ある定数 C̃

で
t
|α|+C̃
1 Gα ∈Mµ

(
O(XK)

)
(1.4.1.10)

となるものが存在する。

Uε = X̂K\ ]Z[X,ε= {x ∈ X̂K | |t1(x)| ≥ ε} (1.4.1.11)

と定義すると, C を 系 1.4.6 の通りとして,

∥Gα∥Uε
≤ C{|α|, µ− 1}p · (εRX,v)−|α| · ε−C̃ (1.4.1.12)

が成立する。

Uε = X̂K\ ]Z[X,ε

Z

ε
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1.4.2 singular disk での収束半径

まず, Liouville 数の定義から始めよう。λ ∈ Kalg に対して, 次の級数を考える。

gλ(T ) =

∞∑
s=0
s ̸=λ

T s

λ− s
(1.4.2.1)

λ の型を gλ(T ) の p 進収束半径として定義し, type(λ) と書くことにする。(絶対値は
|p| = p−1 で正規化しておく。)

定義 1.4.7. λ が p 進 non-Liouville 数であるとは,

type(λ) = type(−λ) = 1 (1.4.2.2)

となることを言う。

Roth の定理 [Rot54] から, 代数的数ならば, p 進 non-Liouville であることが分る。
[DGS94, p.200] にも簡単な証明がある。

補足 1.4.8. 以下では exponent に p 進 non-Liouville 数の条件をつけるのであるが, つ
けない場合には, かなり病的な現象が起きる。例えば [Rob85, 5.5] や, [CM97, 7.2] を参
照。なお, 後者では, non-Liouville 数について詳しく扱っている。

以下, X = P1
V 上で考える。T で, 標準的なパラメータを表すことにする。次の微分方

程式系を考える。
dY

dT
= GY, G ∈Mµ(κ(X)) (1.4.2.3)

Gは D(0, 1−)内で, 0にのみ極を持つとする。更に,特異点は確定特異点であり, 0におけ
る exponent 及び, exponent の差は全て p 進 non-Liouville 数であるとする。R = RP1,v

を (1.4.2.3) の generic な収束半径としよう。このとき, (1.4.2.3) は 0 において

Y = UTA (1.4.2.4)

の形の解行列を持つ。ただし, A ∈ Mµ(K) であり, U は K
alg

[[T ]] に係数を持つ行列で
ある。

定理 1.4.9 (Transfer theorem). U は D(0, (Rµ
2

)−) 上で holomorphic である。

この定理は R = 1 の場合は Christol (cf. [Chr84]), 一般には André-Baldassarri-

Chiarellotto による。この定理は重要である。

1.4.3 Adolphson’s の比較定理

先と同様, P1
K で

dY

dT
= GY, G ∈Mµ(κ(X)) (1.4.3.1)
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の形の微分方程式系を考える。特異点の集合を a1, . . . , as, a∞ = ∞ ∈ P1(K
alg

) とし,

全ての特異点は確定特異点であり, exponent は p 進 non-Liouville であると仮定する。
r1, . . . , rs, r∞ を正の実数で, D(ai, r

+
i ) は互いに共通部分を持たず, かつ各 ai において

(1.4.3.1) が D(ai, r
+
i ) 上で

Ui(T − ai)Ak , (1.4.3.2)

の形の解を持つようなものとする。ここで Ui はある ε ∈ (0, 1) に対して D(ai, (ri/ε)
+)

上正則であり, Ai はMµ(κ(X)) の元とする。また。

D(∞, r+) = {x ∈ (P 1
K)an | |x| ≥ 1/r}

とする。

定理 1.4.10 (Adorphson [Ado76]).

L = OP1
K
(P1
K \ {a1, . . . , a∞}) = K

[
T,

1∏
i(T − ai)

]
,

L = O(P1
K)an

(
(P1
K)an \

∞∪
i=1

D(ai, r
+
i )
)

と置くと, 複体の間の自然な射

0 −−−−→ Lµ d/dT−G−−−−−→ Lµ −−−−→ 0

∩
y ∩

y
0 −−−−→ Lµ

d/dT−G−−−−−→ Lµ −−−−→ 0

(1.4.3.3)

は quasi-isomorphism になる。また,

KerLµ

( d

dT
−G

)
≃ KerLµ

( d

dT
−G

)
(1.4.3.4)

および,

CokLµ

( d

dT
−G

)
≃ CokLµ

( d

dT
−G

)
(1.4.3.5)

はともに有限次元 K 線形空間になる。

Transfer 定理 (定理 1.4.9) から, 特に (1.4.3.4), (1.4.3.5) の同型が次の二条件の元で
成立することが分る。

(i) 微分方程式系 (1.4.3.1) は高々確定特異点しか持たず, 各特異点での exponent 及
び exponent の差は全て p 進 non-Liouville であり,

(ii) (1.4.3.1) の generic な収束半径 を R = RX,v とするとき, 任意の i = 1, . . . ,∞ に
対して ε ∈ (0, 1) となるような ri = Rµ

2

ε を D(ai, (R
µ2

ε)−) が互いに共通部分を
持たないように選べる。

補足 1.4.11. Adorphson の比較定理は, 本質的には代数的な de Rham コホモロジーと
(p 進) 解析的な de Rham コホモロジーを比較している訳だが, この定理は一変数の場合
には不確定特異点の場合に, 確定特異点を持つ場合は多変数の場合に拡張されている (cf.

[Bal87], [Bal88])。
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1.5 D 加群の コホモロジーと dévissage

1.5.1 D 加群の復習

通常の D 加群の簡単な復習をしておく。K を標数 0 の代数閉体とし, X を K 上ス
ムーズな多様体とする。また, DX を X/K 上の微分作用素の層とし, MIC(X) で積分可
能な K 接続

∇ : E → Ω1
X/S ⊗ E (1.5.1.1)

を持つ準連接的な OX 加群 E のなす圏を表すことにする。これは, 左 DX 加群で, OX
加群として準連接的なものの圏とも見倣せる。
K 上スムーズな多様体の間の射 f : X → Y があったとすると, D 加群の理論から

f+ : Db(DX)→ Db(DY ) (1.5.1.2)

という関手が与えられる。ここで, Db(DX) は MIC(X) を係数とする bounded な複体
の導来圏を表す。二つの射 X

f−→ Y
g−→ Z に対して (gf)+ = g+ ◦ f+ が成立する。また,

f が閉埋め込みであれば, f+ は f の OX 加群としての 0 による extension f∗ と一致す
る。従って, この場合 f+ は完全関手になる。我々がより関心を持つのは, f がスムーズ
の場合である。この場合には, hif+(E ,∇) は次のようにして計算される。まず, (E ,∇) の
相対 de Rham 複体 DRX/Y E を

0 → E ∇0

−−→ Ω1
X/Y ⊗ E

∇1

−−→ Ω2
X/Y ⊗ E → . . . (1.5.1.3)

として定める。ただし, ∇0 = ∇,

∇i(ω ⊗ e) = dX/Y ω ⊗ e+ (−1)iω ∧∇(e)

である。そして,

Rif∗DRX/Y E (RiDRf∗(E ,∇) とか Hi
DR(X/Y, (E ,∇)) とも書く) (1.5.1.4)

を考える。積分可能の仮定から, Der(Y/K) はHi
DR(X/Y, (E ,∇)) に作用するので, これ

は MIC(Y ) の対象になる。このとき, f+ を d = dimX − dimY として

f+E = Rf∗DRX/Y E [d] (1.5.1.5)

で定義する。従って, hi−df+E は Rif∗DRX/Y E となる。
X がアファインであれば,

hi−df+E = Kerf∗∇i/Imf∗∇i−1 (1.5.1.6)

である。(DY 加群としての構造は自然に決まる。) 一般には, {Uα} を X のアファイン
被覆とすれば,

Ep,q1 = Cp
(
{Uα},HqDR(X/Y, (E ,∇))

)
⇒ Hp+q

DR (X/Y, (E ,∇)) (1.5.1.7)
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という Čeck スペクトル系列がある。ただし, ここで, HqDR は

U 7→ Hq
DR(U/Y, (E ,∇)) (1.5.1.8)

という MIC(Y ) に値を取る X 上の前層を表す。

Hq
DR(X/Y,−) : MIC(X)→ MIC(Y ) (1.5.1.9)

という関手は, 実は

H0
DR : (E ,∇) 7→

(
f∗E∇|Der(X/Y ) , induced connection

)
(1.5.1.10)

という関手の右導来関手になっているので, X
f−→ Y

g−→ Z に対して Leray スペクトル
系列

Ep,q2 = Hp
DR

(
Y/Z, (Hq

DR(X/Y, (E ,∇)),□q)
)
⇒ Hp+q

DR (X/Z, (E ,∇)) (1.5.1.11)

がある。
その他に Hodge スペクトル系列

Rpf∗(E ⊗ ΩqX/Y )⇒ Rp+qDR f∗(E ,∇) (1.5.1.12)

もあるが, これは OY 加群のスペクトル系列であり, この上には DY は作用しない。これ
を挙げたのは, ここから

命題 1.5.1. f : X → Y が相対次元 d なら, ∀(E ,∇) と ∀i ̸∈ [0, 2d] に対して

RiDRf∗(E ,∇) = 0 (1.5.1.13)

が言えるためである。特に f がエタールの場合, 次が言える。

R0
DRf∗(E ,∇) = (f∗E , f∗∇) (1.5.1.14)

RiDRf∗(E ,∇) = 0 (i ̸= 0) (1.5.1.15)

(∇ : E → ΩX ⊗OX
E から f∗∇ : f∗E → f∗Ω

1
X ⊗f∗OX

f∗E = Ω1
Y ⊗OY

f∗E が得られるこ
とに注意。)

補足 1.5.2. f がアファインでなければ, 例えば d = 0 の場合でも連接的 OX 加群 E で,

R1f∗E ̸= 0 となるようなものがある。上のことから, このような E には接続が入り得な
いことが分る。

同様に逆像は, f : X → Y と (E ,∇) ∈ Ob(MIC(Y )) に対して, (f∗E , f∗∇) として定
められる。これは, f∗Ω

1
Y → Ω1

X を通して自然に MIC(X) の対象になる。逆像を取る関
手は右完全であり, 左導来関手を取ることが出来る。つまり, c = dimX − dimY として

f ! = Lf∗[c] : Db(DY )→ Db(DX) (1.5.1.16)

と定めることが出来る。例えば, f = i : X ↪→ Y が余次元 c の閉埋め込みで, (E ,∇) が連
接的な接続付 OY 加群なら,

i!(E ,∇) = (i∗E , i∗∇)[−c] (1.5.1.17)

となる。次の定理は基本的である。
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定理 1.5.3. Z を X のスムーズな閉部分多様体とし, i, j をそれぞれ Z
i
↪→ X, U =

X \ Z
j
↪→ X という埋め込み写像とする。このとき, Db(DX) の対象M. に対し, 次の

distinguished triangle がある。

i+i
!M. - M.

�
�	@

@I
[1]

j+M
.|U

1.5.2 性質の継承

以下では, MIC(X) の対象についての性質を考える。(E ,∇) が性質 P を満たすことを
P
(
(E ,∇)

)
で表す。スムーズな射 f : X → Y に対して

P
(
(E ,∇)

)
⇒ P

(
RiDRf∗(E ,∇)

)
∀i (1.5.2.1)

となるための性質 P についての判定条件に興味がある。これは P が「G 接続である」と
いう性質の場合に応用することを念頭に置いているものの, 実際には, 広い範囲の性質に
ついて応用が可能である。例えば P が「O 加群として連接的である」とか, 「正則であ
る」, 或いは「exponents が rational である」等々。

定義 1.5.4. P がエタール位相について局所的である (resp. エタール有限射の順像につ
いて, 安定 (stable) である) とは, 任意の MIC(X) の対象 (E ,∇) と任意の X のエター
ル被覆 {Vi} に対して (resp. 任意のエタール有限射 π : X → X ′ について)

P
(
(E ,∇)

)
⇔
(
P
(
(E ,∇)|Ui

)
for ∀i

)
(1.5.2.2)(

resp. P
(
(E ,∇)

)
⇒ P

(
π∗(E ,∇)

))
(1.5.2.3)

が成立することである。
また, P が閉部分集合に継承されるとは, スムーズな K 多様体の間の任意の閉埋め込
み i : Y ↪→ X に対して P

(
(E ,∇)

)
ならば P

(
i∗(E ,∇)

)
となることを言う。更に P が強

完全であるとは, P(0) であって, かつ任意の完全列

E1 → E → E2 (1.5.2.4)

に対して,
(
P(Ei), i = 1, 2

)
ならば P(E) となることを言う。

補足 1.5.5.
強完全 ⇔ 完全 + 部分商について閉じている

補題 1.5.6. もし P が強完全で, かつエタール位相について局所的であるなら, エタール
な有限射の順像にも安定である。
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ここで考えているような MIC(X) の対象の性質, 即ち「G 接続である」, 「連接的 O
加群である」,「正則 である」等は皆, 強完全かつエタール位相について局所的であり, ま
た, 閉部分集合にも継承されることを注意しておく。
dévissage についての補題を述べるには, もう少し準備がいる。

定義 1.5.7. K 多様体間のスムーズな射 f : X → S が elementary fibration であるとは,

X
j- X � Z

?

�
�

�	

@
@
@R

f
f

g

S

という可換図式で次のようなものに埋め込めることである。

(i) Z は X の被約閉部分スキームであり, j はその補集合の開埋め込みになっている。

(ii) f は射影的なスムーズ射であり, 幾何的ファイバーは既約, 次元 1 である。

(iii) g はエタール被覆である。

定義 1.5.8. 定義 1.5.7 の elementary fibration は X = P1
S , f = prS であって Z が f

の切断 σi (i = 1, . . . ,∞) 達の非連結和である場合に rational であると言う。(以下 r.e.f.

と書く。) ここで, σ∞ は σ∞ : S → Z∞ = {∞} × S ⊂ P1
S という切断を表す。つまり,

次のようになっている。

X
j- A1

S
� ⨿r

i=1 σi(S)

�
σi

?

�
�

�	

@
@
@R

f
prS

S

定義 1.5.9. 定義 1.5.7 の elementary fibration が coordinated (以下 c.e.f. と書く) で
あるとは, それが次のような図式に埋め込まれることである。

f

q

X
j
- X � Z

?
π

?
π

?
π′

Y
j′- P1

S
� Z ′

?

�
�

�	

@
@
@R

f ′
prS

g′

S

ここで,

(i) π は有限射であり, π はエタール被覆である。
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(ii) f = f ′ ◦ π, f = pr ◦ π, g = g′ ◦ π′.

(iii) 図式の下の部分は, j′(Y ) ⊂ A1
S となるような elementary fibration になっている。

定義 1.5.10. 高さ d の c.e.f. の tower とは

(i) d = 0 の場合はエタール被覆

(ii) d > 0 の場合は, 次のように d 個の c.e.f. の合成になっているようなスムーズ射
f : X → S

X = Xd → Xd−1 → · · · → X1 → X0 = S

であるようなものである。

M. Artin の定理を, 次のように精密にすることが出来る (cf. [GV73, Exp. XI])。

命題 1.5.11. f : X → S をスムーズな K 多様体の間のスムーズ射とする。この時, エ
タール射 S′ → S と XS′ の有限開被覆 {Uα} で, 各 Uα → S′ が coordinated elementary

fibration の tower になるようなものが存在する。

定義 1.5.12. f : X → S をスムーズ K 多様体の間のスムーズ射とする。f の level

j ≥ 0 の Artin 集合 Aj(f) とは, 次の条件を満たすような全てのエタール射 S′ → S の
像の和集合である。

(i) XS′ には開被覆 {Uα} で fS′ の各 Uα への制限が c.e.f. の tower になっているも
のがある。

(ii) |α| =
∑
αi = p として, 0 ≤ |α| − 1 ≤ j なる任意の α = (α0, . . . , αp) に対して,

Uα =
∩p
i=0 Uαi

の有限開被覆 {Uα,β} で fS′ の Uα,β への制限が c.e.f. の tower

になっているものが存在する。

(iii) (|α| − 1) + (|β| − 1) ≤ j となる任意の α,β に対して Uα,β =
∩p
i=0 Uα,βi

の有限
開被覆 {Uα,β,γ} で, fS′ の Uα,β,γ への制限が c.e.f. の tower になっているもの
が存在する。

(iv) 同様なことが, 任意の (|α| − 1) + (|β| − 1) + · · · ≤ j となるようなものについて成
立する。

任意の j に対して, Aj(f) ⊃ Aj+1(f) が成立することがすぐに確かめられる。

系 1.5.13. ∀j ≥ 0 に対して Aj(f) は S の空でない開集合になる。

以上の準備の元で, 次の二つの dévissage の補題を述べることが出来る。

補題 1.5.14. P を強完全でエタール位相について局所的な性質であるとする。ここで

(∗) ∀ r.e.f. f : X → S で S があるアファイン K 空間 AdK 上エタールかつアファイ
ンであるもの, および ∀(E ,∇) ∈ MIC(X) に対して,

P
(
(E ,∇)

)
⇒ P(RiDRf∗(E ,∇)) for i = 0, 1.
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を仮定する。このとき, 任意の i ≥ 0 とスムーズ K 多様体間のスムーズ射 f : X → S,

および (E ,∇) ∈ MIC(X) に対して

P
(
(E ,∇)

)
⇒ P

((
RiDRf∗(E ,∇)

)
|Ai(f)

)
(1.5.2.5)

が成立する。

補題 1.5.15. 更に P が OX 加群としての連接性を意味するものとする。ここで,

(∗∗) ∀ r.e.f. f : X → S で S があるアファイン K 空間 AdK 上エタールかつアファイ
ンであるもの, および ∀(E ,∇) ∈ MIC(X) で単純かつ cyclic なものに対して, あ
る稠密な開部分スキーム U ⊂ S が存在して

P
(
(E ,∇)

)
⇒ P

((
RjDRf∗(E ,∇)

)
|U
)
for j = 0, 1

を仮定する。すると, 任意のスムーズ K 多様体間のスムーズ射 f : X → S および, 任意
の (E ,∇) ∈ MIC(X) に対して, ある稠密な開部分スキーム U ⊂ S が存在して (これは
(E ,∇) に依存する),

P
((
RjDRf∗(E ,∇)

)
|U
)
for ∀j (1.5.2.6)

が成立する。

補足 1.5.16. MIC(X) の単純かつ cyclic な対象は, 特に OX 加群として有限生成自由で
ある。

補題 1.5.15 によって, 証明しようとしている G 接続の順像についての主定理が
f : X → S が r.e.f. であり, (E ,∇) が自由な G 接続である場合に帰着される。同様にホ
ロノミーが順像に対して保存されることも示される。
ここでは 補題 1.5.14 の証明のスケッチをすることにする。X, S は連結であるとして

よい。また, f は純相対次元 d であるとする。

(証明). いくつかの Step に分けて行う。
Step 1. d = 0 とする。i = 0 のときのみ考えればよい。この場合, A0(f) は f が固

有射になるような S の極大開部分集合になる。この時, R0
DRf∗ = f∗ であり, P が有限エ

タールによる順像について安定であることから結論が出る。
Step 2. 次に d > 0 とする。0 ≤ i ≤ 2d で考えれば十分である。S を Ai(f) で置き
換え, 更にエタール射 S′ → S であって fS′ : XS′ → S′ が 定義 1.5.12 の中の条件を満た
すようなものだとする。次の Čeck スペクトル系列を考える。

Ep,i−p1 =
⊕

α0<···<αp

Ri−pDRfα∗
(
(E ,∇)|Uα

)
⇒ RiDRf∗(E ,∇). (1.5.2.7)

ここで, 少しの間, f : X → S が c.e.f. の tower の場合は証明出来ているものと仮定しよ
う。すると, i = 0 の場合は

P
(
R0
DRfα∗

(
(E ,∇)|Uα

))
for ∀α⇒ P(E0,0

1 )

⇒ P(E0,0
∞ )

⇒ P
(
R0
DRf∗(E ,∇)

)
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が言える。(E0,0
∞ = R0

DRf∗(E ,∇) に注意。) 従って, Čeck スペクトル系列 (1.5.2.7) を利
用して, i についての帰納法を使うことが出来る。即ち,

P
(
Ri−pDRfα∗(E ,∇)|Uα

)
for ∀α s.t. |α| = p+ 1 > 1 (1.5.2.8)

を仮定すると,

P(Ep,i−p1 ) for ∀p⇒ P(Ep,i−p∞ ) for ∀p⇒ P
(
RiDRf∗(E ,∇)

)
(1.5.2.9)

が言えるので, 後は
P
(
RiDRfα∗(E ,∇)|Uα

)
for ∀α (1.5.2.10)

さえ言えばいいことになるが, Uα → S は c.e.f. の tower になっているからである。
Step 3. 以上から, c.e.f. の tower の場合を証明すればよいことが分った。X = Xd →

Xd−1 → · · · → X0 = S を c.e.f. の tower としよう。ここで, Leray のスペクトル系列を
使うと d = 1, 即ち, 単なる c.e.f. の時に証明すればよいことが分る。
Step 4. f を次のような c.e.f. とする。

f

q

X
j
- X � Z

?
π

?
π

?
π′

Y
j′- P1

S
� Z ′

?

�
�

�	

@
@
@R

f ′
prS

g′

S

P はエタール局所的な性質であるので, S をエタール被覆で取りかえて, 上の図式の下の
部分は r.e.f. になっていると仮定してもかまわない。また, π はエタールなので, Leray

スペクトル系列が退化する。即ち,

RiDRf∗(E ,∇) = RiDRf
′
∗ ◦ π∗(E ,∇) (1.5.2.11)

となる。故に (*) の仮定から

P
(
(E ,∇)

)
⇒ P

(
π∗(E ,∇)

)
⇒ P

(
RiDRf

′
∗ ◦ π∗(E ,∇)

)
(1.5.2.12)

となって, 証明が完成する。

二番目の補題の証明はもっと難しい。ただし, P が閉部分集合にも継承されると仮定す
ると, 閉部分多様体についての exact triangle を用ることで, D 加群の理論の枠内での簡
単な証明が得られる。
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1.6 p 進的な評価と主局所定理の証明
1.6.1 主大域定理の主局所定理への帰着

再度, この講義での主定理を述べておこう。

定理 1.6.1 (主大域定理). f : V →W をスムーズな Qalg 多様体間のスムーズ射とする。
(E ,∇) を G(V ) の対象とし, W (i) ⊂ W を (hif+E)|W (i) が OW (i) 連接的になるような
開集合であるとする。このとき, (hif+E)|W (i) ∈ Ob(W(i)) となる。

dévissageの補題によって, この定理は E が自由 OV 加群で, f が r.e.f. であり, i = 0, 1

で W (i) = W である場合に帰着出来る。実際には更に hif+E が有限型自由な OW 加群
であると仮定してもよい。このような状況は, ある S ⊂ VK , [K : Q] < ∞ 上の場合に延
長することが出来る。つまり, f はスムーズ S モデル間の射 fS : XS → YS からの基底変
換で得られるとしてよい。これを S の閉点で局所化すると, 次のような状況が生ずる。
まず K は Qp の有限次拡大体とし, | |, V, k を各々絶対値, 整数環, 剰余体とする。

次のスムーズ V スキーム達の可換図式を考える。

X
j
- X = P1

Y
� Z =

⨿
ν∈S Zν

?

�
�

�
��+

Q
Q

Q
QQsf

f = pr

g

S

ここで, S は ∞ を含む有限集合であり, j は開埋め込みであり, f は射影, また g に
よって同型 Zν ≃ Y を誘導するものとする。更に, Y は AdV 上アファインエタールと
仮定し, 座標系を λ = (λ1, . . . , λd) と書く。また, t で, 標準的な P1

Y の「縦の」座標
を表す。ν ∈ S \ {∞} に対して Zν = V (t − θν), θν ∈ O(Y ) と書けているとすると,

ν ̸= ν′ ∈ S \ {∞} の時は θν − θν′ ∈ O(Y )× となるとする。また, Z∞ = V (1/t) と書け
ているとする。
M を有限型自由な OX 加群で階数 µ であるものとし, ∇ を積分可能なM 上の X/V
接続とする。(M,∇)K は正則で, かつ指数が全て Zp の non-Liouville 数からなるとす
る。更に, hi(f∗DRX/YM), i = 0, 1 は OY 上 有限型自由だと仮定する。R を (M,∇)
の X/V 上の generic な収束半径とする。
このような状況のもと, 主局所定理は次のように書ける。

定理 1.6.2 (主局所定理). hi(f∗DRX/YM)K の generic な収束半径を Ri で表すとき,

R0 ≥ R, R1 ≥ Rµ
2+1. (1.6.1.1)

が成立する。
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ここで

ρY/S
(
RiDRf∗(M,∇)

)
=
∑
v∈ΣS

log
1

RY,v
(
RiDRf∗(M,∇)

)
≤
∑
v∈ΣS

log
1(

RX,v(M,∇)
)µ2+1

≤ (µ2 + 1).

が成立することに注意すると, 上の定理から RiDRf∗(M.∇) が G 接続であることが導か
れることが分る。つまり, 主大域定理は主局所定理に帰着される。

1.6.2 主局所定理の証明

早速証明に入ろう。まず,M≃ OµX 上の接続を明示的に書く。

∇ = dX/V −G1,0dX/V t−
d∑
i=1

G0,1dX/Vλi

G1,0, G0,1i
∈Mµ

(
O(X)

)
, i = 1, . . . , d.

すると, 対応する de Rham 複体は次のように書ける。

DRX/YM = 0→ OµX
dX/Y −G1,0dX/Y t−−−−−−−−−−−→

(
Ω1
X/Y

)µ → 0

≃ 0→ OµX
∂
∂t−G1,0−−−−−→ OµX → 0

まずは簡単な
h0 = h0DRX/YM = KerO(X)µ

( ∂
∂t
−G1,0

)
(1.6.2.1)

の方から考えよう。これは, 階数が µ′ ≤ µ の有限生成自由な O(Y ) 加群で, 接続は

□
( ∂

∂λi

)
=

∂

∂λi
−G0,1i

, i = 1, . . . , d (1.6.2.2)

と書けている。h0 の O(Y ) 上の基底を (e1, . . . , eµ), (ei ∈ O(X)µ
′
) とする。これを

K(X)µ の元と見倣すと, これは K(X) 上線形独立になっている。従って, これを含む
K(X) の基底 (e1, . . . , eµ) を取ることが出来る。(実際には O(X) の基底となるように取
ることが出来る。) 主張は h0⊗K(Y ) の基底として (e1, . . . , eµ′) を取り,M⊗K(X) の
基底として (e1, . . . , eµ) を取った場合の generic な収束半径の定義 (定義 1.2.3) から明ら
かである。
次に

h1DRX/YM = O(X)µ
/( ∂

∂t
−G1,0

)
O(X)µ (1.6.2.3)

の方に移ろう。接続は
□
( ∂

∂λi

)
=

∂

∂λi
−G0,1i

(1.6.2.4)



1.6 p 進的な評価と主局所定理の証明 29

から誘導されるものである。(∇の積分可能から, well-definedになる。)ここで, Y(T,Λ)

を (M,∇) の X̂K の閉点 (x0, z) (λ = z は ŶK の点) における基本解行列とする。即ち,

∂Y
∂T

(t, λ) = G1,0(t,λ),
∂Y
∂Λi

(t, λ) = G0,1i
(t,λ) (1.6.2.5)

が成り立つ。Y(T,Λ) を

Y(T,Λ) =
∑

Gi,α(x0, z)(T − x0)i(Λ− z)α (1.6.2.6)

と書く。

命題 1.6.3. ある定数 C1 と Hi,α ∈Mµ(O(YK)[t]) で

Gi,α =
Hi,α∏

ν ̸=∞

(t− θν)i+|α|+C1

degtHi,α ≤ Card(S)(i+ |α|)− 2i+ C1

となるものが存在する。

(証明). これは, t = θν , t =∞ における特異点が確定特異点であること, 及び d/dt が ∞
で位数 2 の零点を持つことから分る。

ここで,

X (t, z,Λ) = Y(t,Λ)Y(t, z)−1 =
∑
α

G0,λ(t,λ)(λ− z)α (1.6.2.7)

について考える。Dwork-Robba の定理 (系 1.4.6) より, ある定数 C2 があって

|Gi,α|X,v ≤ C2(i+ |α|)µ−1R−i+|α| (1.6.2.8)

となることが分る。
また, 命題 1.6.3 で i = 0 の場合に (t,λ) ∈ Xan

K への特殊化を考えると

|G0,α(t,λ)| ≤ C2(|α|)µ−1R−|α|
(
|t|CardS∏

ν ̸=∞

|t− θν |

)|α|+C

(1.6.2.9)

が言える。これらから

補題 1.6.4.

|λ− z| < R
1

|t|
∏
ν ̸=∞

∣∣∣∣ t− θνt

∣∣∣∣ (1.6.2.10)

の下では, X (t; z,λ) は収束する。
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が分る。これが, 主局所定理の証明のポイントである。z と λ の相互的な役割に注意す
れば, 条件 (1.6.2.10) の下では, X は可逆な解析関数の行列であり,

X (t; z,λ)X (t;λ, z) = Iµ (1.6.2.11)

が成立する。ここで, ρ ∈ (0, 1] に対して, 半径が ρ, 中心が | |ρ であるような Ŷ 内の閉
円板 D(z, ρ+), 及びその上の sup. norm | |ρ を考える。(ρ = 1の時は, D(z, ρ+) = ŶK ,

| |ρ = | |ρ となる。) D(z, ρ+) 上の有理型関数のなす体をMρ(z) とし, その | |ρ に
よる完備化を Kρ で表す。(ρ = 1 の時は, K1 は κ(Y ) の | |Y による完備化と一致す
る。) さて, 次の微分方程式系を考える。

∂Z

∂x
= G1,0Z (1.6.2.12)

これを, Kρ(t)/Kρ 接続と見倣す。任意の h ∈ O(YK) に対して |h|ρ ≤ |h|1 = |h|Y が成
立しているので, ∣∣∑ ait

i
∣∣
X,ρ

= max |ai|ρ ai ∈ Kρ (1.6.2.13)

という絶対値に関する (1.6.2.12) の generic な収束半径を RX,ρ で表すと,

RX,ρ ≥ RX,1 = R (1.6.2.14)

となっている。(任意の h ∈ O(XK) に対して |h|X,ρ ≤ |h|X,1 = |h|X となることに
注意しよう。) ここで, Adolphson の定理を (Kρ, | |ρ) という付値体の上で適用する。
ε ∈ (0, 1) に対して

Aρ,ε =
{
x ∈ Kρ

∣∣ |x− θν |ρ > Rµ
2

ε for ∀ν ∈ S \ {∞}, |x|ρ < R−µ2

ε−1
}

(1.6.2.15)

と置く。これは, Kρ 解析空間になる。

系 1.6.5. 任意の ∀ρ ∈ (0, 1], ε ∈ (0, 1) に対して, 標準的な写像

O(XK)⊗Kρ → O(Aρ,ε)

により,

O(XK)µ
/( ∂

∂t
−G1,0

)
O(XK)µ ⊗K Kρ ≃ O(Aρ,ε)µ

/( ∂
∂t
−G1,0

)
O(Aρ,ε)µ

という Kρ 線形空間の同型が引き起こされる。

さて, ρ, ε を上と同様として, 次の X
an

K の開部分解析空間を考える。

Xρ,ε =
{
(t,λ) ∈ Xan

K

∣∣∣ |λ− z| ≤ ρ, |t− θν(λ)| > Rµ
2

ε,

for ∀ν ∈ S \ {∞}, |t| < R−µ2

ε−1
} (1.6.2.16)

このとき, 自然な準同型
O(Xρ,ε) ↪→ O(Aρ,ε) (1.6.2.17)

があることに注意しておく。
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補題 1.6.6. ρ = Rµ
2+1ε とすると, (t,λ) ∈ Xρ,ε については (1.6.2.10) が自動的に成立

する。

(証明). |t − θν0(λ)| < 1 とすると, |t| ≤ 1, ν ̸= ν0 に対しては |t − θν(λ)| = 1 となる
ので,

R
1

|t|
∏
ν ̸=∞

∣∣∣ t− θν
t

∣∣∣ > RRµ
2

ε = Rµ
2+1ε.

一方仮定より |λ− z| ≤ Rµ2

ε. また, |t| > 1 なら, 任意の ν に対して |t− θν(λ)| = |t| と
なり, 更に

R
1

|t|
∏
ν ̸=∞

∣∣∣ t− θν
t

∣∣∣ > RRµ
2

ε

となるので, 同様にして O.K. である。最後に任意の ν に対して |t| = |t− θν(λ)| = 1 で
あれば,

R
1

|t|
∏
ν ̸=∞

∣∣∣ t− θν
t

∣∣∣ = R > RRµ
2+1ε

より言える。

というわけで, 補題 1.6.4 から, 次が言える。

系 1.6.7. ρ = Rµ
2+1 のとすると, 任意の ε ∈ (0, 1) に対して

X (t; z,λ) ∈ GL(µ,O(Aρ,ε)). (1.6.2.18)

以上の準備のもとで, O(Y ) 加群

h1 = h1DRX/YM≃ O(X)µ
/( ∂

∂t
−G1,0

)
O(X)µ (1.6.2.19)

について考える。Ω = (ωij) 1≤i≤µ
1≤j≤N

を O(X) 係数の行列で, 各列が O(Y ) 加群 h1 の基

底になっているものとする。de Rham コホモロジーを取る操作は閉埋め込み {z} ↪→ YK

による基底変換と可換なので, Ω(z) は h1
(
DRXz/κ(z)Mz

)
の κ(z) 上の基底になってい

る。接続 □ の定義から X (t; z,λ)Ω(z) は変数を λ とするときの h1
(
DRXλ/κ(λ)Mλ

)
の horizontal basis になっている。大切な点は, 比較定理から行列R(λ) ∈ GL(µ,Kρ) で

X (t; z,λ)Ω(z) = Ω(λ)R(λ)
(

mod
( ∂
∂t
−G1,0O(Aρ,ϵ)µ

))
(1.6.2.20)

となるものが存在することである。定義から R(λ) は接続 □ の z ∈ ŶK における基本解
行列になっており, しかも, 系 1.6.7 より任意の ε ∈ (0, 1) および任意の |λ−z| < Rµ

2+1ε

に対して収束することが分る。そして, ここから主局所定理が得られるのであった。
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A.1 (1 +X)α

A.1.1 二項級数

p を素数とする。一般に α ∈ Zp の時,
(
α
n

)
= α(α−1)···(α−n+1)

n! として

(1 +X)α =
∑
n≥0

(
α

n

)
Xn (A.1.1.1)

は D(0, 1−) の上で解析的である。更に α ∈ Q であれば, G 関数になる。さて, α ̸∈ Q の
場合は, この関数は結構たちが悪い。例えば, 次が言える。

命題 A.1.1. F を Q(X) の |f(X)| = lim supf(x)̸=0 |f(x)|p による完備化, F̂ を F の代
数閉包の完備化とする。このとき (1 +X)α ̸∈ Ω となる。

ひらたく言えば, ある種の代数性を持たないということである。

(証明). 仮に (1 + X)α ∈ F̂ とすると, (1 + X)α (mod p) は Fp(X) 上代数的になる。
従って,

N∑
i=0

ci(X)(1 +X)αi = 0 (mod pZp[[X]]) (A.1.1.2)

なる ci(X) ∈ Zp[X] が存在するはずである。ci(X) を 1 +X で展開して整理すると,∑
i,k

ci,k(1 +X)αi+k = 0 (mod pZp[[X]]) (A.1.1.3)

となるような ci,k ∈ Zp があることになる。(ci,k の少なくとも一つは 0 (mod p) でな
い。) ここで α ̸∈ Q のとき, αi+ k は全て異なることに注意すると, 以下の補題に矛盾す
る。

補題 A.1.2. a1, . . . , an ∈ Zp が全て異なる時, (1+X)ai (mod pZp) は線形独立である。

(証明). 線形独立でないものがあったと仮定する。線形従属な組のうち極小なものを取り,

|λi| = 1 なるような λi ∈ Zp に対して
n∑
i=1

λi(1 +X)ai = 0 (mod p) (A.1.1.4)
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となっていたとする。ai (mod pk) が全て等しくなるような最大の k ∈ N ∪ {0} に対し
て, ai = m+ pkbi, m ∈ N, bi ∈ Zp と書く。

(1 +X)p
kbi = (1 +Xpk)bi (mod p)

となることに注意すると, (A.1.1.4) から

n∑
i=1

λi(1 +X)bi = 0 (mod p). (A.1.1.5)

これを微分して
n∑
i=1

λibi(1 +X)bi = 0 (mod p). (A.1.1.6)

(A.1.1.5), (A.1.1.6) から

n∑
i=2

λi(b1 − bi)(1 +X)bi = 0 (mod p).

を得る。ここで, λi(b1 − bi) (mod p), (i = 2, . . . , n) が全て異なることに注意すると, 極
小性に矛盾することが分る。

A.2 積分可能性
A.2.1 曲率と積分可能性

Y をスキーム, f : X → Y をスムーズな Y スキームとする。E を準連接な OX 加群,

∇ : E → Ω1
X/Y ⊗ E を X/Y 接続とする。この時,

∇i(ω ⊗ e) = dω ⊗ e+ (−1)iω ∧∇(e) (A.2.1.1)

とすることで,
∇i : ΩiX/Y ⊗OY

E → Ωi+1
X/Y ⊗OY

E (A.2.1.2)

が定義される。ここで ω と e は各々 ΩX/Y と E の切断であり, ω ∧∇e は

ΩIX/Y ⊗OX

(
Ω1 ⊗OS

E
)
→ Ωi+1

X/Y ⊗OX
E ; ω ⊗ τ ⊗ e→ (ω ∧ τ)⊗ e (A.2.1.3)

による ω ⊗∇(e) の像を表す。

定義 A.2.1. 接続付加群 (E ,∇) の曲率 (curvature) K = K(E ,∇) を

K = ∇1 ◦ ∇ : E → E ⊗ Ω2
X/Y (A.2.1.4)

で定める。

このとき,
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補題 A.2.2. (∇i+1 ⊗∇i)(ω ⊗ e) = ω ∧K(e)

となることがすぐに確かめられる。

定義 A.2.3. ∇ が積分可能とは, K = 0 となることである。

補題 A.2.2 から, 積分可能ということは

0→ E ∇−→ Ω1
X/Y ⊗ E

∇1−−→ Ω2
X/Y ⊗ E

∇2−−→ · · · (A.2.1.5)

が複体になるということであるとも言える。また, D1, D2 を Der(X/Y ) の元とするとき,

[∇(D1),∇(D2)]−∇([D1, D2]) = (D1 ∧D2)(K) (A.2.1.6)

が成立するので, [∇(D1),∇(D2)] − ∇([D1, D2]) = 0 が常に成立することであるとも言
える。これは別の言い方をすれば, Der(X/Y )→ EndY (E) が Lie 代数の準同型になって
いるということでもある。(この性質が積分可能という言い方に一番ぴったりしているか
もしれない。)

A.3 p曲率
A.3.1 フロベニウスと p曲率

T を標数 p > 0 のスキームとする。即ち, pOT = 0 と仮定する。f : X → T をスムー
ズな T スキームとする。標数 p の著しい性質として, D ∈ Der(X/T ) に対して Dp もま
た導分 Der(X/T ) の元になるということがある。(Leibniz rule から明らか。)

さて, (E ,∇) を X/T 接続とする。∇ から自然に Der(X/T ) → EndT (E) が出来るが,

このとき

定義 A.3.1. 接続付加群 (E ,∇) の p曲率 (p曲率) を

ψ(D) = (∇(D))p −∇(Dp) ∈ EndT (E) (A.3.1.1)

で定める。

ψ(D) はちゃんと T 線型になっている。従って, ψ : Der(X/T ) → EndT (E) という写
像が定義できる。これは, 加法的であり, 更に p 線形である。つまり g ∈ OX に対して
ψ(gD) = gpψ(D) となる。
p曲率が 0 とは, これが零写像になっているということである。これについては, 次の

定理が成立する。cf. [Kat70, (5.1)].

定理 A.3.2 (Cartier). X(p) = X ×T,Fabs
T とする。(Fabs は絶対フロベニウス。)

また, F : X → X(p) で相対フロベニウスを表す。このとき, X(p) 上の準連接層の
なす圏 QC(X(p)) と, MIC(X/T ) の対象で p 曲率が 0 のものからなる充満部分圏
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MIC(ψ=0)(X/T ) は同値になる。

QC(X(p)) ≃ MIC(ψ=0)(X/T )

F 7→ (F ∗(F),∇)
E∇ ←p (E ,∇)

A.3.2 Grothendieck 予想

さて, ここで大局的な場合を考えることにする。X を C 上スムーズ連結な代数多様体
とする。このとき, C の部分環 R で Z 上有限生成なもの, および, その上のスムーズ連
結な R スキーム X で, 幾何的連結ファイバーを持ち, かつ C 上 X ⊗R C ≃ X となる
ものを取ることが出来る。S = SpecR とする。(Cf. §1.2.1). (M,∇) を X/C 上の接続
とするとき, X/S を適当に選べば, X/S 上の連接的で局所自由な接続付加群 (M,∇) で,

R→ C という基底変換で (M,∇) になるようなものを取れる。
この状況で, 有限個を除く素数 p に対して (M,∇)⊗S Fp が p曲率 0となるとき, X/C
上の接続付加群 (M,∇) は殆ど全ての p に対して p曲率 0 であるということにする。こ
れはもちろん, モデル (X , S) や (M,∇) の取り方によらない。
次の予想は基本的である。

予想 A.3.3 (Grothendieck, 1969). もし (M,∇) が殆ど全ての p に対して p曲率 0であ
れば, (M,∇) は X のある有限エタール被覆上で自明になる。

この予想は Gauss-Manin 接続の場合には, Katz によって解かれている [Kat70],

[Kat72]。また, 同じく Katz によって, 標数 0 の微分ガロア群と, その標数 p への還元
との比較についての予想に一般化されている [Kat82]。この方面については, [vdP95],

[And] や [And87] も参照のこと。
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