
代数学続論講義ノート 安藤哲哉

注意: 校正をあまりきちんとしていないので，誤植等に注意して利用して下さい．

1. 基礎概念

代数学 IIまでに習っているはずだが，もう一度，環・整域・体の定義の復習から始める．知っている
部分は読まなくてよい．

定義 1.1.(可換環，整域，体, 加群) 集合 R に 2種類の和 + と積 × が定義されていて以下 (1)～ (3)
を満たすとき R を可換環 (commutative ring)という．ただし，積 a× bは通号 abと書き，時に a · bと
も書く．
(1) R は和 + について 0 を単位元とするアーベル群である．
(2) R は積について閉じていて，結合法則，交換法則を満たし，1 を単位元とする．つまり，a, b ∈ R
ならば ab ∈ R で，(ab)c = a(bc), ab = ba, 1a = a (∀a, ∀b, ∀c ∈ R) を満たす．

(3) 分配法則 (a + b)c = ac + bc (∀a, ∀b, ∀c ∈ R)を満たす．
以上の定義から，0a = 0 (なぜなら (0a + 0a = (0 + 0)a = 0a), a(b + c) = ab + acが導かれることに
注意する．ところで，可換環 R の定義の中で 0 6= 1は仮定しなかったが，もし 0 = 1であれば R = {0}
である．実際，a ∈ R ならば a = 1a = 0a = 0 である．可換環 {0} を単に 0 とも書く．
今，R は可換環で R 6= 0 とする．a ∈ R に対し ab = 1 を満たす b ∈ R が存在するとき，この b を

b = a−1 とか 1/a とか b =
1
a
と書き，a の逆元という．aが逆元を持つとき a は可逆 (invertible)元で

あるとか，単元 (unit)であるという．
また，a ∈ R に対し，ab = 0, b 6= 0 を満たす b ∈ R が存在するとき，a は零因子とかゼロ因子 (zero

dividor)であるという．aが零因子でないとき非零因子とか正則元 (regular)という．
環 Rにおいて，1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n 個

= 0となることがある (後の例 1.2(3)参照)．この場合，この条件を満

たす最小の自然数 n を R の標数 (characteristic)という．何個 1 を足しても 0 にならないとき，R の
標数は 0 であると約束する．
可換環 Rが以下の (4), (5)を満たすとき，R は整域 (integral domain)であるという．

(4) 0 6= 1 である．
(5) 0 以外に零因子は存在しない．つまり，a, b ∈ R, ab = 0 ならば a = 0 または b = 0 である．対偶
で書けば，a 6= 0, b 6= 0 ならば ab 6= 0 である．

可換環 Rが上の (4)と以下の (6)を満たすとき，R は (可換)体 (field)であるという．
(6) R の 0 でない元は R の中に逆元を持つ．つまり，0 6= a ∈ R ならば，a−1 ∈ R.
容易にわかるように，体は整域である．
可換環 R の部分集合 S ⊂ Rが和と積について閉じていて，a ∈ S であるとき，S は R の部分環であ

るという．S が整域のとき S は R の部分整域，S が体のとき S は R の部分体であるという．
R が可換環，M は加法 + についてのアーベル群で，任意の a ∈ R と x ∈ M に対してスカラー倍

とか R の作用とか呼ばれる演算 ax が定義されていて，ax ∈ M を満たすとする．さらに，任意の a,
b ∈ R と x, y ∈ M に対して，
(7) (分配法則) a(x + y) = ax + ay, (a + b)x = ax + bx.
(8) (結合法則) (ab)x = a(bx).
(9) (1の自明な作用) 1x = x. ただし 1 は R の単位元．
を満たすとき，M は R-加群であるという．K が体のとき，K-加群を K-ベクトル空間ともいう．

例 1.2. (1) 整数全体の集合 Z は体でない整域である．
(2) 有理数全体の集合 Q, 実数全体の集合 R, 複素数全体の集合 C はいずれも体である．
(3) 自然数 n を法とする剰余系 Z/nZは可換環である．nが合成数 (2つ以上の素数の積)であるとき

Z/nZ は整域でない可換環である．実際 n = pq (p = 2, q = 2)のとき，その n を法とする剰余類は，
0 = n = p q, 0 6= p, 0 6= q である．
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定義 1.3.(準同型写像) R, S は可換環とする．写像 f :R → S が以下の (1), (2)を満たすとき，f は
(可換環としての)準同型写像 (homomorphism)であるという．
(1) f(a + b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b) (a, b ∈ R)
(2) f(1R) = 1S

上の定義から，f(0R) = 0S も導かれる．また，a ∈ Rが R の可逆元ならば f(a−1) = f(a)−1 なので，
f(a)は S の可逆元である．f :R → S が準同型写像で全単射であると，逆写像 f−1:S → R も準同型写
像になる．このとき，f :R → S は同型写像であるといい，f :R

∼=−→ S などと書く．同型写像 f :R → S
が存在するとき Rと S は同型であるといい，R ∼= S などと書く．この用語は R, S が体の場合にも，そ
のまま用いる．

K, L が体で，f :K → L が可換環としての準同型写像のとき，f の値域を f(K) に制限した写像を
f ′:K → f(K)とすると，f ′ は上の意味で同型写像になる．そこで，K, Lが体の場合は，可換環として
の準同型写像 f :K → L を中への同型写像とかmonomorphism とか単射準同型写像と呼ぶ．

定義 1.4.(多項式環) R を可換環とする．

f(X) = anXn + an−1X
n−1 + · · ·+ a2X

2 + a1X + a0 (n ∈ N), a0, a1,. . ., an ∈ R) 1©
を X を変数とする R 係数多項式といい，こういう形の元全体の集合を R[X] と書く．R[X] を (X を
変数とする) R 上の 1変数多項式環 (polynomial ring) という．

an 6= 0 のとき，n を deg f(X), degX f(X), deg f などと書き，f の次数 (degree)という．ただし，
n = 0 で a0 = 0 のとき，f(X) をゼロ多項式といい，deg 0 = −∞ と約束する．他方，n = 0 で a0 6= 0
のときは，f(X) を定数多項式といい，deg f(X) = 0 である．また，最高次の係数 an が an = 1 を満
たす多項式をモニック多項式 (monic)という．
帰納的に，R[X1, . . . , Xn] = (R[X1, . . . , Xn−1])[Xn] と定義し，R[X1, . . . , Xn] を R 上の n変数多項
式環という．

問題 1.5. R は整域とする．
(1) f(X), g(X) ∈ R[X] に対し deg(f(X)g(X)) = deg f(X) + deg g(X) であることを証明せよ．
(2) R[X1,. . ., Xn] は整域であることを証明せよ．

定義 1.6.(極大イデアル・素イデアル) R は可換環とする．部分集合 I ⊂ R が「x, y ∈ I, a ∈ R のと
き，x + y ∈ I, ax ∈ I」を満たすとき I は R のイデアルであるという．I は R のイデアルで I 6= R と
する．「x, y ∈ R, xy ∈ I ならば x ∈ I または y ∈ I」が成り立つとき，I は R の素イデアルであるとい
う．I は R のイデアルで I 6= Rであり，I $ J $ R を満たすイデアル J が存在しないとき，I は R の
極大イデアルであるという．

定理 1.7. R は可換環，I はイデアルで I 6= R とする．
(1) I が R の素イデアルであるための必要十分条件は，R/I が整域であることである．
(2) I が R の極大イデアルであるための必要十分条件は，R/I が体であることである．
(3) R の極大イデアルは R の素イデアルである．
(4) Rが整域であるための必要十分条件は，(0)が R の素イデアルであることである．

証明. 一般に a ∈ R に対し，I を法とする a の剰余類を a ∈ R/I と書くことにする．
(1) I は R の素イデアルとする．R/I の 0 でない 2元 a, b ∈ R/I (a, b ∈ R) を取る．0 でないので

a /∈ I, b /∈ I である．I は素イデアルなので ab /∈ I である．よって，ab 6= 0 で，R/I は整域である．
逆に，イデアル I ⊂ R が素イデアルでなければ，a /∈ I, b /∈ I, ab ∈ I となる a, b ∈ R が存在する．

R/I の 0でない 2元 a, b ∈ R/I (a, b ∈ R) このとき，a 6= 0, b 6= 0, ab = 0 となり，R/I は 0でないゼ
ロ因子を持つので R/I は整域でない．

(2) R/I が体であるとする．自然な全射 f :R → R/I を考える．もし，I $ J $ R となるイデアル J
が存在すれば，f(J) は R/I のイデアルである．R/I のイデアルは (0) と R/I しかない．f(J) = 0 な
らば J = I, f(J) = R/I ならば J = R となり矛盾する．
もし，R/I が体でなければ，0 以外の非可逆元 a ∈ R/I (a ∈ R)が存在する．J = I + Ra は I のイ

デアルで，a /∈ I だから I $ J である．しかし，もし J = R ならば 1 = x + ra を満たす x ∈ I, r ∈ R
があり，ra = 1 となり，aが非可逆元であることに矛盾する．よって，I $ J $ R で I は極大イデアル
でない．
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(3) 体は整域であることと，(1), (2)よりわかる．
(4) Rは整域とする．a, b ∈ R, ab ∈ (0)ならば ab = 0であるが，Rは整域だから a = 0 または b = 0

であり，a ∈ (0) または b ∈ (0) となる．よって，(0) は素イデアルである．
Rが整域でないとすると，0 6= a /∈ (0), 0 6= b /∈ (0), 0 = ab ∈ (0) となる a, b ∈ Rがあるので，(0)は
素イデアルでない．

定理 1.8. K を体とし，1変数多項式環 K[X] を考える．以下が成り立つ．
(1) K[X] の (0) 以外のイデアル I は，あるモニック多項式 f(X) ∈ K[X]により，I = (f(X)) と表す
ことができる．

(2) (0) 以外の素イデアル I は，ある既約なモニック多項式 p(X) により I = (p(X)) と書ける．
(3) 0 6= f(X) ∈ K[X] で (f(X))が素イデアルならば，f(X) は既約多項式である．
(4) I が K[X] の (0) 以外の素イデアルならば，I は極大イデアルである．
(5) f(X) ∈ K[X]が 1次以上の既約多項式ならば，(f(X)) は K[X] の極大イデアルである．

証明. (1) I を (0) でない K[X] のイデアルとする．I に含まれる次数最小の多項式を f(X) とする．
f(X) の最高次の係数を an とすると，a−1

n ∈ K ⊂ K[X]だから a−1
n f(X) ∈ I である．よって，はじめ

から f(X) はモニック多項式であると仮定してよい．
I = (f(X)) を示す．勝手な g(X) ∈ I を取る．g(X) を f(X) で割った商を q(X), あまりを r(X) と

する．deg r(X) < deg f(X), r(X) = g(X)− f(X)q(X) ∈ I だから，deg f(X) の最小性から r(X) = 0
で，g(X) = f(X)g(X) ∈ (f(X)) となる．よって，I = (f(X)) である．

(2) (1)の結果から，あるモニック多項式により I = (p(X))と書ける．もし，p(X) = f(X)g(X) (f(X),
g(X) ∈ K[X] は 1次以上の多項式)と因数分解できたとすると，f(X), g(X) は p(X) の倍数でないか
ら I に属さない．よって，I は素イデアルでない．よって p(X) は既約である．

(3)の証明は (2)と同様である．
(4) I 6= (0)は K[X]の素イデアルとする．I = (p(X))と書ける．I ⊂ J $ K[X]を満たすイデアル J

を取る．J = (f(X)) と書ける．f(X) はモニックと仮定してよい．p(X) ∈ J なので p(X) は f(X) の
倍数である．p(X)は既約なモニック多項式なので p(X) = f(X)となり，I = J となる．よって I は極
大イデアルである．

(5) g(X)h(X) ∈ (f(X)) (g(X), h(X) ∈ K[X]は 1次以上の多項式)とすると，g(X)h(X)は f(X)の
倍数で，f(X)は既約だから，g(X)が h(X)は f(X) の倍数である．よって (f(X))は素イデアルであ
る．(4)より，(f(X)) は極大イデアルである．

定義 1.9.(分数体) R は整域とする．このとき，分数の集合

Q(R) :=
{ a

b

∣∣∣ a, b ∈ R, b 6= 0
}

は，通常の分数の和，積により体になる．Q(R) を R の分数体という．R の元 a と
a

1
∈ Q(R) を同一

視して R ⊂ Q(R) と考える．
分数の意味を正確に書いておく．X := R× (R− {0}) とし，(a, b), (c, d) ∈ X に対し，

(a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ ad = bc
として X 上に ∼を定義すると，これは X 上の同値関係になる．Q(R) := X/ ∼と定義し，(a, b) の同

値類を
a

b
と書く．そして，上で述べたように Q(R) の和と積を，

a

b
+

c

d
=

ad + bc

bd
,

a

b
· c

d
=

ac

bd
と定義する．このとき，Q(R)が体になることは容易に確認できる．
ただし，Rが整域でない可換環の場合は，∼は X 上の同値関係にならないので，S を R の非零因子
全体の集合として，

(a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ ある s ∈ S が存在して (ad− bc)s = 0
と変更しないといけない．この話はこの講義で使わないので，詳細は省略する．

問 1.10. 上の定義において，∼が X 上の同値関係であることと，Q(R)が体であることを証明せよ．

定義1.11.(有理関数体) Kは体とし，K[X1,. . ., Xn]は n変数多項式環とする．その分数体Q(K[X1,. . .,
Xn]) を K(X1,. . ., Xn) と書き，K 上の n 変数有理関数体という．K(X1,. . ., Xn) の元 f(X1,. . .,
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Xn)/g(X1,. . ., Xn) (ただし，f(X1,. . ., Xn), g(X1,. . ., Xn) ∈ K[X1,. . ., Xn])を K 上の有理関数とか有
理式という．

2. 代数拡大

体の代数拡大と整域の整拡大の話は，途中までほとんど並行しているので，後の便を考えて，しばら
く整拡大の用語も含めて説明する．

定義 2.1.(拡大体・部分体) R, S が可換環で R ⊂ S であり，R 上の和と積は S 上の和と積を R の元
に適用したものと一致していて，かつ R の単位元 1R と S の単位元 1S が一致するとき，R は S の部
分環， S は R の拡大環であるという．S が整域の場合は R は S の部分整域，S は R の拡大整域であ
るという．

K と L が体で K が L の部分環のとき，K は L の部分体, L は K の拡大体であるという．このと
き，L は K-ベクトル空間になっている．また K ⊂ M ⊂ L を満たす体 M を K と L の中間体という．

Rは可換環で S は Rの拡大環とする．また，c1,. . ., cn ∈ S とする．Rと c1,. . ., cn を含む S の最小の
部分環をR[c1,. . ., cn]と書き，R上 c1,. . ., cnで生成される環という．R[c1,. . ., cn]という記号は多項式環
R[X1,. . ., Xn]とまぎらわしい記号であるが，文脈で判断するしかない．なお，f(X1,. . ., Xn) ∈ R[X1,. . .,
Xn]に対し，各 Xiに ci を代入したとき f(c1,. . ., cn) ∈ R[c1,. . ., cn]となる．f(X1,. . ., Xn) ∈ R[X1,. . .,
Xn] に対して f(c1,. . ., cn) ∈ R[c1,. . ., cn] を対応させる写像を ϕ : R[X1,. . ., Xn] −→ R[c1,. . ., cn] とす
ると，ϕ は環としての準同型写像で全射であり，準同型定理から，

R[c1, . . . , cn] ∼= R[X1, . . . , Xn]/ Kerϕ

が成り立つ
K は体で Lは K の拡大環とする．c1,. . ., cn ∈ Lとする．K と c1,. . ., cn を含む K の最小の部分体

を K(c1,. . ., cn)と書き，K 上 c1,. . ., cn で生成される体という．こちらについては，有理関数体からの
準同型写像 ϕ : K(X1,. . ., Xn) −→ K(c1,. . ., cn) は一般には存在しないので注意すること．つまり，Xi

に ci に代入したときに分母が 0 になることがあって，そういう写像が定義できない．しかし，

K(c1, . . . , cn) = Q
(
K[c1, . . . , cn]

)

は成立する．

定義 2.2.(整拡大・代数拡大) R は整域，K = Q(R) は R の分数体, L は K を含む体とする．z ∈ L
に対し，ある自然数 n と a0, a1,. . ., an−1 ∈ Rが存在して

zn + an−1z
n−1 + an−2z

n−2 + · · ·+ a2z
2 + a1z + a0 = 0 1©

を満たすとき，zは R上整 (integral)であると言う．z ∈ Rならば zは R上整である (n = 1, a0 = −z ∈ R
とすればよい)．特に，Rが体のとき，R 上整な元を R 上代数的 (algebraic)と言い，R 上代数的でない
元を R 上超越的 (transcendental)と言う．

R 上整な元 z に対し， 1©を満たす R 上のモニック多項式のうち，2つの 1次以上の R 上のモニック
多項式の積に表せない多項式を x の R 上の最小多項式と呼ぶ．例えば，R が UFDであれば z の最小
多項式は一意的に定まるが，一般の整域 R では z の最小多項式は必ずしも一意的でないことに注意す
る．特に，Rが体の場合には z の最小多項式は一意的である．

R を含む整域 S の各元が R 上整であるとき，S は R 上整であるとか，S は R の整拡大 (integral
extension)である言う．特に，R, S が体で，S が R 上整のとき，S は R 上代数的であるとか，S は R
の代数拡大であると言う．S が R 上代数的でないとき，S は R 上超越的であるとか，S は R の超越拡
大であると言う．

x1,. . ., xn ∈ S に対し，R-多元環として R[X1,. . ., Xn] ∼= R[x1,. . ., xn] (左辺は多項式環)であるとき，
x1,. . ., xn は R 上代数的独立であると言い，代数的独立でないとき代数的従属であると言う．

問 2.3. 上の定義において，R が UFDのとき R 上整な元 z ∈ S の R 上の最小多項式は一意的であ
ることを証明せよ．Rが UDFならば R[X] も UFDであることは認めて用いてよい．

定理 2.4. 定義 2.2と同じ記号を用いる．z ∈ L とする．
(1) M 6= 0が R[z]-加群で，R-加群として有限生成ならば，z は R 上整である．
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(2) z が R 上整であるための必要十分条件は，R[z]が有限生成 R-加群であることである．

証明. (1) M = Rx1 + · · ·+ Rxn とする．M は R[z]-加群だから，zxi ∈ M であり．

zxi =
n∑

j=1

aijxj (aij ∈ R)

と書ける．aij を (i, j)-成分とする n次正方行列を A, n次の単位行列を I, f(z) = det(zI − A) とおく
と，体 Q(R[z]) の元を成分とする行列とベクトルとして，連立方程式 (zI −A)x = 0がゼロベクトル以
外の解を持つから，f(z) = 0 である．f(z) は zn の係数が 1 の，z についての n 次式だから，z は R
上整である．

(2) z が R 上整ならば 1©を満たすから，逆に，R[z] が有限生成 R-加群ならば，(1)を M = R[z] と
して用い入れば z は R 上整となる．

定理 2.5. 定義 2.2と同じ記号を用いる．
(1) z ∈ Lが R 上整で，w ∈ Lが R[z] 上整ならば，w は R 上整である．
(2) x, y ∈ Lが R 上整ならば，x + y と xy も R 上整である．
(3) Rが体で，0 6= x ∈ Lが R 上代数的ならば，1/x は R 上代数的である．
(4) S が R の整拡大ならば，Q(S) は Q(R) の代数拡大である．
(5) 整域 S が体 R 上整ならば S は体である．

証明. (1) w ∈ Lが R[z] 上整ならば，(R[z])[w] = R[z, w] も有限生成 R-加群だから，w は R 上整で
ある．

(2) R[x, y] は有限生成 R-加群だから，x + y, xy は R 上整である．
(3) xが R 上代数的ならば，xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 = 0 (ai ∈ R)と書ける．a0 6= 0 と仮定してよ
い．すると，

1
xn

+
a1

a0
· 1
xn−1

+ · · ·+ an−1

a0
· 1
x

+
1
a0

= 0

なので，1/x は R 上代数的である．
(4)は明らかである．
(5) x ∈ S が (3)の証明のように表せるとき，

1
x

= − 1
a0

(xn−1 + an−1x
n−1 + · · ·+ a2x + a1) ∈ S

なので，S は体である．

定理&定義 2.6. (1) K は体で Lは K の拡大体とする．このとき，Lは K-ベクトル空間とみなせる
が，Lが有限次元 K-ベクトルならば，Lは K の代数拡大である．このとき，Lは K の有限 (次)代数
拡大であるといい，その次元を [L : K] = dimK L と書き，L の K 上の拡大次数という．

(2) K は体で Lは K の有限次代数拡大体, M は L の有限次代数拡大体とする．すると，M は K の
有限次代数拡大体で，

[M : K] = [M : L] · [L : K]
が成り立つ．

証明. (1) 定理 2.4からすぐわかる．
(2) l = [L : K] とし x1,. . ., xl ∈ L を K-ベクトル空間 L の基底とする．また，m = [M : L] と

し y1,. . ., ym ∈ M を L-ベクトル空間 M の基底とする．lm 個の元の集合 B :=
{
xiyj

∣∣ 1 5 i 5 l,
1 5 j 5 m

}
が K-ベクトル空間 M の基底であることを示せばよい．

B が K 上 1次独立であることを示す．
l∑

i=1

m∑

j=1

aijxiyj = 0 (aij ∈ K) とする．bj :=
l∑

i=1

aijxi ∈ L と

おく．
m∑

j=1

bjyj =
l∑

i=1

m∑

j=1

aijxiyj = 0で，y1,. . ., ym は L 上 1次独立なので，b1 = · · · = bm = 0である．
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l∑

i=1

aijxi = bj = 0 で，x1,. . ., xl は K 上 1次独立なので，a1j = · · · = alj = 0 である．

Bが K 上M を生成することを示す．勝手な z ∈ M を取る．ある b1,. . ., bm ∈ Lにより，z =
m∑

j=1

bjyj

と書ける．また，ある a1j ,. . ., alj ∈ K により，bj =
l∑

i=1

aijxi と書ける．すると，z =
l∑

i=1

m∑

j=1

aijxiyj

なので，B は K 上の M の基底である．

定理&定義 2.7. K は体で L は K の拡大体とする．z ∈ L は K 上代数的とし，その K 上の最小
多項式を fz(X) とする．このとき，K[z] は体で，[K[z] : K] = deg fz(X) が成り立つ．したがって，
K(z) = K[z]である．d := [K(z) : K]とおくとき，z は K 上 d 次の代数的元であるとか，z の K 上の
次数は d であるという．

証明. K[z] ⊂ Lは整域で K 上整だから，定理 2.5(5)より K[z]は体である．K(z) = Q(K[z])で K[z]
が体だから K(z) = K[z] である．

f(X) ∈ K[X] に f(z) ∈ K[z] を対応させる準同型写像を ϕ:K[X] −→ K[z] とするとき，Kerϕ =
(fz(X)) (fz(X) で生成される K[X] の単項イデアル)であるから，準同型定理により

K[x] ∼= K[X]/(fz(X))

である．deg fz(X) = d, fz(X) = Xd + cd−1X
d−1 + · · ·+ c1X + c0 (c0,. . ., cd−1 ∈ K)とするとき，K[z]

は K 上 1, z, z2,. . ., zd−1 で生成される．(zd = −cd−1z
d−1 − · · · − c1z − c0 に注意せよ.) 1, z, z2,. . .,

zd−1 が K 上 1次従属だとすると，その関係式が与える多項式は，最小多項式の次数より小さくなり矛
盾する．よって，1, z, z2,. . ., zd−1 は K[z] の K 上の基底である．

3. 体の標数と正標数の体の基本性質

第 1回に説明したように，体 K において，1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p 個

= 0 となる最小の自然数 p を K の標数

いった．ただし，何個 1 を足しても 0 にならないとき，K の標数は 0 である．体 K の標数を charK
と表す．

定理 3.1. 体 K の標数は 0 か素数である．

証明. 今，体 K の標数 p は 0 でないと仮定する．0 6= 1 ∈ K だから，p = 2 である．一般に任意の
加群は Z-加群と考えられるから，K も Z-加群とみなせる．K の単位元 1 = 1K に n ∈ Z を作用させ
て得られる K の元を n = n · 1K ∈ K と書くこのとにする．
さて，p = km (k, mは 2以上の整数)であったとすると，すると，km = mn = p = 0となる．k 6= 0,

m 6= 0 だから，これは K が体であることに矛盾する．

定義 3.2.(素体) pが素数のとき pZ は Z の極大イデアルなので Z/pZ は体である．Fp := Z/pZ と書
き，これを標数 pの素体という．また，Q を標数 0の素体という．素体は体に含まれる最小の部分体で，
Fp (pは素数)と Qだけである．なお，有限個の元からなる体を有限体, 無限個の元からなる体を無限体
という．

定理 3.3. K は体で p := charK 6= 0とする．また，e ∈ N, q = pe とおく (pe を準素数ともいう)．こ
のとき，任意の a1,. . ., an ∈ K に対し，

(a1 + · · ·+ an)q = aq
1 + · · ·+ aq

n

が成り立つ．
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証明. (1) e = 1, n = 2 の場合を考える．a = a1, b = a2 とする．1 5 k < p のとき二項係数(
p

k

)
=

p(p− 1)(p− 2) · · · (p− k + 1)
k!

∈ N 1©

を考える．k < pなので 1©の分母 k は pで割り切れない．しかし， 1©の分母は p の倍数なので，
(

p

k

)

は p の倍数である．(a + b) =
p∑

k=0

(
p

k

)
akbn−k であるが，

(
p

k

)
· 1K = 0 ∈ K なので，(a + b)p = ap + bp

である．

(2) 今，(a1 + · · ·+ an)p = ap
1 + · · ·+ ap

n が任意の a1,. . ., an ∈ K に対して成立すると仮定する．勝手
な an+1 ∈ K を取る．(1)と帰納法の仮定から，

ap
1 + · · ·+ ap

n+1 = (a1 + · · ·+ an)p + ap
n+1 = (a1 + · · ·+ an + an+1)p

が成り立つ．

(3) q = pe, r = pe+1 とおく．(a1 + · · ·+ an)q = aq
1 + · · ·+ aq

n が任意の a1,. . ., an ∈ K に対して成立
すると仮定する．(aq

i )
p = ar

i なので，

(a1 + · · ·+ an)r =
(
(a1 + · · ·+ an)q

)p = (aq
1 + · · ·+ aq

n)p = ar
1 + · · ·+ ar

n

となる．

定理 3.4. K が n 個の元からなる有限体ならば，ある素数 p とある e ∈ N により n = pe と書ける．
また，任意の a ∈ K に対して，

an = a
が成り立つ．

証明. p := charK 6= 0 だから，p は素数である．K ⊃ Fp で，K は Fp-ベクトル空間であるから，
e := dimFp

K とおけば n = pe である．
K× := K − {0} とおく．K× は乗法 × について位数 (n − 1) のアーベル群である．よって，任意の

a ∈ K× に対して an−1 = 1である．これより an = a となる．a = 0 のときも an = 0 = aである．

実は，K が有限体ならば，乗法群 K× := K − {0} は巡回群になるのであるが，その証明の準備とし
てオイラーのファイ関数の説明をする．

定義 3.5. 自然数 n に対し，1, 2, 3.. . ., n − 1 の中で 　n と互いに素な整数の個数を ϕ(n) で表し，
ϕ(n)をオイラーのファイ関数という．一般に k ∈ Zに対し，その nZを法とする同値類を k ∈ Z/nZと
するとき，k が Z/nZ で可逆であることと，GCD(k, n) = 0は同値であるから，Z/nZ の中の可逆元全
体の集合を (Z/nZ)× と書くことにするとき，乗法群 (Z/nZ)× の位数が ϕ(n) である．

定理 3.6. 自然数 n を n = pe1
1 pe2

2 · · · per
r (p1,. . ., pr は相異なる素数)と素因数分解する．すると，

ϕ(n) =
r∏

i=1

pei−1
i (pi − 1) = n

r∏

i=1

(
1− 1

pi

)

である．

証明. n 未満の nと互いに素な自然数全体の集合を Aとする．定義から ϕ(n) = #Aである．(#Aは
集合 A の要素の個数を表す.) 集合 B を

B :=
{

(b1, b2, . . . , br)
∣∣∣∣
各 i = 1,. . ., r に対し，bi は
pi と互いに素な pei

i 未満の自然数

}

とおく．k ∈ A に対し，k を pei
i で割った余りを ki (i = 1,. . ., r)とし，f(k) = (k1, k2,. . ., kr) とする．

f(k) ∈ B である．
逆に，(b1, b2,. . ., br) ∈ B を任意に選んだとき，中国剰余定理より，k を pei

i で割った余りが bi

(i = 1,. . ., r)となるような n 未満の自然数 k ∈ A が存在する．よって，写像 f :A → B は全単射であ
り，#A = #B となる．
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ところで，piと互いに素な pei
i 未満の自然数の個数は pei−1

i (pi−1)である．よって，#B =
r∏

i=1

pei−1
i (pi−

1) である．

定理 3.7. 自然数 n の正の約数全体の集合を D(n) とするとき，∑

d∈D(n)

ϕ(d) = n

が成り立つ．
ここで

∑

d∈D(n)

ϕ(d) は D(n) のすべての元 d について ϕ(d) の和をとることを表す．

証明. X(n) =
{
1, 2,. . ., n

}
とし，d ∈ D(n) に対し，k := n/d,

Ad =
{
x ∈ X(kd)

∣∣ GCD(kd, x) = k
}
, Bd =

{
x ∈ X(d)

∣∣ GCD(d, x) = 1
}

とおく．写像 f :Bd −→ Ad を f(x) = kxで定めれば，f は全単射である．よって，#Ad = #B = ϕ(d)
である．また，

⋃

d∈D(n)

Ad = X(n) だから，
∑

d∈D(n)

ϕ(d) = nがわかる．

補題 3.8. n ∈ N, K は体として，G :=
{
x ∈ K

∣∣ xn = 1
}
とする．もし #G = n ならば，Gは積 (乗

法)について巡回群になる．

証明. x ∈ K× に対し xm = 1 を満たす最小の自然数 m を m = ord(x) と書くことにする．
(1) n の約数 d ∈ D(n) に対し ord(x) = d を満たす x ∈ G は丁度 ϕ(d) 個存在することを示す．
d ∈ D(n) に対し，

Xd =
{
x ∈ G

∣∣ xd = 1
}
, Yd =

{
x ∈ G

∣∣ ord(x) = d
}

とおく．Yd ⊂ Xd である．K は体だから d 次方程式 xd = 1の解 xは高々 d 個しか存在せず，#Xd 5 d
である．
もし，Yd 6= φ ならば，a ∈ Yd を取ると，Xd =

{
1, a, a2,. . ., ad−1

}
であり，#Xd = d となる．また，

Yd =
{
ai

∣∣ GCD(i, d) = 1, 1 5 i < d
}
であるので，#Yd = ϕ(d) である．

Yd = φ ならば，#Yd = 0 5 ϕ(d) である．G = Xn =
⋃

d∈D(n)

Yd より，

n = #G =
∑

d∈D(n)

#Yd 5
∑

d∈D(n)

ϕ(d) = n

となり，5 は = で，任意の d ∈ D(n) に対し，#Yd = ϕ(d), Yd 6= φが成り立つ．
(2) ϕ(n) 6= 0 なので，ord(x) = n を満たす x ∈ Gが存在する．すると，G は x で生成される巡回群

である．

定理 3.9. K が有限体ならば，乗法群 K× := K − {0} は巡回群である．

証明. #K = pe, n := pe − 1 とおく．G := K× とおくと，G =
{
x ∈ K

∣∣ xn = 1
}
であるので，前補

題より，G = K× は巡回群である．

4. 分解体

定義4.1. K, Lは体，σ:K → Lは中への同型写像．f(X) = cnXn+cn−1X
n−1+· · ·+c1X+c0 ∈ K[K]

とする．このとき，

σ(f(X)) = σ(cn)Xn + σ(cn−1)Xn−1 + · · ·+ σ(c1)X + σ(c0) ∈ L[X]

と書くことにする．ただし，変数 X に σ を作用させないこをを強調する場合には，σ(f(X)) ではなく
σ(f)(X) と書く場合もある．これは，X に K に属さない元を X に代入するときに問題になるが，通
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常，代入する元が σ の定義域に属さない元の場合，それには σ を作用させない．変数 X を省略して
f ∈ K[X]に対し，σ(f) ∈ L[X] などのような書き方もする．σ(f(X))を fσ(X)と表わしている文献も
多い．
また，τ :L → M が体 M への中への同型写像のとき，(τ ◦ σ)(f(X))を τσ(f(X))とか，f (τσ)(X)と

か fστ (X) と書く．写像を f の右上に付けた場合の合成写像の順序に注意する．この講義ノートではそ
の書き方は使わない．

定義 4.2. K は体，Lは K の拡大体, f(X) ∈ K[X]は 1次以上の多項式とする．自然に K[X] ⊂ L[X]
と考えたとき，L[X]において，f(X) = a(X − c1)(X − c2) · · · (X − cn) (a ∈ K; c1,. . ., cn ∈ L)と 1次
式の積に因数分解できるとき，L は f(X) の分解体であるという．

Lが f(X) の分解体で，M は K と L の中間体 (K ⊂ M $ L)で，M が f(X) の分解体になってい
るようなものが存在しないとき，L は f(X) の最小分解体であるという．

定理 4.3. K は体，f(X) ∈ K[X] は 1次以上の多項式とする．
(1) f(X)が K[X]で既約ならば，L = K[X]/(f(X))は K の有限次代数拡大体で，X ∈ K[X] のイデ
アル (f(X)) を法とする同値類を α ∈ L とすると，f(α) = 0が成り立つ．

(2) f(X) の最小分解体は存在する．
(3) L1, L2 が f(X) の最小分解体ならば，同型写像 σ:L1 → L2 で σ|K = idK (K 上の恒等写像)を満
たすものが存在する．

証明. (1) f(X) ∈ K[X]が既約ならば，(f(X))は K[X] の極大イデアルなので K[X]/(f(X))は体に
なる．dimK K[X]/(f(X)) = deg f(X) < ∞ だから，K[X]/(f(X)) は K の有限次代数拡大体である．
f(α) は f(X) のイデアル (f(X)) を法とする同値類だから，f(α) = 0 である．

(2) f(X) の次数に関する帰納法で証明する．ただし，体 K は途中で変わる．
deg f(X) = 1 ならば，K 自身が K の最小分解体である．
deg f(X) = 2 とする．
f(X) を K[X] で因数分解し，f(X) の約数であるような既約な多項式 p(X) ∈ K[X] を 1つ取る．

L := K[X]/(p(X)) とおくと，(1)より p(α) = 0 を満たす α ∈ Lが存在する．f(α) = 0 でもあるので，
L[X] において f(X) = (X − α)g(X) (∃g(X) ∈ L[X])と因数分解できる．g(X) ∈ L[X] と考えて，体
を Lに取り替えて帰納法の仮定を使うと，deg g(X) < deg f(X)だから，L を含む g(X) の最小分解体
M が存在する．g(X) = a(X − c1)(X − c2) · · · (X − cn) (a ∈ L; c1,. . ., cn ∈ M)と 1次式の積に因数分
解できる．ここで aは f(X) の最高次の項と等しいので，a ∈ K である．M 内で K と α と c1,. . ., cn

を含む最小の体を F とすれば，それが f(X) の最小分解体である．

(3) f(X)の次数に関する帰納法を使うために，命題を少し一般化した次の命題 (Pn)を証明する．(Pn)
を K1 = K2 = K, τ = idK として用いればよい．

(Pn) K1, K2は体で同型写像 τ :K1 → K2が存在すると仮定する．f(X) ∈ K1[X]で 1 5 deg f(X) 5 n
とする．L1 は f(X)の最小分解体，L2 は τ(f(X))の最小分解体とする．すると，同型写像 σ:L1 → L2

で σ|K1 = τ を満たすものが存在する．

deg f(X) = 1 ならば L1 = K1, L2 = K2 だから (P1)は自明である．
n = 2 とし (Pn−1) を仮定する．(1) の証明のように，f(X) の因子 p(X) ∈ K1[X] を 1 つ取る．

deg p(X) = 1ならば f(X) = (X −α)g(X) (α ∈ K1, g(X) ∈ K[X])と書け，L1 は g(X) の最小分解体，
L2 は τ(g(X)) の最小分解体だから，g(X) に (Pn−1)を適用すると，同型写像 σ:L1 → L2 の存在がわ
かる．

deg p(X) = 2 の場合を考える．p(X) の L1 における根の 1つを α ∈ L1 とし，σ(p(X)) の L2 におけ
る根の 1つを β ∈ L1 とする．K1(α) ∼= K1[X]/(p(X)) ∼= K2[X]/(σ(p(X))) ∼= K2(β)なので，τ ′(α) = β
を満たす同型写像 τ ′:K1(α) −→ K2(β)が存在して，τ ′|K1 = τ を満たす．f(X) = (X −α)g(X)を満た
す g(X) ∈ K1(α)[X] が存在する．τ(f(X)) = τ ′(f(X)) = (X − τ ′(α))τ ′(g(X)) = (X − β)τ ′(g(X)) で
ある．L1 は g(X) の最小分解体，L2 は τ ′(g(X)) の最小分解体である．帰納法の仮定 (Pn−1)から，同
型写像 σ:L1 → L2 で σ|K1(α) = τ ′ を満たすものが存在する．τ ′|K1 = τ より σ|K1 = τ である．

Lが f(X) ∈ K[X] の最小分解体で deg f(X) = n のとき，[L : K] 5 n! であることが，上の (2)の証
明からわかる．このことについては，後の章で詳しく考察する．
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定義 4.4.(共役) K は体，L は K の拡大体，a, b ∈ L とする．ある既約多項式 f(X) ∈ K[X]が存在
して，f(a) = f(b) = 0 を満たすとき，a と b は K 上共役 (conjugate)であるという．

Aut(L/K) :=
{
σ:L → L

∣∣ σ は体としての同型写像で，σ|K = idK

}

を K 上の L の自己同型群という．ここで idK :K → K は K 上の恒等写像を表す．なお，Aut(L/K)
は写像の合成を演算として群になる．また，1, 2,. . ., n の置換全体の群 (n次対称群)を，Sn という記
号で表す．

K ⊂ M1 ⊂ L, K ⊂ M2 ⊂ L を満たす体 M1, M2 に対し，ある同型写像 σ:M1 → M2 で，σ|K = idK

を満たすものが存在するとき，M1 と M2 は K 上共役であるという．

定理 4.5. K は体，f(X) ∈ K[X]は既約多項式で，Lは f(X) の最小分解体とする．f(X) の Lにお
ける相異なる根全体を α1,. . ., αn とする．勝手な σ ∈ Aut(L/K) を取る．すると，σ(α1),. . ., σ(αn)は
f(X) の L における相異なる根全体である．つまり，σ は α1,. . ., αn の置換を引き起こす．この置換を
添え字の 1,. . ., n の置換と考えたものを ϕ(σ) ∈ Sn とする．これにより ϕ: Aut(L/K) −→ Sn を定め
ると，ϕ は群としての単射準同型写像になる．この ϕ を通して Aut(L/K) ⊂ Sn と考える．

証明. σ は f(X) の係数には恒等写像として作用するから，f(σ(α)) = σ(f(α)) = σ(0) = 0 である．
また，σ は全単射だから αi 6= αj ならば σ(αi) 6= σ(αj) である．よって，σ(α1),. . ., σ(αn) は f(X) の
L における相異なる根全体である．

ϕ(τ ◦ σ) = ϕ(τ) ◦ ϕ(σ), ϕ(σ−1) = ϕ(σ)−1 は容易にわかるので，ϕ は準同型写像である．

ϕ が単射であることを示す．ϕ は準同型写像だから，σ(αi) = αi (1 5 ∀i 5 n)ならば σ = idL で
あることを示せばよい．L は f(X) の K 上の最小分解体だから，L = K(α1,. . ., αn) である．つまり
Aut(L/K) の元は α1,. . ., αn の行き先だけで決定される．よって，結論を得る．

5. 代数閉包

今回の内容は証明が少し難しいが，先に済ませておいたほうが後の議論が楽になる．

定理&定義 5.1. K を体とするとき，以下の 4条件は同値である．K がそのいずれか (したがって，す
べて)を満たすとき，K は代数 (的)閉体であるという．
(1) K の代数拡大体は K 以外に存在しない．
(2) K[X] の既約多項式は 1次である．
(3) K[X] の任意の 1次以上の多項式は，K[X] の中で 1次式の積に因数分解できる．
(4) K[X] の 1次以上の多項式は，K 内に少なくとも 1つ根を持つ．

証明. (1) =⇒ (2)を示す．f(X) ∈ K[X] は既約多項式とする．もし deg f(X) = 2 ならば，f(X) の
K 上の最小分解体 L は，K $ L を満たす K の代数拡大体になり，(1)と矛盾する．

(2) =⇒ (3) と (4) =⇒ (4) は自明である．
(4) =⇒ (1) を示す．L を K の代数拡大体で L % K であるとする．a ∈ L −K を取り，a の K 上

の最小多項式を fa(X) ∈ K[X] とする．fa(X) は K[X] で既約であるが，もし deg fa(X) = 2 ならば，
fa(X) は K 内に根を満たない．よって deg fa(X) = 1 であり，a ∈ L となって矛盾する．

定義 5.2. K は体とする．Lが K の代数拡大体であって，Lが代数閉体であるとき，L は L の代数
(的)閉包であるという．

補題 5.3. K は体，Lは K の代数拡大体とする．もし，K[X] の任意の既約モニック多項式 f(X)に
対し，f(X) = 0 のすべての根が L 内に存在するならば，L は K の代数閉包である．

証明. Lが代数閉体であることを証明すればよい．g(X) ∈ L[X]を勝手な既約多項式とする．g(X)の
最小分解体 F をとり，g(X) = (X − α1) · · · (X − αn) と F [X]で因数分解する．αi は K 上代数的だか
ら，αi の K 上の最小多項式を hi(X) とし，h(X) = h1(X) · · ·hn(X) ∈ K[X] とする．h(X) は L[X]
において g(X) の倍数である．また，仮定から h(X)は L[X] で 1次式の積に因数分解できる．よって，
h(X) = 0 の根である αi も L の元である．よって L は代数閉体である．
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定理 5.4. K は体とする．
(1) K の代数閉包 L は存在する．
(2) L1, L2 が K の代数閉包ならば，同型写像 σ:L1 → L2 で σ|K = idK を満たすものが存在する．

証明. (1) K[X] 内のすべての既約モニック多項式の集合を P =
{
fλ(X)

∣∣ λ ∈ Λ
}
とする．fλ ∈ P

(λ ∈ Λ)に対し，nλ := deg fλ(X) ∈ N とおく．また nλ 個の変数 (K 上代数的独立な不定元) X
(λ)
1 ,

X
(λ)
2 ,. . ., X

(λ)
nλ を取り，K 上の (1 + nλ) 変数多項式環 Fλ := K[X, X

(λ)
1 ,. . ., X

(λ)
nλ ] を作る.

gλ

(
X, X

(λ)
1 , . . . , X(λ)

nλ

)
:= fλ(X)−

nλ∏

i=1

(
X −X

(λ)
i

) ∈ Fλ

とおく．この多項式を X について整理して Xk の係数を

a
(λ)
k = a

(λ)
k

(
X

(λ)
1 , . . . , X(λ)

nλ

) ∈ K[X(λ)
1 , . . . , X(λ)

nλ
]

とおく．

gλ

(
X, X

(λ)
1 , . . . , X(λ)

nλ

)
=

nλ∑

k=0

a
(λ)
k

(
X

(λ)
1 , . . . , X(λ)

nλ

) ·Xk =
nλ∑

k=0

a
(λ)
k Xk

である．
すべての λ ∈ Λ についての X

(λ)
1 ,. . ., X

(λ)
nλ の集合を X :=

{
X

(λ)
i

∣∣ λ ∈ Λ, 1 5 i 5 nλ

}
とし，すべて

の X の元を変数とする K 上の多項式環を K[X] と書くことにする．K[X] の元 hは，有限個の Y1,. . .,
Ym ∈ Xを適当に選べば h ∈ K[Y1,. . ., Ym]と考えられる．また，任意の λ ∈ Λに対して Fλ ⊂ K[X]と
みなせる．

K[X] の中で A :=
{
aλ

k

∣∣ λ ∈ Λ, 1 5 i 5 nλ

}
を含む最小のイデアルを I とする．

(i) I 6= K[X] を証明する．
もし I = K[X] ならば，1 ∈ I であるから，ある有限個の a

(λ1)
k1

,. . ., a
(λm)
km

∈ A と，bλ1 ,. . ., bλm ∈

K[X] をうまく選んで，
m∑

i=1

a
(λi)
ki

bλi = 1 となるようにできる．ここで，bλi 6= 0 と仮定してよい．

fλ1(X) · · · fλm(X) ∈ K[X] の最小分解体を F とする．ある αi,j ∈ F (1 5 i 5 n, 1 5 j 5 nλi)を
選んで，

fλi(X) =
nλi∏

j=1

(X − αi,j) ∈ F [X]

となるようにできる．このとき，gλi

(
X, αi,1, . . ., αi,nλi

)
= 0となる．よって，a

(λi)
ki

(
αi,1, . . . , αi,nλ

)
= 0

である．これは，
m∑

i=1

a
(λi)
ki

bλi = 1 と矛盾する．

(ii) そこで，I を含む K[X] の極大イデアル m を取り，L := K[X]/m とおく．L は K の拡大体で
ある．X

(λ)
i ∈ X に対し，その m を法とする同値類を β

(λ)
i ∈ L とする．A ⊂ m だから aλ

k

(
β

(λ)
1 , . . .,

β
(λ)
nλ

)
= 0 であり，したがって，gλ

(
X, β

(λ)
1 , . . ., β

(λ)
nλ

)
= 0 である．よって，

fλ(X) =
nλ∏

i=1

(
X − β

(λ)
i

) ∈ L[X] 1©

となる．特に β
(λ)
i は K 上代数的である．L は K 上 β

(λ)
i 達で生成されるので，L は K の代数拡大で

ある．
また，K[X] の任意の既約モニック多項式 fλ(X)は 1©のように L[X]において 1次式の積に因数分解

できるから，L は代数閉体である．

(2) 定理 4.3(3)の証明のように，一般化した命題 (P )を証明する．
(P ) K1, K2 は体で同型写像 τ :K1 → K2 が存在すると仮定する．L1 は K1 の代数閉包，L2 は K2

の代数閉包とする．すると，同型写像 σ:L1 → L2 で σ|K1 = τ を満たすものが存在する．

M :=
{

(M, ρ)
∣∣∣∣

M は K1 ⊂ M ⊂ L1 を満たす体で,
ρ:M → L2 は中への同型写像で ρK1 = τ

}
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とおく．(M1, ρ1), (M2, ρ2) ∈ Mに対して，M1 ⊂ M2かつ ρ2|M1 = ρ1が成り立つとき (M1, ρ1) 5 (M2,
ρ2)であるとしてMに順序を定める．このとき，Mが帰納的順序集合になることは容易にわかる．Zorn
の補題によって，M には極大元 (M0, ρ0)が存在する．

(iii) M0 6= L1 と仮定して矛盾を導く．
c ∈ L1 −M0 を取り，c の M0 上の最小多項式を fc(X) ∈ M0[X] とする．また，M1 := M0(c) とし，

ρ0(fc(X)) の L2 における根の 1つを d とする．勝手な y ∈ M1 は，ある e0, e1,. . ., en−1 ∈ M0 (ただ
し n = deg fc(X))により，y = e0 + e1c + e2c

2 + · · ·+ en−1c
n−1 と書ける．

ρ1(y) = ρ0(e0) + ρ0(e1)d + ρ0(e2)d2 + · · ·+ ρ0(en−1)dn−1 ∈ L2

により，ρ1:M1 → L2 を定義すると，(M1, ρ1) ∈ Mで，(M0, ρ0) < (M1, ρ1)となり，(M0, ρ0) の極大
性に矛盾する．よって，M0 = L1 である．

(iv) そこで，σ = ρ0:L1 → L2 とおく．σ(L1) 6= L2 と仮定して矛盾を導く．
d ∈ L2−σ(L1)を取り，dの σ(L1)上の最小多項式を fd(X)とする．deg fd(X) = 2で，σ−1(fd(X)) ∈

L1[X] は既約多項式であるが，これは L1 が代数閉体であることに矛盾する．よって σ(L1) = L2 で，
σ:L1 → L2 は同型写像である．

6. 分離拡大・非分離拡大

K が体 (または可換環)のとき，f(X) = anXn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 ∈ K[X] に対し，

d

dX
f(X) := nanXn−1 + (n− 1)an−1X

n−1 + · · ·+ a1 ∈ K[X]

と定義し，f(X) の導関数という．ここで，k ∈ Z に対し K を Z-加群と考えて kak ∈ K と考える．誤

解の恐れがないときは，
d

dX
f(X) を f ′(X) とも書く．多変数関数の偏導関数も同様に定義する (本講

義では使わない)．多項式の導関数については，(f(X)g(X))′ = f ′(X)g(X) + f(X)g′(X) などの通常の

微分の公式が成立する．ただし，極限 lim を含むような公式は適用できないし，無限和
∞∑

n=0

を含む公式

も適用できない．次の命題は，微分法の公式から簡単に証明できる．

定理 6.1. K は体とし，f(X) ∈ K[X] は 1次以上の多項式とする．もし，f(X)が a ∈ K を m 重根
にもつならば，f(X) の導関数 f ′(X)は aを (m− 1) 重根に持つ．したがって，GCD(f(X), f ′(X)) の
根が f(X)の重根である．ここで，GCDは最大公約数を表す記号で，多項式について用いる場合，答が
モニック多項式になるように選んでおく．

ところで，f(X) = Xp ∈ Fp[X] のとき，f ′(X) = pXp−1 であるが，この係数の pは p · 1Fp = 0 と同
一視されるので，f ′(X) = 0 である．もっと一般に，K が標数 p (p は素数)の体のとき，

f(X) = anXnp + an−1X
(n−1)p + · · ·+ a1X

p + a0 ∈ K[X] 1©
に対して f ′(X) = 0 となる．逆に f(X) ∈ K[X] が f ′(X) = 0 を満たせば f(X) は 1©のような形であ
ることはすぐわかる．以上をまとめて，

定理 6.2. K は体で，その標数は素数 p であるとする．また，f(X) ∈ K[X] で f ′(X) = 0 を満たす
とする．すると，ある g(X) ∈ K[X] により f(X) = g(Xp) と表すことができる．逆に f(X) = g(Xp)
と書ければ f ′(X) = 0 である．

定義 6.3. K は体，L は K の代数拡大体であるとする．c ∈ L に対し K 上の c の最小多項式
を fc(X) ∈ K[X] とする．もし，fc(X) が重根を持たないならば c は K 上分離的 (separable) であ
るといい，もし，fc(X) が重根を持つならば c は K 上非分離的 (inseparable)であるという．また，
fc(X) = (X − c)n (∃n ∈ N)と書けるとき，cは K 上純非分離的であるという．(後で示すが，このとき
fc(X) = (X − c)pe

という形になる.)
L のすべての元が K 上分離的であるとき L は K の分離 (的)拡大であるとか，L は K 上分離的で

あるという．そうでないとき，L は K の非分離 (的)拡大であるとか，L は K 上非分離的であるとい
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う．K に属さない L のすべての元が K 上純非分離的であるとき，Lは K の純非分離 (的)拡大である
とか，L は K 上純非分離的であるという．L = K の場合も L は K 上純非分離的であるという．

例 6.4. 純非分理拡大の例を 1つ構成する．p は素数として，T を不定元 (Fp 上超越的な元)として，
K = Fp(T ), L = Fp(T 1/p) とおく．L = K(T 1/p) で T 1/p の K 上の最小多項式 f(X) ∈ K[X] は，
f(X) = Xp − T である．L[X] においては f(X) = (X − T 1/p)p なので，T 1/p は K 上純非分離的であ
る．L = K[X]/(f(X)) = K[T 1/p] でもあるので，L の元 y はある g(X) ∈ K[X] により y = g(T 1/p)
と書ける．g の係数 c ∈ Fp は cp = c を満たすので，(X − g(T 1/p))p = Xp − (g(T 1/p))p = Xp − g(T )
となる．よって，y ∈ L−K ならば y の K 上の最小多項式 fy(X) は fy(X) = Xp − g(T ) で L[X] で
は fy(X) = (X − g(T 1/p))p となる．よって，y は K 上純非分離的である．したがって，L は K の純
非分離拡大である．

定義 6.5. K は体とする．K の任意の代数拡大体 Lが K 上分離的であるとき，K は完全体 (perfect
field)であるという．K を K の代数閉包とする．もし，任意の元 a ∈ K が K 上分離的ならは K は完
全体である．よって，任意の K の有限次代数拡大体 K(a)が K 上分離的ならば，K は完全体である．

定理 6.6. 標数 0 の体 K は完全体である．

証明. K の非分離的代数拡大体 Lが存在して，c ∈ Lが K 上非分離的であったとする．c の K 上の
最小多項式を fc(X) ∈ K[X]とする．K の標数は 0だから f ′c(X) 6= 0である．fc(X)は (X − c)2 の倍
数だから f ′c(X) は X − c の倍数で，f ′c(c) = 0 である．これは f(X)が最小多項式であることに矛盾す
る．

命題 6.7. K は体，L は K の代数拡大体で，K の標数 p は素数であるとする．c ∈ L−K の K 上
の最小多項式を fc(X) とする．
(1) cが K 上非分離的ならば f ′c(X) = 0である．よって，ある gc(X) ∈ K[X]により fc(X) = gc(Xp)
と書ける．

(2) cが K 上純非分離的ならば，fc(X) = (X − c)pe

(∃e ∈ N)と書ける．

証明. (1) f ′c(X) 6= 0 と仮定し，g(X) = GCD(fc(X), f ′c(X)) ∈ K[X] とする．K[X] の中で g(X) は
fc(X) の約数であるが，fc(X) は K[X] で既約であるので，g(X) = 1 または g(X) = fc(X) である．
g(X) は f ′c(X) の約数であるが，deg f ′c(X) < deg fc(X) なので，g(X) = 1 である．他方，fc(c) = 0,
f ′c(c) = 0なので g(c) = 0であり，L[X]では g(X)は X − c の倍数である．これは g(X) = 1と矛盾す
る．よって，f ′c(X) = 0 である．

(2) fc(X) = g(Xp)と書け，fc(X) = (X− c)n で f ′c(X) = 0である．特に，nは pの倍数で，n = mp
(∃m ∈ N)と書ける．fc(X) = (X − c)pm = ((X − c)p)m = (Xp − cp)m なので，g(X) = (X − cp)m で
ある．これは cp の K 上最小多項式であるから，同じ理由で m は p の倍数である．この操作を繰り返
していけば，n = pe と書けることがわかる．

定理 6.8. 体 K の標数は素数 p であるとする．K が完全体であるための必要十分条件は，任意の
a ∈ K に対して bp = a を満たす b ∈ K が存在することである．

証明. K の代数閉包 L を取る．

(必要性) a ∈ K に対して bp = a となる b ∈ L を取ると，(X − b)p = Xp − bp = Xp − a なの
で，b ∈ L の K 上の最小多項式 fb(X) ∈ K[X] は L[X] において (X − b)p の約数である．よって，
fb(X) = (X − b)n (1 5 n 5 p)と書ける．b /∈ K とすると，n 6= 1であるが，これは K が完全体である
ことに矛盾する．

(十分性) 任意の a ∈ K に対して bp = a を満たす b ∈ K が存在するが，K は完全体でないと仮定
して矛盾を導く．K は完全体でないから，ある非分離的な b ∈ L−K が存在する．b の K 上の最小多
項式 fb(X) ∈ K[X] は f ′b(X) = 0 を満たす．よって，ある g(X) ∈ K[X] により fb(X) = g(Xp) と書
ける．g(X) = anXn + · · · + a1X + a0 ∈ K[X] とし，bp

i = ai (i = 0,. . ., n)を満たす bi ∈ K を取る．
h(X) = bnXn + · · ·+ b1X + b0 ∈ K[X] とおくと，(

h(X)
)n = bp

nXnp + · · ·+ bp
1X

p + bp
0 = g(Xp) = fb(X)
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となる．これは，fb(X)が K[X] で既約であることに矛盾する．

定理 6.9. 有限体は完全体である．

証明. K は標数 pの有限体とし，K の任意の有限次代数拡大体 Lを取る．Lも有限体である．#L = n
とするとき，L の任意の元は f(X) = Xn −X の根である．f(X) = Xn −X は f ′(X) = −1 6= 0 なの
で重根を持たない．よって，L は K 上分離的であり，K は完全体である．

定理&定義 6.10. p を素数，e ∈ N, q = pe, Fp を Fp の代数閉包とする．

Fq =
{
a ∈ Fp

∣∣ aq = a
}

は q個の元からなる有限体である．また，q個の元からなる有限体 K は Fq と同型である．

証明. a, b ∈ Fq のとき，(a+b)q = aq +bq = a+bだから a+b ∈ Fq である．同様に (ab)q = aqbq = ab
だから ab ∈ Fq である．a 6= 0 のとき，1/a = aq−2 ∈ Fq なので，Fq は体である．

f(X) = Xq −X ∈ Fp[X] は f ′(X) = −1 なので，f(X) = 0 は重根をもたず，全部で q 個の根を持
つ．よって，#Fq = q である．

K は q個の元からなる有限体とし，その代数閉包を K とする．Fp ⊂ K なので，K は Fp を含む代
数閉体であり，Fp の代数拡大体である．よって，K ∼= Fp である．a ∈ K は aq = a を満たすので，

K =
{
a ∈ K

∣∣ aq = a
}

であり，これは Fq と同型である．

7. 単純拡大

定義 7.1. K は体，Lは K の拡大体，Ωは L の代数閉包とする．ある a ∈ Lにより L = K(a) と書
けるとき，L は K の単純拡大であるとか単項拡大であるという．

M も K の拡大体であるとき，

MonK(L,M) :=
{
σ:L → M

∣∣ σ は中への同型写像で σ|K = idK

}

と書くことにする．MonK(L, L) = Aut(L/K) である．

補題 7.2. K は体，L は K の有限次代数拡大体で，ある a ∈ L により L = K(a) と書けると仮定す
る．Ω は L の代数閉包とする．a の K 上の最小多項式を fa(X) ∈ K[X] とし，fa(X) の Ω での根全
体を a1,. . ., am とおく．このとき，以下が成り立つ．
(1) # MonK(L, Ω) = mが成り立つ．
(2) aが K 上分離的であるための必要十分条件は，#MonK(L, Ω) = [L : K]が成り立つことである．

証明. (1) deg fa(X) = n とする．L = K(a) だから，L = K + Ka + Ka2 + · · · + Kan−1 であり，
[L : K] = n である．各 1 5 i 5 m に致し，σi ∈ MonK(K(a), K(ai)) を σi(a) = ai を満たすものとす
る．そのような σi は一意的に存在する．
勝手な τ ∈ MonK(L, Ω) を取る．fa(τ(a)) = τ(fa(a)) = 0だから，τ(a) = ai を満たす 1 5 i 5 mが

存在する．Lの元 y は y = c0 + c1a+ c2a
2 + · · ·+ cn−1a

n−1 (∃a1,. . ., ∃an−1 ∈ K)と書ける．τ(cj) = cj ,
τ(aj) = aj

i だから，
τ(y) = c0 + c1ai + c2a

2
i + · · ·+ cn−1a

n−1
i = σi(y)

となり，τ = σi となる．よって，MonK(L, Ω) =
{
σ1,. . ., σm

}
である．

(2) aが K 上分離的ならば，上の議論で，m = nである．よって，#MonK(L, Ω) = m = n = [L : K]
である．
また，aが K 上非分離的ならば，m < n だから，#MonK(L, Ω) = m < n = [L : K] である．

補題 7.3. K は体，Lは K の有限次代数拡大体で，ある K 上分離的な a, b ∈ Lにより L = K(a, b)
と書けると仮定する．すると，ある c ∈ L が存在して L = K(c) と書ける．また，L = K(c) を満たす
c ∈ L は K 上分離的である．
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証明. (1) K が有限体の場合．
L も有限体である．L× は巡回群なので，その生成元 (原始根) c を取る．すると，L = K(c) である．

(2) K が無限体の場合．
a, b の K 上の最小多項式を fa(X), fb(X) ∈ K[X] とおく．L の代数閉包 Ω における fa(X), fb(X)

の根全体をそれぞれ a1,. . . am (m = deg fa(X)), b1,. . . bn (n = deg fb(X))とおく．a1 = a, b1 = b と仮
定してよい．有限集合

{
bi − bj

ak − al
∈ Ω

∣∣∣∣ k 6= l ∈ {1,. . ., m}. i, j ∈ {1,. . ., n}
}

に含まれない K の元 e を取り，c = ae + b ∈ L とおく．g(X) := fb(c − eX) ∈ K(c)[X] とおくと，
g(a) = fb(c− ae) = fb(b) = 0. である．c/e = a + b/e = a1 + b1/eだから，

g(X) = fb(c− eX) =
n∏

i=1

(
(c− eX)− bi

)
= (−e)n

n∏

i=1

(
X − a1 − b1 − bi

e

)

である．e の選び方から i = 2 のとき．a1 + (b1 − bi)/e = aj (1 5 ∃j 5 m) となることはない．
よって，GCD(fa(X), g(X)) = X − a である．fa(X), g(X) ∈ K(c)[X] だから，その最大公約数も
X − a ∈ K(c)[X] となる．つまり，a ∈ K(c), b = c− ae ∈ K(c) である．よって，L = K(a, b) ⊂ K(c)
である．c ∈ L であったから L = K(c) となる．

(3) L = K(c) を満たす c ∈ L は K 上分離的であることを示す．
有限体は完全体であったから，K が無限体の場合に示せばよい．(2)の記号を用いる．
σ′i(a) = ai で定まる同型写像を σ′i:K(a) −→ K(ai) とすると，MonK(K(a), Ω) =

{
σ′1,. . ., σ′m

}
で

ある．σi ∈ MonK(L, Ω) で σi|K(a) = σ′i を満たすものが存在する．各 1 5 i 5 m に対し，そのよ
うな σi を 1つずつ選んでおく．ただし，σ1 = idL となるように選ぶ．b の K(a) 上の最小多項式を
gb(X) ∈ K(a)[X] とおくと，gb(X) は fb(X) の約数だから重根を持たず，b は K(a) 上分離的である．
l := deg gb(X) = [L : K(a)] とし，gb(X) の根は b1,. . . bl ∈ Ω (b1 = b)であるとしてよい．K(ai,
σi(b)) = σi(L)である．1 5 i 5 m, 1 5 j 5 l に対し τi,j ∈ MonK(ai)

(
σi(L), Ω)を，τi,j(σi(b)) = σi(bj)

で定める．σi(b) は K(ai) 上分離的だから，#MonK(ai)

(
σi(L), Ω) = [σi(L) : K(ai)] = [L : K(a)] = l

であって，MonK(ai)

(
σi(L), Ω) =

{
τi,1,. . ., τi,l

}
となる．よって，

MonK(L, Ω) ⊃ {
τi,j ◦ σi

∣∣ 1 5 i 5 m, 1 5 j 5 l
}

1©
である．τi,j ◦ σi = τk,l ◦ σk ならば (i, j) = (k, l) を示そう．ai = τi,j(ai) = τi,j(σi(a)) = τk,l(σk(a)) =
τk,j(ak) = ak より，i = k である．σi(bj) = τi,j(σi(b)) = τi,l(σi(b)) = σi(bl) より，j = l となる．した
がって，

#MonK(L, Ω) = ml = [K(a) : K] · [L : K(a)] = [L : K] = [K(c) : K]
となる．前補題より 5 なので，#MonK(L, Ω) = [K(c) : K] となる．よって，c は K 上分離的であ
る．

定理 7.4. K は体，Lは K の有限次代数拡大体とする．また，L の代数閉包を Ω とする．このとき，
以下の (1)～ (4)は同値である．
(1) L は K 上分離的である．
(2) 何個かの K 上分離的な元 a1,. . ., an ∈ Lが存在して，L = K(a1,. . ., an) と書ける．
(3) K 上分離的な元 aが存在して，L = K(a) と書ける．
(4) # MonK(L, Ω) = [L : K].

証明. (1) =⇒ (2)は自明．
(2) =⇒ (3)は，補題 7.3を用いて，n に関する帰納法で容易に証明できる．
(3) =⇒ (4)は，補題 7.2で証明した．

(4) =⇒ (1)を背理法で示す．
b ∈ L は K 上非分離的とする．L は K 上有限生成だから，ある a1,. . ., an ∈ L により，L = K(b,

a1,. . ., an) と書ける．#MonK(L, Ω) < [L : K] であることを，n に関する帰納法で示す．
n = 0，つまり L = K(b) の場合は補題 7.2で証明した．
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n = 1, M := K(b, a1,. . ., an−1) とし，#MonK(M , Ω) < [M : K] を仮定する．σ ∈ MonK(L, Ω) に
対し σ|M ∈ MonK(M , Ω) である．また，

#MonM (M(σ(an)), Ω) = # MonM (M(an), Ω) = MonM (L, Ω) 5 [L : M ]

である．補題 7.3の証明の (3)の部分の考察と同様にして，

#MonK(L, Ω) 5 #MonK(M, Ω)×#MonM (L, Ω) < [M : K] · [L : M ] = [L : K]

がわかる．

定理 7.5. K は体，L は K の代数拡大体とする．

Ks
L :=

{
a ∈ L

∣∣ a は K 上分離的
}

とおくと，Ks
L は K の分離拡大体，L は Ks

L の純非分離拡大体になる．

証明. (1) Ks
L が体であることを示す．0 6= a, b ∈ Ks

L に対し，前定理より K(a, b)は K 上分離的であ
る．よって，a + b, ab, 1/a も K 上分離的である．したがって a + b, ab, 1/a ∈ Ks

L で，Ks
L は体である．

Ks
L は K の分離拡大であることは自明．

(2) L は Ks
L の純非分離拡大であることを示す．

K の標数を p とし，c ∈ L − Ks
L の K 上の最小多項式を fc(X) ∈ K[X] とする．fc(X) は重根を

持つから，ある g1(X) ∈ K[X] により fc(X) = g1(Xp) と書ける．もし g1(X) も重根を持てば，あ
る g2(X) ∈ K[X] により g1(X) = g2(Xp) と書ける．以下，帰納的に gi(X) = gi+1(Xp) を満たす
gi+1(X) ∈ K[X] を取ることを繰り替えすと，ある e ∈ N のところで ge(X) は重根を持たなくなる (次
数が有限だから)．すると，f(X) = ge(Xpe

) と書ける．cpe

の最小多項式は ge(X) で，これは重根を持
たないから cpe ∈ Ks

L である．つまり，c の Ks
L 上の最小多項式は Xpe − cpe

= (X − c)pe

であり，cは
Ks

L 上純非分離的である．

定義 7.6. 上定理の Ks
L を K の L における分離閉包という．[Ks

L : K] を L の K 上の分離次数とい
い，[L : Ks

L] を L の K 上の非分離次数という．

定理 7.7. K は体，L は K の有限次代数拡大体で，Ω は L の代数閉包とする．#MonK(L, Ω) =
[Ks

L : K] (分離次数)が成り立つ．

証明. 補題 7.2からすぐわかる．

定理 7.8. K は体 L = K(a)が K の有限次代数拡大体ならば．K と Lの中間体の個数は有限である．

証明. M :=
{
M

∣∣ M は K と L の中間体
}
とおく．a の K 上の最小多項式を f(X) ∈ K[X] とす

る．M ∈ M を取り，a の M 上の最小多項式を fM (X) ∈ M [X] とする．fM (X) は f(X) の約数であ
る．f(X) の約数は有限個しかない．

fM (X) = fN (X) = Xn + cn−1X
n−1 + · · · + c0 (ci ∈ M ∩ N) とする．ここで n = [L : M ] であ

る．F := K(c0,. . ., cn−1) とおく．F ⊂ M である．fM (X) ∈ F [X] なので，F 上の a の最小多項式も
fM (X) である．よって，[L : F ] = deg fM (X) = n = [L : M ] なので，F = M となる．

N ∈ Mが fN (X) = fM (X)を満たせば，今の考察から N = F = M となる．よって，#Mは f(X)
の約数の個数以下である．

8. 正規拡大・ガロア拡大

定義 8.1. K は体とする．L が K の正規拡大であるとは，L が K の代数拡大体であって，任意の
a ∈ L に対し，a の K 上の最小多項式を fa(X) ∈ K[X] とするとき L[X] において fa(X)が 1次式の
積に因数分解できるこをいう．

L が K の正規拡大であって分離拡大であるとき，L は K のガロア拡大とか Galois拡大であると
いう．L が K のガロア拡大のとき，Aut(L/K) を Gal(L/K) とか G(L/K) とも書きガロア群という．
Gal(L/K) という記号は，暗に Lが K のガロア拡大であることを仮定しているときに用いる．
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定理 8.2. K は体，L = K(a1,. . ., an) は K の有限次代数拡大体とする．
(1) Lが K の正規拡大であるための必要十分条件は，各 i = 1,. . ., n に対し ai のすべての共役元が L
に属することである．

(2) L が K の正規拡大ならば，Ω を L の代数閉包とするときMonK(L, Ω) = Aut(L/K) である．ま
た，a ∈ L の K 上の共役元全体は

{
σ(a)

∣∣ σ ∈ Aut(L/K)
}
である．

(3) Lが K の有限次正規拡大ならば，L 内での K の分離閉包を Ks
L とするとき，Ks

L は K のガロア
拡大で，Aut(L/K) ∼= Gal(Ks

L/K) である．

証明. (1) 必要性は自明．十分性を示す．a1,. . ., an のすべての共役元が L に属するとする．ai の K
上の最小多項式を fi(X) ∈ K[X]とする．f(X) = f1(X) · · · fn(X)とおくと，Lは f(X) の最小分解体
である．
勝手な b ∈ Lと，その K 上の共役 b′ ∈ Ωを取る．ある σ ∈ MonK(L, Ω)により b′ = σ(b)と書ける．

σ(f(X)) = f(X)だから，σ(L) も f(X) の最小分解体である．最小分解体の一意性から σ(L) = Lとな
り，σ ∈ Aut(L/K) となる．特に，b′ = σ(b) ∈ L である．よって，L は K の正規拡大である．

(2)は上の証明と同様である．
(3) 定理 7.7から Aut(L/K) = MonK(L, Ω) = MonK(Ks

L, Ω) である．Ks
L は K の分離拡大だから，

ある a ∈ Ks
Lにより Ks

L = K(a)と書ける．σ ∈ Aut(L/K)に対し σ(a)も K 上分離的だから σ(a) ∈ Ks
L

である．よって，σ ∈ Aut(Ks
L/K) である．σ(a) ∈ Ks

L は a の任意の共役元が Ks
L の元であることを

意味するから，Ks
L は K の正規拡大で，ガロア拡大である．よって MonK(Ks

L, Ω) = Gal(Ks
L/K) で，

Aut(L/K) ∼= Gal(Ks
L/K) である．

定理&定義 8.3. L は体，P は L 内の素体とする．G ⊂ Aut(L/P ) は有限部分群とし．

LG :=
{
a ∈ L

∣∣任意の σ ∈ G に対して σ(b) = b
}

とおく．LG を Gによる Lの不変部分体という．このとき，Lは LG のガロア拡大で，G = Gal(L/LG)
が成り立つ．

証明. K = LG とおく．勝手な a ∈ L に対し Ha :=
{
σ ∈ G

∣∣ σ(a) = a
}
とし，Ha\G :=

{
Haτ

∣∣
τ ∈ G

}
の完全代表系を τ1,. . ., τr とする．ここで，r = |G/Ha| = #G/#Ha である．ai = τi(a)とおく

と，a1,. . ., ar が相異なる a のすべての L 内の共役元である．

fa(X) = (X − a1) · · · (X − ar) = Xr + c1X
r−1 + · · ·+ cr−1X + cr

とおく．ci は i 次の a1,. . ., ar の基本対称式の (−1)i 倍であるので，τj(ci) = ci が成り立つ．任意の
σ ∈ Ha に対して σ(ci) = ci を満たすから，任意の σ ∈ Gに対して σ(ci) = ci を満たす．K = LG なの
で ci ∈ K である．fa(a) = 0 で fa(X) ∈ K[X] だから，a の K 上の最小多項式は fa(X) の約数であ
るが，fa(X) の根 aj は a の K 上の共役だから，fa(X) が K 上の最小多項式になる．また，a の K
上の共役元は a1,. . ., ar 以外にない．勝手な a ∈ L の K 上のすべての共役元が L に含まれるから，L
は K の正規拡大である．fa(X)は重根を持たないから aは K 上分離的である．よって，Lは K の分
離拡大であり，L は K のガロア拡大である．
あと，G = Gal(L/K) を示せばよい．
今 [K(a) : K] を最大にするような a ∈ L を取る．上の考察から [K(a) : K] = deg fa(X) 5 #G

である．もし ∃b ∈ L − K(a) ならば，[K(a, b) : K] > [K(a) : K] である．a, b は K 上分離的だか
ら，定理 7.4より，ある c ∈ L により K(a, b) = K(c) と書ける．[K(c) : K] > [K(a) : K] で，こ
れは [K(a) : K] の最大性に矛盾する．したがって，K(a) = L である．特に，[L : K] 5 #G であ
る．他方，G ⊂ Aut(L/K) = Gal(L/K) だから，#G 5 #Gal(L/K) = [L : K] である．よって，
#G = # Gal(L/K) で，G = Gal(L/K) となる．

定理 8.4. L は K の有限次正規拡大体とする．Ks
L は L 内での K の分離閉包とする．また，

Ki
L :=

{
a ∈ L

∣∣ a は K 上純非分離的であるか，または a ∈ K
}

とおく．さらに，G := Aut(L/K) とおく．このとき，以下が成り立つ．
(1) Ki

L は体であり，Ki
L = LG が成り立つ．

(2) L は Ki
L のガロア拡大で，Gal(L/Ki

L) = Aut(L/K).
(3) [L : Ki

L] = [Ks
L : K], [L : Ks

L] = [Ki
L : K].
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(4) L は Ks
L ∪Ki

L を含む最小の体である．

証明. (1) F := LG とおく．前定理より，L は F のガロア拡大で，G = Gal(L/F ) である．
(i) F ⊂ Ki

L を示す．
∃a ∈ F −Ki

L と仮定する．aは K 上純非分離的でないから，a の K 上の最小多項式 fa(X) ∈ K[X]
は L 内に a 以外の根 b ∈ L を持つ．σ(a) = b を満たす σ ∈ Gが存在する．これは a ∈ LG であること
に矛盾する．よって，F ⊂ Ki

L である．
(ii) 逆に a ∈ Ki

L ならば，fa(X) は a 以外の根を持たないから，任意の σ ∈ G に対して σ(a) = a と
なるから，a ∈ LG = F で Ki

L ⊂ F である．以上より Ki
L = F であり，Ki

L は体である．
(2)は (1)と前定理からわかる．
(3) 上結果と定理 8.2(3)より，Gal(L/Ki

L) = Aut(L/K) ∼= Gal(Ks
L/K) である．よって，[L : Ki

L] =
[Ks

L : K] である．また，

[L : Ks
L] =

[L : K]
[Ks

L : K]
=

[L : K]
[L : Ki

L]
= [Ki

L : K]

である．
(4) Ks

L ∪Ki
L を含む L の最小の部分体を L0 とする．Lは Ks

L の純非分離拡大だから，Lは L0 の純
非分離的拡大である．L は Ki

L の分離拡大だから，L は L0 の分離的拡大である．よって，L0 = L で
ある．

定義 8.5. Ω は体で，K と L は Ω の部分体であるとする．Ω の中で K ∪ L を含む最小の部分体を
KL と書き，K と L で生成される体という．KL の元 x は，ある n ∈ N と，ある a1,. . ., an ∈ K と，
ある b1,. . ., bn ∈ L により，x = a1b1 + · · ·+ anbn と書ける．KL を K(L) とか L(K) と表すこともで
きる．また，K ∩ L は (素体を含む)体である．

定理 8.6. K は体，Ωは K の代数閉包で，体 L, M は K ⊂ L ⊂ Ω, K ⊂ M ⊂ Ωを満たすとする．L
が K の有限次ガロア拡大ならば，LM は M の有限次ガロア拡大で，

Gal(LM/M) ∼= Gal(L/(L ∩M)), [LM : M ] = [L : (L ∩M)]
が成り立つ．

証明. 定理 8.2より L は L ∩ M の有限次ガロア拡大でもあるので，K = L ∩ M の場合に証明す
れば十分である．ある a ∈ L により L = K(a) と書ける．a の K 上の最小多項式を fa(X) とし，
fa(X) の根全体を a1,. . ., an ∈ L (n = deg fa(X) = [L : K] とする．a の M 上の共役元は a1,. . .,
an の中に含まれる．必要なら添え字を付け替えて a1,. . ., ar が a の M 上の共役元全体であると仮定
してよい．LM = M(L) = M(K(a)) = M(a) で，a1,. . ., an ∈ L ⊂ M(a) なので，ML は M の
有限次ガロア拡大である．g(X) := (X − a1) · · · (X − ar) とおくと，g(X) が a の M 上の最小多項
式である．g(X) は fa(X) の約数である．g(X) の Xr−i の係数は a1,. . ., ar の i 次の基本対称式の
(−1)i 倍であるので L ∩M = K に含まれる．つまり g(X) ∈ K[X], g(a) = 0 で，fa(X) ∈ K[X] は
fa(a) = 0 を満たす K[X] 内の次数最小のモニック多項式であったから，g(X) = fa(X) となる．よっ
て，[LM : M ] = deg g(X) = deg fa(X) = [L : K] となる．

σ ∈ Gal(LM/M)を取る．x ∈ Lは x = c0+c1a+c2a
2+· · ·+cn−1a

n−1 (c0,. . ., cn−1 ∈ K)と書けるが，
σ(a) = aiとすると，σ(x) = c0+c1ai+c2a

2
i +· · ·+cn−1a

n−1
i ∈ Lとなる．よって，σ|L ∈ Gal(L/K)であ

る．ϕ: Gal(LM/M) −→ Gal(L/K)を ϕ(σ) = σ|L で定める．ϕが群の準同型写像であることはすぐわか
る．τ ∈ Gal(L/K)が τ(a) = aiを満たすとする．x ∈ LM = M(a)は x = b0+b1a+b2a

2+· · ·+bn−1a
n−1

(c0,. . ., cn−1 ∈ M)と書けるが，σ(x) = b0 +b1ai +b2a
2
i + · · ·+bn−1a

n−1
i ∈ Lで定まる σ ∈ Gal(LM/M)

を取れば ϕ(σ) = τ となる．よって，ϕは全射である．また，σ 6= σ′ ∈ Gal(LM/M)ならば σ(a) 6= σ′(a)
なので，ϕ は単射である．よって，ϕ は同型写像である．

9. ガロア理論の基本定理

K は体，L は K の代数拡大体とする．今 K と L の中間体全体の集合を

M(L/K) :=
{
M

∣∣ M は K と L の中間体
}
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と書くことにする．Lが K の正規拡大である場合に，M ∈ M(L/K) に対し，

H(M) :=
{
σ ∈ Aut(L/K)

∣∣任意の x ∈ M に対して σ(x) = x
}

とおく．また，Aut(L/K) の部分群全体の集合を

H(L/K) :=
{
H

∣∣ H は Aut(L/K) の部分群
}

と書くことにする．
さらに，一般に群 G について，H が G の正規部分群であるとき，G B H とか H C G と書くこと

にする．

定理9.1.(ガロアの基本定理) Kは体，Lは Kの有限次ガロア拡大であるとする．写像 Φ : M(L/K) −→
H(L/K) を Φ(M) = H(M) で定める．このとき，以下が成り立つ．
(1) Φ : M(L/K) −→ H(L/K) は全単射で，その逆写像は H ∈ H(L/K) に対し Φ−1(H) = LH ∈

M(L/K) で与えられる．また，Φ(M) = Gal(L/M) である．
(2) M ∈ M(L/K) に対し，M が K のガロア拡大であるための必要十分条件は H(M)が G の正規部
分群であることである．

(3) M ∈ M(L/K)が K の正規拡大であるとき，Gal(M/K) = Gal(L/K)/H(M)が成り立つ．
(4) M1, M2 ∈ M(L/K) に対して，以下が成り立つ．

(4-1) M1 ⊂ M2 ⇐⇒ H(M1) ⊃ H(M2).
(4-2) H(M1M2) = H(M1) ∩H(M2).
(4-3) H(M1 ∩M2) は H(M1) ∪H(M2) で生成される Gal(L/K) の部分群と一致する．
(4-4) σ ∈ Gal(L/K) に対し，H(σ(M)) = σ−1H(M)σ である．

証明. (1) Ψ : H(L/K) −→ M(L/K) を Ψ(H) = LG で定める．M ∈ M(L/K) を取る．L は
M のガロア拡大だから，定理 8.2より Φ(M) = H(M) = Gal(L/M) が成り立つ．また，Ψ(Φ(M)) =
Ψ(H(M)) = LH(M) = M である．
同様に，定理 8.2より，H ∈ H(L/K) に対して H = Gal(L/LH) = H(LH) = Φ(LH) = Φ(Ψ(H))が
成り立つ．よって，Ψ = Φ−1 で Φ は全単射である．

(2) M が K のガロア拡大ならば，a ∈ M の K 上の共役元は M に属するから，任意の σ ∈ Gal(L/K)
に対し σ(M) = M である．その逆も成り立つ．任意の τ ∈ H(M) は τ |M = idM を満たすから，
(σ−1τσ)|M = idM であり，σ−1τσ ∈ H(M) である．よって，H(M) C Gal(L/K) である．逆に，
H(M) C Gal(L/K) ならば，σ−1τσ ∈ H(M) から σ(M) = M が得られるので，M は K のガロア拡
大である

(3) M ∈ M(L/K)が Kの正規拡大であるとき，上で述べたように σ ∈ Gal(L/K)に対して σ(M) = M
であるから σ|M ∈ Gal(M/K) である ϕ : Gal(L/K) −→ Gal(M/K) を ϕ(σ) = σ|M で定めると，こ
れは群の準同型写像である．L = M(a) (∃a ∈ L), m := [L : M ] とするとき，勝手な元 x ∈ L は
L = c0 + c1a + c2a

2 + · · · + cm−1a
m−1 (∃c0,. . ., ∃cm−1 ∈ M) と書けるので，τ ∈ Gal(M/K) に

対して，τ(x) = τ(c0) + τ(c1)a + τ(c2)a2 + · · · + τ(cm−1)am で τ を定めれば，τ ∈ Gal(L/K) で
ϕ(τ) = τ が成り立つ．よって，ϕ は全射である．定義から Kerϕ = H(M) であるので，準同型定理に
より Gal(M/K) = Gal(L/K)/H(M)が成り立つ．

(4-1) は自明．
(4-2) H(M1M2) ⊂ H(M1), H(M1M2) ⊂ H(M2)は自明だから，H(M1M2) ⊂ H(M1) ∩H(M2) であ

る．⊃を示す．σ ∈ H(M1)∩H(M2)とする．M1M2 の元は z = x1y1 + · · ·+ xkyk (xi ∈ M1, yi ∈ M2)
という形に書ける．σ ∈ H(M1) より σ(xi) = xi, σ ∈ H(M2) より σ(yi) = yi なので，σ(z) = z が得ら
れる．よって，σ ∈ M(M1M2) で，H(M1M2) = H(M1) ∩H(M2) である．

(4-3) H(M1) ∪ H(M2) で生成される Gal(L/K) の部分群を H ′ とする．H(M1 ∩ M2) ⊃ H(M1),
H(M1 ∩M2) ⊃ H(M2) より H(M1 ∩M2) ⊃ H ′ である．⊂ を示す．M ′ := LH′

とおく．H ′ ⊃ H(M1)
より，M ′ = LH′ ⊂ LH(M1) = M1 である．よって，M ′ ⊂ M1 ∩M2. 他方 x ∈ M1 ∩M2 ならば，任意
の σ ∈ H ′ に対して σ(x) = x を満たすから，x ∈ LH′

= M ′ となる．よって，M ′ = M1 ∩M2 である．
したがって，H(M1 ∩M2) = H(M ′) = H ′.

(4-4) τ ∈ H(σ(M)) は，任意の x ∈ M に対して τ(σ(x)) = σ(x) を満たす．よって，σ−1τ(σ(x)) =
x だから，x ∈ σ−1H(M)σ である．つまり，H(σ(M)) ⊂ σ−1H(M)σ である．同様に，H(M) ⊂
σH(σ(M))σ−1 も証明できるので，(4-4)を得る．
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定義 9.2. K は体，Lは K の有限次ガロア拡大とする．Gal(L/K)がアーベル群のとき，Lは K の
アーベル拡大であるという．Gal(L/K)が巡回群のとき，L は K の巡回拡大であるという．

定義 9.3.(原始 n乗根) n は自然数，Ω は代数閉体とし，G :=
{
x ∈ Ω

∣∣ xn = 1
}
とおく．補題 3.8よ

り Gは積 (乗法)について巡回群になる．x ∈ Gが巡回群 G の生成元であるとき，xは 1の原始 n乗根
であるという．

p := charΩ > 0 で n = pem (m ∈ N で GCD(m, p) = 1)と表せるときは，Xn − 1 = (Xm − 1)pe

な
ので，1 の原始 n乗根は 1 の原始m乗根である．

定理 9.4. K は体，Lは Xn− 1の最小分解体であるとする．すると，Lは K のアーベル拡大である．
また，K の標数が 0であるか nと p := charK > 0が互いに素ならば，Gal(L/K) ∼= (Z/nZ)× である．

証明. n = pem の場合は，Xn − 1 = (Xm − 1)pe

だから，Xn − 1 が重根を持たない場合に証明す
ればよい．ζ ∈ L を 1 の原始 n 乗根とする．K(ζ) ⊂ L であるが，L は Xn − 1 の最小分解体だから
L = K(ζ) である．ζ は K 上分離的だから，L は K の分離拡大である．ζ の K 上の共役はすべて L
に属するので，Lは K の正規拡大であり，有限次ガロア拡大である．σ ∈ Gal(L/K)に対し σ(ζ) = ζk

を満たす k ∈ Zが存在するが，k は (Z/nZ)× の元と考えることができる．そこで，ϕ(σ) = k によって
ϕ: Gal(L/K) −→ (Z/nZ)× を定める．

τ ∈ Gal(L/K) が σ(ζ) = ζl を満たすとき，τσ(ζ) = ζkl なので ϕ 準同型写像である．σ 6= τ なら
ば ζk 6= ζl なので ϕ は単射である．また，k ∈ (Z/nZ)× ならば ζk も 1 の原始 n 乗根であるから，
σ(ζ) = ζk から誘導される σ ∈ MonK(L, Ω)は σ ∈ Gal(L/K) を満たす．そして，ϕ(σ) = k だから，ϕ
は全射である．したがって，Gal(L/K) ∼= (Z/nZ)× で，L は K のアーベル拡大である．

補題 9.5. K は体，Lは K の代数拡大体，Ωは Lの代数閉包とし，σ1,. . ., σn ∈ MonK(L, Ω)は相異な

る中への同型写像とする．また，c1,. . ., cn ∈ Ω−{0}とする．このとき，ある a ∈ Lで，
n∑

i=1

ciσi(a) 6= 0

を満たすものが存在する．

証明. x ∈ L に対し ϕ(x) :=
n∑

i=1

ciσi(x) ∈ Ω として，写像 ϕ:L → Ω を定める．ϕ は K-線形写像で

ある．ϕがゼロ写像でないことを n に関する帰納法で証明する．
もし，n = 1 ならば，σ1 は単射で c1 6= 0 だから，ϕ = c1σ1 はゼロ写像でない．
n = 2 とする．ϕがゼロ写像だと仮定して矛盾を導く．σ1(b) 6= σ2(b) となる b ∈ Lがある．

0 = ϕ(bx) =
n∑

i=1

ciσi(bx) =
n∑

i=1

ciσi(b)σi(x)

なので，

0 = σ1(b)
n∑

i=1

ciσi(x)−
n∑

i=1

ciσi(b)σi(x) =
n∑

i=2

(
σ1(b)− σi(b)

)
ciσi(x)

となる．c′i := (σ1(b) − σi(b))ci とおくと，ψ(x) :=
n∑

i=2

c′iσi(x) で定まる ψ:L → Ω がゼロ写像になる．

ここで，c′2 6= 0 である．これは，帰納法の仮定に矛盾する．

定理 9.6. K は体，L は K の巡回拡大体で Gal(L/K) ∼= Z/nZ とする．p := charK は，p = 0 であ
るか GCD(p, n) = 1 を満たすとする．また，K はすべての 1 の n 乗根を含むとする．このとき，ある
元 a ∈ L で L = K(a) かつ a の K 上の最小多項式 fa(X)が fa(X) = Xn − b (∃b ∈ K)という形であ
るものが存在する．言い替えれば，L = K( n

√
b ) と書ける．

証明. σ は巡回群 Gal(L/K) の生成元であるとする．j ∈ Z に対し σj が定義される．ζ ∈ K を 1 の
原始 n 乗根とする．σ ∈ Gal(L/K) だから σ(ζ) = ζ である．x ∈ L に対して，

g(x) :=
n−1∑

i=0

ζiσi(x) ∈ L
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とおく．ただし，σ0 = idL である．また，

ζσ(g(x)) = ζσ

(
n−2∑

i=0

ζiσi(x)

)
+ ζσ(ζn−1σn−1(x)) =

n−2∑

i=0

ζi+1σi+1(x) + ζnσn(x)

=
n−1∑

i=1

ζiσi(x) + x = g(x) 1©

となる．σi = σi−1, ci = ζi として前補題を適用すると，g(ω) =
n∑

i=1

ciσi(ω) 6= 0 を満たす ω ∈ L が

存在する．a := g(ω) ∈ L とおく． 1©より σ(ζa) = σ(ζg(ω)) = g(ω) = a なので，σ(a) = ζ−1a であ

る．σi(a) = ζ−ia なので，a の K 上の共役元全体は a, ζa, ζ2a,. . ., ζn−1a である．ε :=
n−1∏

i=0

ζi とおく．

ε2 = (ζn)n−1 = 1 なので，ε ∈ {±1} である．b′ :=
n−1∏

i=0

ζia = εan ∈ L, b = εb′ とおけば，a の K 上の

最小多項式は Xn − b である．[K(a) : K] = [L : K] なので L = K(a) である．

10. 円分多項式

可換整域 R において，0 でも可逆元でもない R の任意の元が有限個の素元の積に表せるとき，R は
UFD(素元分解整域)であるといった．RがUFDとき f(X) = anXn+an−1X

n−1+· · ·+a1X+a0 ∈ K[X]
に対し，a0,. . ., an で生成される Rのイデアルを cont(f)と書くことにする．Rが UDFで cont(f) = R
のとき，f は原始的 (primitive)であるという．

定理 10.1.(ガウスの補題) R は UFD，f(X), g(X) ∈ R[X] とする．また，K = Q(R) (分数体)と
する．
(1) f(X) と g(X)が原始的ならば，f(X)g(X) も原始的である．
(2) f(X), g(X) ∈ R[X] で g(X) は原始的であるとする．ある h(X) ∈ K[X] が存在して f(X) =

g(X)h(X) と K[X] 内で因数分解できるならば h(X) ∈ R[X] である．
(3) f(X) ∈ R[X] は原始的で R[X] 内で既約ならば，K[X] でも既約である．
(4) f(X) ∈ R[X] はモニック多項式，g(X), h(X) ∈ K[X] はモニック多項式で f(X) = g(X)h(X) を
満たすならば，g(X), h(X) ∈ R[X] である．

(5) f(X) ∈ R[X]がモニック多項式で，α ∈ K が f(α) = 0 を満たせば α ∈ R である．

証明. (1) cont(fg) 6= R ならば，cont(fg) ⊂ pR となる R の素元 p が存在する．f(X) =
n∑

i=0

aiX
i,

g(X) =
m∑

i=0

biX
iとする．cont(f) /∈ pRだから，pの倍数でない aiが存在する．そのような aiの中で iが

最小なものを ak とする．bl /∈ pRも同様に選ぶ．f(X)g(X)の Xk+l の係数 ck+lは，ck+l =
∑

i+j=k+l

aibj

— 1©によって得られる．i < k のとき ai ∈ pR, j < l のとき bj ∈ pR だから， 1©の右辺に現れる akbl

以外の aibj は pR に属し，akbl /∈ pR なので，ck+l /∈ pR である．他方 cont(fg) ⊂ pR より ck+l ∈ pR
であり，矛盾する．

(2) h(X) =
l∑

i=0

ci

di
Xi (ci, di ∈ R で (ci, di) = R)とし，α := LCM(d0,. . ., dl) ∈ R とする．すると，

αh(X) ∈ R[X]である．また，βR = cont(αh(X))を満たす β ∈ Rを取る．h0(X) := (α/β)h(X) ∈ R[X]
で，h0(X) は原始的である．γR = (α, β) を満たす γ を取り，α = γα′, β = γβ′ (α′, β′ ∈ R) と約分し
ておく．α′f(X) = β′g(X)h0(X) である．もし，α′R 6= R ならば α′R ⊂ pR となる素元 pがある．β′,
g(X), h0(X)は pの倍数であったが，β′ は α′ と互いに素で，g(X)と h0(X)は原始多項式だから，pの
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倍数にはならない．よって，α′ は Rの可逆元で，f(X) = g(X)((β′/α′)h0(X)), ((β′/α′)h0(X)) ∈ R[X]
となる．

(2) g(X), h(X) ∈ R[X] は g(X)R[X] 6= R[X], h(X)R[X] 6= R[X] を満たし，f(X) = g(X)h(X) で
あるとする．

(3) f(X) = g(X)h(X) (g(X), h(X) ∈ K[X]は 1次以上の多項式)とする．原始多項式 g0(X), h0(X) ∈
R[X] と，GCD(a, b) = 1 を満たす a, b ∈ R により，bf(X) = ag0(X)h0(X) と書ける．もし，bR 6= R
ならば bR ⊂ pR となる素元 p を取ると，(2)の議論のように a, cont(g0), cont(h0) のいずれかは p の
倍数になって矛盾する．よって，1/b ∈ R で，f(X) は R[X] でも可約になる．

(4) (3)の証明のように，bf(X) = ag0(X)h0(X)と表す．ここで，g0(X), h0(X) ∈ R[X]は原始的，a,
b ∈ R で GCD(a, b) = 1 とする．(3)と同じ議論で 1/b ∈ R が得られるから，b = 1 としてよい．する
と，f(X) = ag0(X)h0(X) の最高次の項を比較すれば，a も R の可逆元 (a = 1 としよう)で，g0(X),
h0(X) もモニック多項式になる．

(5) f(X) = (X − α)g(X) (∃g(X) ∈ K[X])と書ける．(4)より，X − α, g(X) ∈ R[X] である．

上の補題から Xn − 1 ∈ Q[X] の素因数分解は Z[X] の中で与えることができる．その既約因子につい
て考察する．ζn = exp(2πi/n) は C 内での 1 の原始 n 乗根とする．k ∈ Z に対して，その nZ を法と
する同値類を k ∈ Z/nZ とするとき，ζn

n = 1 だから，ζk
n = ζk

n と定義することができる．

(Z/nZ)× =
{
k

∣∣ k ∈ Z, GCD(k, n) = 1
}

である．また，ϕ(n) をオイラーのファイ関数とするとき，#(Z/nZ)× = ϕ(n) であった以後，k は単に
k ∈ Z/nZ と書く．

{
ζk
n

∣∣ k ∈ (Z/nZ)×}が C 内の 1 の原始 n 乗根全体の集合である．

定義 10.2.(円分多項式)
Φn(X) :=

∏

k∈(Z/nZ)×
(X − ζk

n) ∈ C[X]

とし，これを円分多項式という．

定理 10.3. n ∈ N とし，n の正の約数全体の集合を D(n) とする．
(1) Φn(X) ∈ Z[X] で，Φn(X) は Q[X] で既約である．
(2)

∏

d∈D(n)

Φd(X) = Xn − 1 である．

証明. (1) ζn の Q 上の共役元全体は
{
ζk
n

∣∣ k ∈ (Z/nZ)×} なので，Φn(X) は Q 上の ζn の最小多項
式である．よって，Φn(X) ∈ Q[X]で，Φn(X)は Q[X]で既約である．Φn(X)は Xn − 1 ∈ Z[X] の約
数でモニックなので，ガウスの補題より Φn(X) ∈ Z[X] であって，Z[X] で既約である．

(2) C 内の 1 の原始 d 乗根全体の集合を R(d) とおくと，
⋃

d∈D(n)

R(d) =
{
ζk
n

∣∣ 0 5 k < n
}

=
{
a ∈ C ∣∣ an = 1

}

である．また，d1 6= d2 ∈ D(n) のとき R(d1) ∩ R(d2) = φ である．Φd(X) の根全体は R(d) であるの
で，結論を得る．

この定理の (2)を使って計算すると，

Φp(X) = Xp−1 + Xp−2 + · · ·+ X + 1 (p は素数)
Φ4(X) = X2 + 1
Φ6(X) = X2 −X + 1
Φ8(X) = X4 + 1
Φ9(X) = X6 + X3 + 1
Φ10(X) = X4 −X3 + X2 −X + 1
Φ12(X) = X4 −X2 + 1
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となる．

定理 10.4. R は可換環，S = R[X1,. . ., Xn] とし，1 5 r 5 n に対し，

sr :=
∑

i1<i2<···<ir

Xi1Xi2 · · ·Xir

とおく，sr を X1,. . ., Xn の r 次の基本対称式といった．
n∏

i=1

(T −Xi) = Tn − s1T
n−1 + s2T

n−2 + · · ·+ (−1)n−1sn−1T + (−1)nsn

である．いま，f(X1,. . ., Xn) ∈ R[X1,. . ., Xn] が X1,. . ., Xn の対称式ならば，ある g(X1,. . ., Xn) ∈
R[X1,. . ., Xn]が存在して，

f(X1, . . . , Xn) = g(s1, . . . , sn)
と書ける．

証明. 多項式の項を次数付き辞書式順序で順序付けして考える．つまり，Xi1
1 · · ·Xin

n に対して，非負
整数の組 (i1 + · · ·+ in, i1, i2,. . ., in) を辞書式順序で考えて項の次数の大小を比較する．

f の次数付き辞書式次数に関する超限帰納法で証明する．次数最小の対称式は定数多項式だから，こ
の場合，定理は自明である．

f は定数多項式でない対称式とする．f に現れる次数付き辞書式順序で次数最大の項を g = aXi1
1 · · ·Xin

n

とする．次数付き辞書式順序の定義から i1 = i2 = · · · = in である．

h = si1−i2
1 si2−i3

2 · · · sin−1−in

n−1 sin
n

とおく．h の次数最大の項は Xi1
1 · · ·Xin

n なので，これは g の次数と一致している．よって，f − ah の
次数は f の次数より次数付き辞書式順序で真に小さい．帰納法の仮定より f − ah は s1,. . ., sn の多項
式で表せる．

参考 10.5. R はネーター可換環とする．f ∈ R[X1,. . ., Xn] に対し，

f = f(X1, . . . , Xn) =
d1∑

i1=0

· · ·
dn∑

n1=0

ai1,...,an
Xi1

1 · · ·Xin
n (ai1,...,in

∈ R)

に現れるすべての係数 ai1,...,in
で生成される R のイデアルを cont(f) と書くことにする．すると，f ,

g ∈ R[X1,. . ., Xn] に対し以下が成り立つ．

cont(fg) ⊂ cont(f) cont(g) ⊂
√

cont(fg)

証明. f , g の項を辞書式順序で並べて，多重指数で f(X) =
∑

i

aiX
i, g(X) =

∑

i

biX
i と表わしてお

く．つまり i = (i1,. . ., in) で Xi = Xi1
1 · · ·Xin

n .

(1) cont(fg) ⊂ cont(f) cont(g) を示す．f の係数全体を
{
ai

∣∣ i ∈ I
}
，g の係数全体を

{
bj

∣∣ j ∈ J
}

とすると，fg の項の係数 c は何個かの aibj の和である．ai ∈ cont(f), bj ∈ cont(g) なので，c ∈
cont(f) cont(g) である．よって cont(fg) ⊂ cont(f) cont(g) である．

(2) cont(f) cont(g) ⊂
√

cont(fg)を示す．cont(fg) = q1∩· · ·∩qr を準素イデアル分解とし，pi :=
√

qi

とする．cont(f) cont(g) 6⊂
√

cont(fg) = p1 ∩ · · · ∩ pr ならば，cont(f) cont(g) 6⊂ pm となる m が存在
する．p := pm は素イデアルだから，cont(f) 6⊂ p, cont(g) 6⊂ p である．ai /∈ p, bj /∈ p となる最小の
i = (i1,. . ., in), j = (j1,. . ., jn) を取る．k = i + j = (i1 + j1,. . ., in + jn) とおくと，fg の Xk の係数
ck は，ck =

∑

i′+j′=k

ai′bj′ — 1©によって得られる．i′ < i のとき ai′ ∈ p, j′ < j のとき bj′ ∈ p だから，

1©の右辺に現れる aibj 以外の ai′bj′ は p に属し，aibj /∈ p なので，ck /∈ p である．他方 cont(fg) ⊂ p
より ck+l ∈ p であり，矛盾する．

★ 有限体のガロア理論.
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K を有限体とし，p = charK とする．ある e ∈ Nにより，#K = pe と書け，K ∼= Fpe であった．そ
こで，q = pe とし，K = Fq の場合を考える．Ω を Fq の代数閉包とする．

Fq =
{
x ∈ Ω

∣∣ xq = q
}

であった．
写像 F :Fq → Ω を x ∈ Fq に対し F (x) = xp で定義する．F (x + y) = xp + yp = F (x) + F (y),

F (xy) = F (x)F (y)なので，F は中への同型写像である．また，x ∈ Fq のとき (xp)q = (xq)p = xp ∈ Fq

なので，F (Fq) ⊂ Fq で，F は同型写像 F :Fq → Fq と考えられる．この F (x) = xp で定義される写像
F :Fq → Fq をフロベニウス写像という．

定理 10.6. q = pe のとき，Fq は Fp のガロア拡大で，Gal(Fq/Fp)は F で生成される巡回群 Z/eZで
ある．

証明. 有限体は完全体だったので，Fq は Fp の分離拡大である．F×q は巡回群なので，その生成元を
a とすれば，Fq = Fp(a) である．a の Fp 上の最小多項式 fa(X) は Xq−1 − 1 の約数で，a の Fp 上の
共役元 bは fa(b) = 0,したがって bq−1 = 1を満たす. 特に，b = ak ∈ Fq (∃k ∈ N)である．よって，Fq

は Fp の正規拡大で，ガロア拡大になる．
c ∈ Fp ならば F (c) = cだから F ∈ Gal(Fq/Fp)である．#Gal(Fq/Fp) = [Fq : Fp] = eである．また，

id(a) = a, F (a) = ap, F 2(a) = ap2
, F 3(a) = ap3

,. . . F e−1(a) = ape−1
は相異なる元だから，Gal(Fq/Fp)

は F で生成される巡回群である．

系 10.7. q1 = pe, q2 = qf
1 (e, f ∈ N)のとき，Fq2 は Fq1 のガロア拡大で，Gal(Fq2/Fq1) は F e で生

成される巡回群 Z/fZ である．

11. 方程式の可解性

定義 11.1. K は体，f(X) = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 ∈ K[X]とする．Lは K 最小分解体

とする．f(a) = 0 を満たす a ∈ Lが，a0,. . ., an−1 と四則 +, −, ×, ÷ と根号 k
√ (k はいろいろな自

然数) と定まった整数 のみを用いた式で表せるとき，aは K 上根号表示できるという．f(X) のすべて
の根が K 上根号表示できるとき f(X) = 0 は代数的に解けるとか，f(X) は K 上可解であるという．

aが K 上根号表示できる，という定義を，拡大体の言葉で言い替えておく．a0,. . ., an−1 ∈ K のとき，
a0,. . ., an−1 の有理式で表せる元は K に属するから，この段階では体の拡大は生じない．b ∈ K に対し
k
√

b を取ると K( k
√

b ) が k
√

b と K を含む最小の体である．したがって，a が K 上根号表示できるため
の必要十分条件は，巡回拡大体の列 K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kr ⊂ Lで，任意の 1 5 i 5 r に対してある
ki ∈ Nと bi ∈ Ki−1 が存在して Ki = Ki−1( ki

√
bi )となり，a ∈ Kr となることである．この拡大体の列

が Kr = L を満たすようにとれることが，f(X)が代数的に解けるための必要十分条件である．
拡大体の列 K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kr = L で，任意の 1 5 i 5 r に対して Ki = Ki−1( ki

√
bi )

(∃ki ∈ N, ∃bi ∈ Ki−1)を満たすものが存在するとき，L は K の巾根拡大であるという．

定理 11.2. K は標数 0 の体で，ζn は 1 の n 乗根とする．
(1) ζn は K 上根号表示できる．
(2) Xn − 1 の最小分解体 L は K の巾根拡大である．

証明. (1) K2 = Qとし，3 5 m 5 nに対して Km = Km−1(ζm)として，Q = K2 ⊂ K3 ⊂ K4 ⊂ · · · ⊂
Kn を作る．Km は Km−1(ζm)のガロア拡大である．Gal(Km/Km−1)は Gal(Q(ζm)/Q) ∼= (Z/nZ)× の
部分群だから，Gal(Km/Km−1)は巡回群の直和に書ける．このとき，Gal(Km/Km−1) の任意の直和因
子 Gは，その位数 #Gが [Km : Km−1] の約数で，特に m 以下である．k < mに対して Km−1 は 1の
原始 k乗根を含んでいて，Km は 1の原始m乗根を含んでいるから，KG

m は 1の原始 (#G)-乗根を含
んでいる．Km−1 ⊂ Km を巡回拡大になるように細分すると，体の列 Q = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mr = Kn

で，各 i = 1,. . ., r に対し Mi が Mi−1 の巡回拡大であり，mi := [Mi : Mi−1] とおくとき，Mi が 1 の
原始 mi 乗根を含むようなものが構成できる．
すると定理 9.6より，Mi = Mi−1( mi

√
bi ) となる bi ∈ Mi−1 が存在する．したがって，Kn は Q の巾

根拡大である．特に，ζn ∈ Kn は Q 上で根号表示できる．こでは L 上での根号表示でもある．
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(2) Q 上の Xn − 1 の最小分解体を M ′ とすると，(1) の結果から M ′ は Q の巾根拡大である．
Q = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kr = M ′ ⊂ L で，Ki = Ki−1( ki

√
bi ) となる列が存在する．L0 = K,

Li = Li−1( ki
√

bi ) とおく．すると K = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Lr = L となる．よって，L は K の巾根拡大
である．

命題 11.3. K は標数 0 の体，Xn − a ∈ K[X] は既約であると仮定する．また，ζn は 1 の原始 n 乗
根とする．このとき， n

√
a の K(ζn) 上の最小多項式は，Xm − b (∃b ∈ K(ζ) で m は n の約数)という

形である．

証明. n
√

a の K 上の共役が ζi
n

n
√

a (i ∈ (Z/nZ)×)という形であることからすぐわかる．

定義 11.4. 一般に群 G (演算は積とする)に対し，
{
a−1b−1ab

∣∣ a, b ∈ G
}
を含む G の最小の部分群

を G の交換子群といい [G, G] で表す．
G0 := G, Gi+1 := [Gi, Gi] (i = 0)で G0 ⊃ G1 ⊃ · · · を定義するとき，ある r ∈ N が存在して

Gr = {1} となるばらば，G は可解群であるという．G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gr = {1} を G の可解列と
いう．

命題 11.5. G は群とする．
(1) [G, G] C G である．
(2) G/[G, G] はアーベル群である．
(3) 正規列 G = G0 B G1 B · · · B Gr = {1} で，各 i = 1,. . ., r に対して Gi−1/Gi がアーベル群になる
ものが存在すれば，G は可解群である．

(4) N C G で，G/N と N が可解群ならば，G も可解群である．
(5) G が有限可解群ならば，正規列 G = G0 B G1 B · · · B Gr = {1} で，各 i = 1,. . ., r に対して

Gi−1/Gi が巡回群になるものが存在する．

証明. a, b ∈ G に対し，[a, b] := a−1b−1ab と書く．

(1) a, b, c ∈ G のとき，a′ = c−1ac, b′ = c−1bc とおくと，c−1[a, b]c = [a′, b′] だから．

(2) ba = abb−1a−1ba = ab[b, a] ∈ ab[G, G] である．よって，ba[G, G] = ab[G, G] で，G/[G, G] は
アーベル群である．

(3) πi:Gi−1 −→ Gi−1/Gi を自然な全射とする．πi([Gi−1, Gi−1]) 6= {1} とすると，ある a, b ∈ Gi−1

で [a, b] /∈ Gi となるものが存在する．つまり，πi(a−1b−1ab) 6= 1 なので，πi(a)πi(b) 6= πi(b)πi(a) とな
る．これは Gi−1/Gi がアーベル群であることに矛盾する．よって，[Gi−1, Gi−1] C Gi である．

N0 := G, Ni := [Ni−1, Ni−1] (i = 1)で正規列 G = N0 B N1 B · · · を定める．Ni−1 ⊂ Gi−1 ならば，
Ni = [Ni−1, Ni−1] ⊂ [Gi−1, Gi−1] = Gi なので，iに関する帰納法で，Ni ⊂ Gi が証明できる．よって，
Nr = {1} で，G は可解群である．

(4) π:G → G/N を自然な全射とする．H0 := G/N , Hi+1 = [Hi, Hi] (i = 0)とするとき，ある m ∈ N
で Hm = {1} となる．Ni := π−1(Hi) とおくと，G = N0 B N1 B · · · B Nm = N で，各 i = 1,. . ., m
に対して Ni−1/Ni がアーベル群になる．これに N の可解列をつなげば，(3)を満たす G の正規列が得
られる．

(5) 有限アーベル群の構造定理からわかる．

定理 11.6. K は標数 0 の体，L は K の有限次ガロア拡大体とする．Lが K の巾根拡大であるため
の必要十分条件は，Gal(L/K)が可解群であることである．

証明. (1) G := Gal(L/K)が可解群ならば L は K の巾根拡大であることを示す．
G0 := G, Gi+1 := [Gi, Gi] とし，G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gr = {1} と仮定する．r に関する帰納法で証明

する．

(1-1) r = 1 の場合．
G/[G, G] はアーベル群で，[G, G] = {1} なので，G はアーベル群である．有限アーベル群の構造定

理より，G の (正規)部分群の列 G = H0 B H1 B · · · B Gm = {1} で，Hi−1/Hi (1 5 ∀ 5 m)が巡
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回群であるようなものが存在する．Mi := LHi とおくと，定理 9.6より，Mi = Mi−1( ni
√

bi ) (∃ni ∈ N,
∃bi ∈ Mi−1)と書ける．M0 = L, Mm = L なので，L は K の巾根拡大である．

(1-2) r = 2 の場合．
Li = LGi とおく．r = 1 の場合の結果から，Li は Li−1 の巾根拡大である．よって，L は K の巾根
拡大である．

(2-1) L = K( n
√

a ) (a ∈ K)ならば，G := Gal(L/K)が可解群であることを証明する．
ζn を 1 の原始 n 乗根とすると， n

√
a の K 上の共役は ζi

n
n
√

a という形なので，L/K がガロア拡大な
らば ζi

n
n
√

a ∈ L である．K(ζn) は K のアーベル拡大なので，H1 := Gal(K(ζn)/K) はアーベル群であ
り，[H1, H1] = {1} だから可解群である．

n
√

a の K(ζn) 上の最小多項式は，Xm − b (∃b ∈ K(ζ))という形であったので，L = K(ζn)( m
√

b ) で
ある．よって，H2 := Gal(L/K(ζn)) ∼= Z/mZ である．H2 は G の正規部分群で，G/H2

∼= H1 である．
前命題より，G は可解群である．

(2-2) Lが K の巾根拡大ならば，G := Gal(L/K)が可解群であることを，[L : K] に関する帰納法で
証明する．[L : K] = 2 の場合は (2-1)からわかる．

K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kr = L, Ki = Ki−1( ki
√

bi ) となる巡回拡大の列がある．n = k1, b = b1 ∈ K
とおくと，K1 = K( n

√
b ) である． n

√
b の K 上の共役は ζi

n
n
√

a という形なので，M := K1(ζn)は K の
ガロア拡大で，巾根拡大である．M = Lならば，(2-1)の場合に帰着される．そこで，M $ L の場合を
考える．帰納法の仮定から，H := Gal(M/K) は可解群である．

Mi = Mi−1( ki
√

bi ) とおくと，M = M1 ⊂ M2 ⊂ · · · ⊂ Mr = L なので，L は M のガロア拡大で巾根
拡大である．よって，帰納法の仮定から N := Gal(L/M) も可解群である．また，N は G の正規部分
群で，G/N ∼= H である．前命題から，G は可解群である．

12. 5次以上の方程式

まず，可解群についてのいくつかの定理を述べておく．

定理 12.1. Gが可解群ならば，G の部分群 H も可解群である．

証明. G = G0 B G1 B · · · B Gr = {1} を G の可解列とする．Hi := H ∩Gi とおく．各 1 5 i 5 r に
対して．Gi C Gi−1 より Hi C Hi−1 である．同型定理より，

Hi−1/Hi = Hi−1/(Gi ∩Hi−1) ∼= Hi−1Gi/Gi ⊂ Gi−1/Gi

で，Gi−1/Gi がアーベル群なので Hi−1/Hi もアーベル群である．よって，H も可解群である．

自然数 n に対し Xn :=
{
1, 2,. . ., n

}
とし，

Sn :=
{
σ

∣∣ σ:X → X は全単射
}

An :=
{
σ ∈ Sn

∣∣ sign(σ) = 1
}

とおく．ここで，sign(σ) は置換 σ の符号である．Sn を n 次対称群, An を n 次交代群といった．

定理 12.2.
(1) n 5 4 のとき，Sn, An は可解群である．
(2) n = 5 のとき，Sn, An は可解群でない．

証明. (1) n 5 4 のとき Sn と An は S4 の部分群であるので，S4 が可解群であることを示せばよい．
1 5 i < j 5 4 に対して (i, j) ∈ S4 は i と j の互換を表すとし，

V4 :=
{
idX4 , (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}

とすると，S4 B A4 B V4 B {1} で，S4/A4
∼= Z/2Z, A4/V4

∼= Z/3Z, V4/{1} = V4
∼= Z/2Z⊕ Z/2Z で

ある．よって，S4 は可解群である．

(2) n = 5 のとき Sn と An は A5 を部分群として含むので，A5 が可解群でないことを示せばよい．
(i, j) = (1, i)(1, j)(1, i) ∈ S5 で，A5 の元は偶数個の互換の積で表せるから，A5 の元は (1, i)

(2 5 i 5 5)という形の互換偶数個の積で表せる．
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1 5 i < j < k 5 5に対し，(i, j, k) ∈ A5 は i, j, k の巡回置換 (i → j, j → k, k → i. これは偶置換で
ある) を表すとする．(1, 2)(1, j) = (1, 2, j)2, (1, i)(1, j) = (1, 2, i)(1, 2, j)2 だから，A5 は (1, 2, 3)
と (1, 2, 4) と (1, 2, 5) で生成される．
今，i, j, k は 3, 4, 5 の置換であるとする．巡回置換は偶置換だから，σ := (k, i, i) ∈ A5, τ := (j, 2,

k) ∈ A5 である．ところが，

[σ, τ ] = σ−1τ−1στ = (1, i, k)(k, 2, j)(k, i, 1)(j, 2, k) = (1, 2, k)

である．したがって，[A5, A5] = A5 である．よって，A5 は可解群でない．

定理 12.3. ω1,. . ., ωn ∈ C は Q 上 1次独立とし，ω1,. . ., ωn の k 次の基本対称式を ck ∈ C とする．
K := Q(c1,. . ., cn), L := Q(ω1,. . ., ωn) とおく．すると，L は K のガロア拡大で，Gal(L/K) ∼= Sn で
ある．

証明. σ ∈ Sn に対して σ(ωi) = ωσ(i) で，a ∈ Q に対しては σ(a) = a と定めて Sn を L に作用さ
れる．σ は ω1,. . ., ωn の置換とみなせ，Aut(L/K) の元とみなせる．M := LSn , R := Q[ω1,. . ., ωn] と
おく．

M = Q
(
RSn

)
を示す．⊃ は自明なので ⊂ を示せばよい．M の元 x を取る．x = f/g (f , g ∈ R)

と表せる．h :=
∏

σ∈Sn−{id}
σ(g) とおくと σ(gh) = gh である．f/g ∈ LSn だから σ(f/g) = f/g であ

り，σ(gh) = gh とあわせて σ(fh) = fhが得られる．よって，x = (fh)/(gh) (fh, gh ∈ RSn) なので，
M = Q

(
RSn

)
である．他方，対称式は基本対称式の多項式で表せるから，RSn = Q[c1,. . ., cn]である．

よって，M = Q
(
Q[c1,. . ., cn]

)
= K である．LSn = K だから，定理 8.3より，L は K のガロア拡大

で，Sn = Gal(L/K)が成り立つ．

体 Qで考えるとき，上の定理は，5次以上の方程式については，(根号と四則のみを用いた)解の公式
が存在しないことを意味する．f(X) = Xn + a1X

n−1 + · · ·+ an ∈ Q[X] (n = 5)の解の公式があるとい
うことは，f(X) = 0 の解 ω1,. . ., ωn を a1,. . ., an (ai = (−1)ici)の四則と根号を用いた式で表せる，と
言い換えると L := Q(ω1,. . ., ωn)が K := Q(a1,. . ., an) = Q の巾根拡大である，ということである．し
かし，Gal(L/K) ∼= Sn で，n = 5 のとき，これは可解群でないので，L は K = Q の巾根拡大ではな
い．したがって，上に述べた意味での解の公式は存在しない．

考察 12.4.(3次方程式) 定理 12.3において n = 3とする．Gal(L/K) = S3 B A3 B {1}は，S3/A3
∼=

Z/2Z, A3/{1} = A3
∼= Z/3Z を満たし，Gal(L/K) = S3 は 可解群である．M = LA3 とおくと，

Gal(L/M) = A3
∼= Z/3Z であるので，ある b2 ∈ M が存在して L = M( 3

√
b2) と書ける．ω = ζ3

を 1 の原始 3 乗根とするとき，ω 3
√

b2 は 3
√

b2 の共役元なので，ω ∈ L でなければならない．また，
Gal(M/K) = S3/A3

∼= Z/2Z であるので，ある b1 ∈ M が存在して M = K(
√

b1) と書ける．実際，3
次方程式の解の公式には平方根と立方根が現れる．具体的には以下のカルダノの公式が有名である．

3次方程式の解の公式は，カルダノの公式とよばれるが，その最初の発見者は，イタリアのシピーオー
ネ・フェロ (1465–1526)である．3次方程式の解の公式が発見されたという噂を聞いて，ニッコロ・タル
ターリア (1500-1557)は，自分自身で 3次方程式の解法を見つけた．ジェロニモ・カルダノ (1501–1576)
は，タルターリアに絶対公表しないという約束でその方法を教わったが，この約束を反故にして，『大な
る術』という著書で世に公表した．

3次方程式 ax3 + bx2 + cx + d = 0 (a 6= 0)の左辺は，

ax3 + bx2 + cx + d = a

{(
x +

b

3a

)3

+
(

c

a
− b2

9a2

)(
x +

b

3a

)
+

(
d

a
− bc

3a2

)}

と変形できるので，

y = x +
b

3a
, p =

c

3a
− b2

27a2
, q =

d

a
− bc

3a2

とおけば，
y3 + 3py + q = 0 1©

と変形できる．この解を求めるには，次の因数分解の公式を利用する．

u3 + v3 + w3 − 3uvw = (u + v + w)(u + ωv + ω2w)(u + ω2v + ωw)
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(ω =
−1 +

√−3
2

は 1 の原始 3乗根)

上の公式で u = y とおき，−vw = p, v3 + w3 = q となるように v, w を定めれば，y = −v − w,
−ωv − ω2w, −ω2v − ωw が 1©の解になる．そこで，

α = −v3, β = −w3

とおくと，
α + β = −(v3 + w3) = −q, αβ = (vw)3 = −p3

だから，α, β は t の 2次方程式
t2 + qt− p3 = 0

の 2根である．よって，

α, β =
−q ±

√
q2 + 4p3

2
となる．−v = 3

√
α, −w = 3

√
β だから， 1©の 3根は

y = 3
√

α + 3
√

β, ω 3
√

α + ω2 3
√

β, ω2 3
√

α + ω 3
√

β

となる．ただし，α, β が虚数 (実数でない複素数)の場合には，3乗根の偏角は上手に選んでおく必要が
ある．
カルダノの公式は，3次方程式が 3個の実数解を持つ場合でも，途中の計算では必ず虚数が登場する．

例えば，x3 − 7x + 6 = 0 (根は −3, 1, 2)をカルダノの公式で解こうとすると， 3
√

α =
3

√
−3± 10

√−3
9

を計算するために，再び 3次方程式を解かなければならないという循環に陥る．そういう理由で，カル
ダノの公式は，3つの実数解を持つ 3次方程式の数値解を求めるためには，ほとんど役に立たない．
なお，3つの解がすべて実数であることがわかっている 3次方程式を解く場合には，3倍角の公式

sin3 θ − 3
4

sin θ +
1
4

sin 3θ = 0

を利用する方法もある．例えば，
x3 − px + q = 0 (p > 0)

を三角関数を用いて解くことを考える．t =
√

3
4p

x とおく．x = 2
√

p

3
t を x3 − px + q = 0 に代入して

整理すると，

t3 − 3
4
t +

3
√

3q

8p
3
2

= 0

を得る．θ を複素数まで拡張して考えれば，t = sin θ と書くことができる．すると，sin 3θ =
3
√

3q

2p
3
2
が

成り立つ．したがって，x3 − px + q = 0 の解は，以下のようにして得られる．

x = 2
√

p

3
sin

(
1
3

sin−1 3
√

3q

2p
3
2

)

ただし，sin−1 は多価関数として処理しないといけない．p < 0 の場合は，三角関数の代わりに双曲線関
数 sinhx を用いるとよい．

考察 12.5.(4 次方程式) 定理 12.3 において n = 4 とする．S4 B A4 B V4 B Z/2Z B {1} で，
S4/A4

∼= Z/2Z, A4/V4
∼= Z/3Z, V4

∼= Z/2Z⊕ Z/2Z であった．上と同じ考察で，この列に対応して，

K ⊂ M1 := K(
√

b1) ⊂ M2 := M1(
√

b2) ⊂ M3 := M3(
3
√

b3) ⊂ M3(
√

b4) = L

(b1 ∈ K; bi+1 ∈ Mi (i = 1, 2, 3))という巾根拡大の列が存在する．よって，4次方程式の公式には，3次
方程式を解く操作が必要になる．
具体的には以下のフェラーリの公式が有名である．
4次方程式の解の公式を発見したのは，カルダノの執事のルドヴィコ・フェラーリ (1522-1565頃)で

ある．
ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0 (a 6= 0)
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は y = x +
b

4a
とおくことにより

y4 + py2 + qy + r = 0 2©
と変形できる． 2©を

(y2 + α)2 = (βy + γ)2 3©
と平方完成してみよう． 2©と 3©の係数比較により，

2α− β2 = p, −2βγ = q, α2 − γ2 = r

である．r = α2 − γ2 = α2 − q2

4β2
だから，β2 =

q2

4(α2 − r)
である．これを，2α − β2 = p に代入する

と，α に関する 3次方程式
8α3 − 4pα2 − 8rα + (4pr − q2) = 0

を得る．この 3次方程式の解の 1つを α とすると，β, γ は，

β =
√

2α− p, γ = − q

2β
= − q

2
√

2α− p

によって求められる．すると， 3©は，

y2 + α = ±
(√

2α− py − q

2
√

2α− p

)

という 2つの 2次方程式になる．この 4個の解が， 3©の解である．これをフェラーリの公式という．

13. 正多角形の作図

本章では，正 n 角形が目盛りのない直線定規とコンパスのみを用いて作図可能であるための必要十分
条件を考察する．まず「目盛りのない直線定規とコンパスのみを用いて作図可能」というフレーズを，数
学的に解釈しておく必要がある．
今，平面上に 1つの円と，その円の中心を通る直交する 2直線が描かれているとする (そういう作図

は可能である)．このとき，円の中心を (0, 0), 円と直線の 4個の交点が (±1, 0), (0, ±1) となるように
平面に座標を設定して，この平面を座標平面 R2 と考える．さらに，(1, 0) を 1 ∈ C, (0, 1) を虚数単位√−1 ∈ C と同一視し，この平面は複素数平面 (ガウス平面) C であると考える．多角形の平行移動と相
似拡大は，定規とコンパスのみで可能であるので，原点を中心とする半径 1 の円に内接する正 n 角形が
作図可能か否か，という問題と同値になる．正 n 角形の 1つの頂点を P0 とし，そこから半時計回りに
P1,. . ., Pn−1 と頂点に記号を付ける．P0 は単位円周上にあらかじめ与えられていると仮定してよい．最
初に座標軸を描く段階で，P0 = 1 (R2 で言えば (1, 0))となるように設定しておくことができる．そう
すると，正 n 角形が作図可能であることと，1 の原始 n 乗根 ζn が作図可能であることは同値になる．
任意の整数 k ∈ Z に対し，0, 1 ∈ C を結ぶ線分をもとにして，複素数平面に k や k

√−1 に対応す
る点を作図することは可能である．また，r ∈ N に対して，線分の r 等分点も作図可能であるから，a,
b ∈ Q に対して a + b

√−1 に対応する点も作図可能である．一般に，z1, z2 ∈ C に対応する点が作図さ
れていれば，z1 ± z2, z1z2, z1/z2 (z2 6= 0 の場合)に対応する点も作図可能である．したがって，ζn が
作図可能ならば Q(ζn) に属する任意の点も作図可能である．
今，C 上に何個かの点 z1,. . ., zm ∈ Cが作図されているとし，Km := Q(z1,. . ., zm) とおく．z1 と z2

を結ぶ直線 `1 と，z3 と z4 を結ぶ直線 `2 の交点に対応する複素数を zm+1 とすると，zm+1 は z1,. . .,
z4 の有理式で表せるので，zm+1 ∈ Km である．つまり Km+1 = Km(zm+1) とおいても Km+1 = Km

である．
直線 ` と円 C の交点を作図した場合を考える．`1 は z1 と z2 を結ぶ直線，r は z3 と z4 を両端とす

る線分の長さ，q ∈ Q は正の有理数とし，円 C は z5 を中心とする半径 qr の円か，または，z5, z6, z7

の 3点を通る円とする．円の作図として許されているのは本質的にはこの 2通りしかない．
` と C の 2交点を zm+1, zm+2 とおくとき，その計算は 2次方程式の根の計算に帰着されるから，あ

る am ∈ Km が存在し，zm+1, zm+2 ∈ Km(
√

am) となる．zm+1, zm+2 が 2円の交点の場合も同様で
ある．
逆に a ∈ C が与えられてとき √

a を作図する方法はよく知られている．つまり，R2 のほうで考え
て，点 (0, 1/2) を中心に半径 a + 1/2 の円を描き，この円と直線 y = a の交点の 1つを P とすると
P = (

√
a, a) となる．
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したがって，w ∈ Cが目盛りのない直線定規とコンパスのみを用いて作図可能な点であるとは，ある
m ∈ N と拡大体の列 Q = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km が存在して，各 1 5 i 5 mに対してある ai ∈ Ki−1 が
存在して Ki = Ki−1(

√
ai) であり，w ∈ Km となることである．以上より，次の定義が正当化される．

定義 13.1. ある m ∈ N と拡大体の列 Q = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km — 1©が存在して，各 1 5 i 5 m に
対してある ai ∈ Ki−1 が存在して Ki = Ki−1(

√
ai) となるとき，拡大体の列 1©を Q の 2次拡大の列と

呼ぶことにする．また，ζn ∈ C は 1の原始 n乗根とする．正 n角形が (定規とコンパスによって)作図
可能であるとは，ある Q の 2次拡大の列 1©が存在して ζn ∈ Km となることをいう．

補題 13.2. Q = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km, Ki = Ki−1(
√

ai) (ai ∈ Ki−1, 1 5 i 5 m)を 2次拡大の列と
する．
(1) 必要なら，i = m + 1, m + 2,. . . に対して，ある ai ∈ Ki−1 を選んで Ki = Ki−1(

√
ai) を作る操作

をうまく行えば，ある n = mが存在して Kn は Q のガロア拡大になるようにできる．
(2) a ∈ Km の Q上の最小多項式を fa(X)とする．すると，ある r ∈ N∪{0}が存在し，deg fa(X) = 2r

となる．

証明. (1) L = Km, bi =
√

ai とおくと，L = Km = Q(b1,. . ., bm) である．今，bi の Q 上の
ある共役元 b′i が b′i /∈ L であるとする．σ(bi) = b′i となる σ ∈ MonQ(Km, C) を取る．L0 := L,
Lj := Lj−1(σ(bj)) = Lj−1(

√
σ(aj) ) (1 5 j 5 i)とおけば，b′i ∈ Li である．

Q に b1,. . ., bm のすべての Q 上の共役元を付け加えて得られる体を F とする．定理 8.2より，F は
Q の有限次ガロア拡大である．上の考察から L から F に到達する 2次拡大の列が存在する．

(2) (1)の結果から Km は Q のガロア拡大であると仮定してよい．fa(X) の Q 上の最小分解体を
M とする．Gal(L/M) は Gal(L/Q) の部分群で，#Gal(L/Q) = 2l (∃l ∈ N ∪ {0})と書けるから，
#Gal(L/M) = 2s (0 5 s 5 l)と書ける．すると deg fa(X) = [M : Q] = [L : Q]/[L : M ] = 2l−s である．

フェルマー素数は p2r

+ 1 という形の素数のことで，以下の定理に出てくる素数と混同しないこと．

定理 13.3. p は 3以上の素数とする．正 p角形が作図可能であるための必要十分条件は，ある r ∈ N
が存在して p = 2r + 1 と書けることである．

証明. (必要性) 1 の原始 p乗根 ζp の最小多項式は円分多項式

Φp(X) = Xp−1 + Xp−2 + · · ·+ X + 1

であった．補題 13.2(2)より，p− 1 = deg Φp(X) = 2r でないといけない．

(十分性) L = Q[ζp] とおくと，上の考察から [L : Q] = 2r である．また，定理 9.4より L は Q の
アーベル拡大である．有限アーベル群の構造定理により，Gal(L/Q) = G0 B G1 B · · · B Gr = {1},
Gi−1/Gi

∼= Z/2Z (1 5 ∀i 5 r)を満たす Gal(L/Q) の部分群の列が存在する．Mi := LGi とおくと，
Mr = L, M0 = Q で，[Mi : Mi−1] = 2 だから，ある ai ∈ Mi−1 により Mi = Mi−1(

√
ai ) と書ける．

Mi−1 の各点が作図可能ならば
√

ai も作図可能で，Mi の各点も作図可能である．よって，ζp も作図可
能である．

定理 13.4. n は 3 以上の整数とする．正 n 角形が作図可能であるための必要十分条件は，ある s,
m ∈ N ∪ {0} と相異なる素数 p1,. . ., pm で，pi = 2ri + 1 (∃ri ∈ N) という形のものが存在して
n = 2sp1p2 · · · pm と書けることである．

証明. (十分性) 一般に，l, mが互いに素な自然数で，C の原点を中心とする単位円に内接する正 k 角
形と正 l 角形でひとつの頂点を共有するものが描かれていたら，2つの多角形の頂点をうまく選んで中
心角が 2π/kl になるようにできる．よって，正 kl 角形も作図可能である．このことから，m に関する
帰納法で，正 2sp1p2 · · · pm 角形も作図可能であることがわかる．

(必要性) 今，正 n角形が作図可能であると仮定する．n = 2spe1
1 pe2

2 · · · pen
m (p1,. . ., pm は相異なる奇素

数)と因数分解する．正 n角形が作図可能ならば，正 pi 角形も作図可能だから，pi = 2ri + 1 (∃ri ∈ N)
でないといけない．あと，e1 = · · · = em = 1 であることを示せばよい．
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それには，pが奇素数のとき，正 p2角形は作図不可能であることを示せばよい．p = 2r + 1 (∃r ∈ N)
であった．ϕ(n)をオイラーのファイ関数とするとき，[Q(ζp2) : Q] = ϕ(p2) = p(p− 1) = 2rpである．補
題 13.2(2)より ζp2 は作図不可能である．

14. 複素数体

複素数体 Cが代数閉体であることの証明はいろいろ知られていて，複素関数論の最大値の原理を使っ
た証明が一番簡単だと思う．しかし，以下のようなガロア理論を用いた証明も可能である．ただ，中間
値の定理から導かれる以下の 2つの解析学系の定理が必要である．ペアノの公理から始めて Rを定義す
る段階で，コーシー有理数列の極限として実数を定義するが，それを用いて中間値の定理も証明される．
R の性質の証明に，多少の解析学が必要なのは仕方がない．

定理 14.1. f(x) ∈ R[x]が奇数次の多項式ならば，f(a) = 0 を満たす a ∈ Rが存在する．

証明. f(x) はモニック多項式と仮定してよい．すると，x À 0 のとき f(x) > 0 であり，x ¿ 0 のと
き f(x) < 0 である．よって，中間値の定理から f(a) = 0 を満たす a ∈ Rが存在する．

定理 14.2. a ∈ R, a > 0 ならば b2 = a を満たす b ∈ R, b > 0が存在する．

証明. f(x) = x2 − a とおくとき，x À 0 のとき f(x) > 0 で，f(0) = −a < 0 なので，中間値の定理
より，b2 − a = f(b) = 0 となる b ∈ R, b > 0が存在する．

群論から，次の定理を使う．

定理 14.3. G は有限群で #G = 2n (n ∈ N)であるとする．すると，G の部分群 H で #H = 2n−1

を満たすものが存在する．

証明. G の演算は積で表すことにする．
n に関する帰納法で証明する．n = 1 のときは，H = {1} とおけばよい．
n = 2 の場合を考える．

Z(G) :=
{
a ∈ G

∣∣任意の x ∈ G に対し ax = xa
}

を G の中心といった．群論でよく知られているように，Z(G) は G の正規部分群である．また，類等
式に関する次の定理があった．x ∈ G に対し，

Cx :=
{
axa−1 ∈ G

∣∣ a ∈ G
}

と書くことにする．このとき，以下が成り立つ．
(1) 有限個の x1, x2,. . ., xr ∈ Gが存在して，

G = Cx1 t Cx2 t · · · t Cxr

が成り立つ．
(2) #G = #Z(G) +

∑

#Cxi=2

#Cxi が成り立つ．

(2)が類等式である．ところで，Zx :=
{
a ∈ G

∣∣ ax = xa
}
とおくと，Zx は G の部分群である．

(3) #Cx = #(G/Zx) を示す．
f :G → Cx を f(a) = axa−1 ∈ Cx (a ∈ G)で定めるとき，「f(a) = f(b) ⇐⇒ axa−1 = bxb−1 ⇐⇒

x = (a−1b)xb−1a = (a−1b)x(a−1b)−1 ⇐⇒ (a−1b)x = x(a−1b) ⇐⇒ a−1b ∈ Zx」である．よって，f か
ら全単射 f :G/Zx −→ Cxが導かれる．

(4) Zx は Gの部分群なので #Zx は #G = 2n の約数である．よって，#Cx も 2n の約数である．特
に，#Cx = 2 ならば #Cxは偶数である．類等式 (2)より，#Z(G)は偶数である．特に，Z(G) 6= {1}
である．

(5) もし Z(G) = Gならば，Gはアーベル群だから，有限アーベル群の構造定理により，Gは Z/2kZ
という形の巡回群の直和であり，この場合，定理は簡単に証明できる．
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(6) Z(G) 6= G の場合を考える．#G/Z(G) < #G で #G/Z(G) = 2k (1 5 k < n)だから，帰納法の
仮定により，ある部分群 H ′ ⊂ G/Z(G) で #H ′ = 2k−1 を満たすものが存在する．π:G → G/Z(G) を
自然な単射として H := π−1(H ′) とおけば，G/H ∼= (G/Z(G))/H ′ ∼= Z/2Z だから #H = 2n−1 とな
る．

定理 14.4. C = R(
√−1 ) は代数閉体である．

証明. (i) C := R(
√−1 )とする．a ∈ C ならば

√
a ∈ C であることを証明する．(最初から C を Cと

書いてしまうと，うっかり C の性質を使ってしまいそうになる.)
a = b + c

√−1 (a, b ∈ R)とする．



√√
b2 + c2 + b

2
+
√−1

√√
b2 + c2 − b

2




2

= b + c
√−1

なので，
√

a ∈ C である．

(ii) R を C の代数閉包とする．ω /∈ R(
√−1 ) となる ω ∈ Rが存在したと仮定して矛盾を導く．

C を含む R の有限次ガロア拡大 L を取る．ガロア群を G := Gal(L/R) とし，G の 2-シロー群 S を
取る．

M :=
{
a ∈ L

∣∣任意の σ ∈ S に対し σ(a) = a
}

とすると，M の R 上の拡大次数は [M : R] = #G/#S で，これは奇数である．勝手な α ∈ M の R 上
の最小多項式 fα(x) は奇数次である．定理 14.1より fα(x) は 1次式であり，M = R となる．よって，
G = S で #G = 2n と書ける．n = 2 と仮定して矛盾を導こう．

H =
{
σ ∈ G

∣∣任意の a ∈ C に対し σ(a) = a
}

とおく．#(G/H) = 2だから #H = 2n−1 である．前定理から，H の部分群 I で #I = 2n−2 を満たす
ものが存在する．I に対応する C の 2次拡大 C(

√
α) (∃α ∈ C) が存在する．しかし，(ii)の結果から√

α ∈ C で，これは矛盾である．よって，n = 1 で C = R である．
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