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代数曲線・代数曲面入門 (初版・新装版用)正誤表＋第２版との差分

(2022年 12 月 5日版)

注意！ (1) 以下は初版および新装版用です．第２版用の正誤表は，別に用意されて

います．

(2) 以下は単なる正誤表ではなく，第２版との差分が列挙されています．すなわち，

初版，あるいは新装版に以下の修正を行って頂くと，ほぼ第２版の内容と同じにな

ります．ただし，数学的に本質的でない軽微な表現の変更は省略しました．(第 2版

第 1刷からの変更も含まれています)

(3) 初版第 3 刷は初版第 2 刷と同じですので，初版第 2 刷の修正箇所をお読み下

さい．

● p.4, 下から 12 行目

誤: 最も弱い位相

正: 最も強い (細かい)位相

● p.5, 4行目

誤: Cn やその部分集合は

正: Cn やその部分空間は

● p.9, 12行目

誤: L =
{
(X : Y : Z) ∈ P3

∣∣ aX + bY + cZ = 0
}

正: L =
{
(X : Y : Z) ∈ P2

∣∣ aX + bY + cZ = 0
}

● p.10, 5行目

誤: で定まる写像を ψ:C → P1 とおくと，

正: で定まる写像を ψ:C → P1 とおく (ただし ψ(−1 : 0 : 1) = (0 : 1) とする)と，

● p.12, 1行目 (グラフの直後の行)

誤: ある複素数 t のよって

正: ある複素数 t によって

● p.12, 最下行
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誤: t = y/x

正: t = x/y

● p.13, 1行目

誤: x = t2, y = t3

正: x = t3, y = t2

● p.13, 17行目

誤: y =
3
5

3
√

x2

正: y =
5
3

3
√

x2

● p.15, 5行目

誤: (2 : 1 にならないのは零点と極のみで，そこでは 1 : 1 である)．

正: (2 : 1 にならないのは 2z ∈ L を満たす z のみである)．

● p.17, 下から 2行目

誤: 一般に，S が環で I が S のイデアルのとき，

正: 一般に，Rが環で I が R のイデアルのとき，

● p.19 下から 8 行目 ～ p.20 3行目

定理 1.2.4 の証明を，以下の原稿と差し替えて下さい．

証明.∗ 厳密な証明には，後で説明する定理 2.2.20が必要であるが，話の都合上，

それを利用して説明する．

m が極大イデアルのとき，K = C[X, Y ]/m は体である．ψ:C[X, Y ] →→ C[X,

Y ]/m = K を自然な全射とする．ψ(C)は C と同型な K の部分体なので，ψ(C) と

C を同一視して C ⊂ K と考える．

K は C 上 ψ(X) と ψ(Y ) で生成される有限生成な整域である．K = R として定

理 2.2.20を使うと，K は体なので tr.deg CQ(R) = Krull dimR = 0，つまり，K は

C 上代数的であることがわかる．C の代数拡大体は C 以外にないから，K = C で
ある．そこで，a = ψ(X), b = ψ(Y ) ∈ K = C とおけば，ψ(X − a) = ψ(Y − b) = 0

だから，(X − a, Y − b) ⊂ Kerψ = mである．(X − a, Y − b)は C[X, Y ] の極大イ

デアルだから，(X − a, Y − b) = m である．
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第２章

● p.28 下から 7～ 6行目

誤: I = (f1,. . ., fr) とか Rf1 + · · ·+ Rfr とか
r∑

i=1

Rfi とか
r∑

i=1

fiR と書き，

正: I = (f1,. . ., fr) とか Sf1 + · · ·+ Sfr とか
r∑

i=1

Sfi とか
r∑

i=1

fiS と書き，

● p.28 下から 2行目

誤: 座標環 S/I が整域であるとき，

正: 座標環 Rが整域であるとき，

● p.30 定理 2.1.4の証明の 3行目

誤: Ni+1 = Ni + Rxi とおく．

正: Ni+1 = Ni + Rxi+1 とおく．

● p.30 下から 4行目

誤: Ni = N

正: Ni = Nn

● p.31 5行目

誤: ϕ:M →→ M1 を自然な全射とする．

正: ϕ:M →→ M2 を自然な全射とする．

● p.32 定理 2.1.7 に関連する変更

定理 2.1.7の証明を追加します．まず，定理 2.1.7の直前の導入の段落を以下のよ

うに変更し，定理 2.1.7の直後に証明を追加して下さい．

[差し替える原稿 (定理 2.1.7の直前)]

旧: 次の定理は定理 1.2.4, 定理 1.2.5の一般化であるが，証明はこれらの定理の証明

とほとんど同じなので割愛する．

新: 次の定理は定理 1.2.4, 定理 1.2.5の一般化である．厳密な証明は意外に面倒で，

後で証明する可換環論に関する定理 2.2.20 が必要になる．ただ，定理 2.1.7の説明

を後回しにすると代数多様体の説明が始められないので，後方引用になるが，先に

説明する．

[追加する原稿 (定理 2.1.7の直後)]
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(1) mは S = C[X1, . . . , Xn] の極大イデアルとし，ψ:S →→ S/m = K を自然な全

射とする．

K は C 上 ψ(X1),. . ., ψ(Xn) で生成される有限生成な整域である．K = R とし

て定理 2.2.20を使うと，K は体なので tr.deg CQ(R) = Krull dimR = 0，つまり，

K は C 上代数的であることがわかる．C は代数閉体だから，K = C である．
そこで，ai = ψ(Xi)とおき M = (X1 − a1,. . ., Xn − an)とおく．ψ(Xi − ai) = 0

だから，M ⊂ Kerψ = m である．Mは S の極大イデアルだから，M = m である．

(2)の証明は，定理 1.2.5の証明と同様である．

● p.33 3～ 5行目 定理 2.1.8

定理 2.1.8.(ヒルベルトの零点定理)を，以下の少し一般的な形に変更します．

[差し替え原稿]

定理 2.1.8a. (ヒルベルトの零点定理) V は Cn 内の代数的集合で，S = C[X1,. . .,

Xn]においてイデアル I ⊂ S によって定義されているとする．さらに，V の座標環

S/I は 0 以外の巾零元 (何乗かすると 0 になる元)を持たないと仮定する．このと

き，もし，f(X1,. . ., Xn) ∈ S が任意の (a1,. . ., an) ∈ V に対し f(a1,. . ., an) = 0

を満たせば，f ∈ I である．

● p.33. 定理 2.1.8の証明の最後の行

上の変更にともなって，証明がほんの少し変わります．

旧: ところで，I は素イデアルであったから，f ∈ I である．

新: ところで，S/I は 0 以外の巾零元を持たなかったから，f ∈ I である．

● p.34. 定義 2.1.9の直前

以下の原稿を，定義 2.1.9の直前に追加して下さい．

[追加原稿]

ヒルベルトの零点定理より，当然成り立つべき次の命題が成立する．

命題 2.1.8b. V は R を座標環とするアフィン代数多様体，f ∈ R は任意の点

P ∈ V に対し f(P ) = 0 を満たすとする．すると，R の元として f = 0 である．

例 2.1.8c. C2 の座標系を (x, y) とし y2 = 0で定まる C2 内の 2重直線 V の座

標環を R = C[X, Y ]/(Y 2) とする．Y の Rにおける同値類を Y とし，V 上の正則

関数 f = Y ∈ R を考える．V 上の点 P = (a, 0) ∈ C2 に対応する R の極大イデア



5

ルは mP = (X − a, Y ) ⊂ R で，R/mP
∼= C における f の像は 0 である．よって，

f(P ) = 0である．f は V 上のすべての点 P で f(P ) = 0を満たすが f 6= 0 ∈ R で

ある．

● p.37. 命題 2.1.13の 2行上

「と書く.」の後に，次の文を追加して下さい．

[追加する文]

V を明示する場合には，D(J), V (J) を DV (J), VV (J) とも書く．

● p.38. 定義 2.1.14の 8行目と 10 行目

D = は不要なので削除 (そのままでも問題はないが)

● p.39. 定義 2.1.15と定義 2.1.16の間

以下の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

注意 2.1.15b. 後の定理 2.2.28aで説明するが，アフィン代数多様体の間の正則

写像 ϕ:V → W に対し，ϕ(V ) はアフィン代数多様体になるとは限らないし，後の

定義 2.4.1で説明する代数多様体になるとも限らない．

● p.40. 系 2.1.20

以下の証明を追加して下さい．簡単ですが．

[追加原稿]

証明. ϕが解析的位相について連続であることは，前定理からわかる．ザリスキー位

相について連続であることを示す．RV , RW を V , W の座標環とする．W の勝手な

ザリスキー開集合 U をとる．DW (g) ⊂ U となるアフィン開集合 DW (g) (g ∈ RW )

が存在する．f = ϕ∗(g) ∈ RV とおく．勝手な点 P ∈ DV (f)をとると，f(P ) 6= 0で

ある．Q = ϕ(P )とおくとき，g(Q) = g(ϕ(P )) = f(P ) 6= 0 なので，Q ∈ DW (g)で

ある．よって，ϕ(DV (f)) ⊂ DW (g) ⊂ U であり，ϕはザリスキー位相について連続

である．

● p.40. 定理 2.1.22(本文)の最後の目

誤: アフィン代数多様体と同型である．

正: アフィン代数多様体と同一視できる．

● p.41 定理 2.1.22の証明の最後の行
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誤: よって，Ĩ は R̃ の素イデアルであり，Ũ はアフィン代数多様体である．

正: よって，Ĩ は S̃ の素イデアルであり，U ∼= Ũ はアフィン代数多様体とみなせる．

● p.40 下から 3 行目～下から 2行目

誤: ϕ:S →→ R = S/I を自然な全射とし，ϕ(F ) = f となる F ∈ S をとる．

正: π:S →→ R = S/I を自然な全射とし，π(F ) = f となる F ∈ S をとる．

● p.41 下から 9 行目

誤: U ∼= Ũ

正: Ũ

● 新装版 p.41, 下から 13 行目

誤: fr ∈ R ならば，

正: fr ∈ R− {0} ならば，

● 新装版 p.41, 下から 10 行目

誤: 代数多様体と同型である．

正: 代数多様体と同一視できる．

● p.41 10行目 ～ p.42 最下行

● 初版 p.41～ p.42

まず，定義 2.1.23と命題 2.1.24を以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

注意 2.1.23. 上の定理の証明の中で述べたように，

R[1/f ] ∼= R[X]/(X · f − 1)

である．

命題 2.1.24. (1) V が Rを座標環とするアフィン代数多様体で，f1,. . ., fr ∈ R−{0}
ならば，

D(f1) ∩D(f2) ∩ · · · ∩D(fr) = D(f1f2 · · · fr)

が成り立ち，これは R[1/(f1 · · · fr)] = R[1/f1] · · ·R[1/fr] を座標環とするアフィン

代数多様体と同一視できる．
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(2) 上の仮定のもと，もし D(f1) ∪D(f2) = V ならば，

R[1/(f1f2)] = R[1/f1] + R[1/f2]

が成り立つ．

証明. (1)は r に関する帰納法ですぐ示せる．

(2) R[1/(f1f2)] ⊃ R[1/fi] だから，R[1/(f1f2)] ⊃ R[1/f1] + R[1/f2] である．

逆に D(f1) ∪ D(f2) = V だから，V (fn
1 ) ∩ V (fn

2 ) = V (f1) ∩ V (f2) = φ であ

り，R のイデアルとして (fn
1 , fn

2 ) を含む極大イデアル (fn
1 = fn

2 = 0 で定まる集

合に含まれる点に対応するイデアル)は存在せず，(fn
1 , fn

2 ) = R である．従って，

fn
1 h1 + fn

2 h2 = 1 を満たす h1, h2 ∈ Rが存在する．すると，

1
fn
1 fn

2

=
h2

fn
1

+
h1

fn
2

∈ R[1/f1] + R[1/f2]

なので，R[1/(f1f2)] ⊂ R[1/f1] + R[1/f2]が成り立つ．

しかし，D(f) ∪D(g) はアフィン代数多様体になるとは限らない．このような形

の開集合を考察する．

● p.42, 命題 2.1.25と定義 2.1.26

命題 2.1.25の記述を，以下の原稿のように増加することにより，ザリスキー開集

合の座標環の極大イデアルについての説明を追加することにします．それにあわせ

て，定義 2.1.26を以下のように書き直します．これで，アフィン開集合の定義が，か

なり理解しやすくなると思います．

[差し替え原稿]

命題 2.1.25a. V はアフィン代数多様体，R はその座標環とする．このとき，V

の空でない任意のザリスキー開集合 U に対し，ある有限個の f1, f2,. . ., fr ∈ R が

存在し，

U = D(f1) ∪D(f2) ∪ · · · ∪D(fr)

と書ける．そこで，

RU = R[1/f1] ∩R[1/f2] ∩ · · · ∩R[1/fr] ⊂ Q(R)

とおく．任意の点 P ∈ U をとり，P に対応する R の極大イデアルを m とする．こ

のとき，mRU は RU の極大イデアルである．ただし，RU の極大イデアル nをとる

とき，R の極大イデアル n ∩R に対応する点 Qが Q ∈ U を満たすとは限らない．
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証明. ザリスキー位相の定義から，U が開集合ならば，あるイデアル J ⊂ Rが存

在して，U = D(J) と書ける．ヒルベルトの基底定理により，

J = (f1, . . . , fr) = (f1) + (f2) + · · ·+ (fr)

と書ける．すると，D(J) = D(f1) ∪ D(f2) ∪ · · · ∪ D(fr) となる．後半を示す．

P ∈ D(f1) ∩ · · · ∩D(fk) で k < i 5 r に対して P /∈ D(fi) であると仮定しても一

般性を失わない．1 5 j 5 k に対し mR[1/fj ] は R[1/fj ] の極大イデアルである．

mj = RU ∩mR[1/fj ] とおく．C ∼= R[1/fj ]/mR[1/fj ] ∼= RU/mj だから，mj は RU

の極大イデアルである．任意の g ∈ mj は g(P ) = 0を満たすから，1 5 i < j 5 kのと

き，任意の h ∈ mi +mj も h(P ) = 0をみたす．よって，mj ⊂ mi +mj $ RU なので，

mi = mj がわかる．これより，mRU = m1∩· · ·∩mk∩R[1/fk+1]∩· · ·∩R[1/fr] = m1

である．

上の命題で登場する RU が f1, f2,. . ., fr ∈ R の選び方に依存しないで U に対し

て一意的に定まることは，後の定理 2.2.5から，すぐに証明できる．それを認めて，

先に進む．

定義 2.1.26a. 命題 2.1.25aのように，V のザリスキー開集合 U = D(f1) ∪
D(f2)∪ · · · ∪D(fr)に対して，RU = R[1/f1]∩R[1/f2]∩ · · · ∩R[1/fr]とおく．RU

が C 上有限生成で，RU の任意の極大イデアル m に対して m ∩R に対応する点が

U 内に存在するとき，U は V のアフィン開集合であるという．例えば，D(f)は V

のアフィン開集合である．後の定理 2.1.29より，アフィン開集合 U は，RU を座標

環とするアフィン代数多様体とみなすことができる．RU の元を U 上の正則関数と

いう．

● p.43. 命題 2.1.28.

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

命題 2.1.28a. U , W がアフィン代数多様体 V のアフィン開集合ならば，U ∩W

も V のアフィン開集合である．また，RU , RW , RU∩W を U , W , U ∩W の座標環

とするとき，Rat(V ) 内で

RU∩W = RU ·RW ⊂ Rat(V )

が成り立つ．
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証明. V の座標環を R とする．ある f1,. . ., fr; g1,. . ., gs ∈ R により，U =

D(f1) ∪ · · · ∪D(fr), W = D(g1) ∪ · · · ∪D(gs) と書ける．U ∩W =
r⋃

i=1

s⋃

j=1

D(figj)

である．R[1/fi] ·R[1/gj ] = R[1/figj ] なので，Rat(V ) = Q(R) の部分環として，

RU ·RW =

(
r⋂

i=1

R

[
1
fi

])
·



s⋂

j=1

R

[
1
gj

]
 ⊂

r⋂

i=1

s⋂

j=1

R

[
1

figj

]
= RU∩W

が成り立つ．逆に，Si :=
s⋂

j=1

R[1/figj ] の元は，x = h1/fn
i gm1

1 = · · · = hs/fn
i gms

s

と書けるので，ある yi ∈
s⋂

j=1

R[1/gj ] =: T により，x = yi/fn
i と書ける．よって，

R[1/fi] · T ⊃ Si である．

RU ·RW = RU∩W だから，RU∩W は C 上有限生成な整域である．
RU∩W の勝手な極大イデアル m をとる．もし，m∩RU = RU ならば m =

(m∩RU ) ·RU∩W = RU∩W となり矛盾するから，0 6= RU/(m∩RU ) ⊂ RU∩W /m ∼= C
となり，m∩RU は RU の極大イデアルである．したがって，mに対応する点 P が

U 内にあり，同様な議論で P ∈ W だから P ∈ U ∩W である．

逆に，U ∩W の点 P に対し，対応する Rの極大イデアルを nとすると，nR[1/fi]

は R[1/fi] の極大イデアル，nR[1/gj ] は R[1/gj ] の極大イデアルだから，nRU∩W

は RU∩W の極大イデアルになる．したがって，U ∩W は RU∩W = RU · RW を座

標環とするアフィン代数多様体である．

● 初版 p.44, 命題 2.1.31(3)(補足)

修正前: (3) V (I) = V (
√

I), D(I) = D(
√

I) である．

修正後: (3) Rが座標環で整域のとき，V (I) = V (
√

I), D(I) = D(
√

I) である．

● 初版 p.45, 1～ 2 行目 例 2.1.33. (新装版は修正済み)

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

例 2.1.33. mが R の極大イデアルのとき，
√

(mn) = mで，mn は準素イデアル

である．しかし，pが R の素イデアルのときには
√

(pn) = p は成り立つが，pn が

準素イデアルになるとは限らない．ただし，pnRp ∩R は準素イデアルになる．例え

ば, R = C[X, Y , Z]/(X2 − Y Z) において，p = (X, Y ) は R の素イデアルである

が，p2 は準素イデアルにならない．
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また，S = C[X1,. . ., Xn] において，f ∈ S が f = fe1
1 · · · fer

r と素因数分解でき

るとき，S のイデアルとして，(f) = (f1)e1 ∩ · · · ∩(fr)er が成り立ち，各 (fi)ei は

準素イデアルである．この一般化が次の準素イデアル分解である．

● p.46 定理 2.1.34の証明の最後の 3行 (補足説明)

pi ⊃
√

I =
√

q′1 ∩ · · · ∩
√

q′m = p′1 ∩ · · · ∩ p′s

より，ある j が存在し，pi ⊃ p′j となる．

という部分の証明を補足します．

もし，任意の j に対して pi に含まれない xj ∈ p′j が存在すれば，x1 · · ·xs ∈
p′1 ∩ · · · ∩ p′s ⊂ pi であるが，pi は素イデアルなので，ある j に対して xj ∈ pi とな

り矛盾する．よって，p′j は pi に含まれる．

● p.46. 注意 2.1.35の直前の 4行

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

I の極小素因子が 1個しか存在しないとき，代数的集合 V (I)は既約であるという．

R/I が 0 以外の巾零元を持たないとき，V (I)は被約 (reduced)であるという．こ

れは，I の準素イデアル分解 I = q1 ∩ · · · ∩ qn において，すべての qi が素イデアル

であるように選べることと同値である．

● p.47. 注意 2.1.35.

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

注意 2.1.35. 上の準素イデアル分解は一意的とは限らない．素因子の一意性につ

いては，定理 5.3.1dで議論する．

● p.47. 2,1,12項の (2.3)式の次の行

誤: がを考える．

正: を考える．

● p.49 定理 2.2.3(4)

誤: このとき，

正: このとき，J が素イデアルならば，
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また，p.50～ 51の証明で，(10)の証明を (3)と (4)の間に配置して下さい．(10)

を (4)と (8)の証明で用いています．

● p.50 定理 2.2.3(2)の証明

下記の原稿と差し替えます．(もとの証明がきたないので)

[差し替え原稿]

(2) S = R− pとし，x ∈ Rp − pRp とする．ある r, s ∈ S により x = r/sと書け

る．すると，s/r ∈ Rp であり，(r/s)(s/r) = 1 となる．よって，x は Rp の可逆元

である．

さて，もし，pRp $ I $ Rp を満たす Rp にイデアル I が存在すれば，上の考察

から I は Rp の可逆元を 1 個以上含む．すると，I = Rp となり矛盾する．よって，

pRp は Rp の極大イデアルである．

また，pRp 以外の極大イデアル mが存在したと仮定すると，同様に，mは Rp の

可逆元を 1個以上含み，m = Rp となり矛盾する．

● p.50 定理 2.2.3(9)の証明

下記の原稿と差し替えます．(もとの証明が不親切なので)

[差し替え原稿]

(9) 上の議論から，J ⊂ p であるような R の素イデアルと，Rp の素イデアル I

が，I = JRp, J = I ∩R という対応で 1対 1に対応している．このことと，クルル

次元，高さの定義からすぐわかる．

● p.51 定理 2.2.3の証明の直後. (説明追加)

定理 2.2.3の直後，定義 2.2.4の直前に以下の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

定理 2.2.3の JRp の定義において，f , g ∈ R, f /∈ p, g/f ∈ JRp であっても，

g ∈ J とは限らないことに注意しよう．また，R が整域でない可換環の場合でも，

η:R → Rp を η(f) = f/1 で定め，I ∩R を η−1(I) と読み替えれば，上の定理はす

べて成立する．

● 初版 p.53, 新装版 p.52. 命題 2.2.6(2)の証明.

下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]
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(2) Rは S-多元環として有限生成なので, R ∼= S[X1,. . ., Xn]/I と書ける．このと

き，Rm
∼= Sn[X1,. . ., Xn]/ISn[X1,. . ., Xn] なので，Rm は Sn-多元環として有限生

成である．

● p.53. 命題 2.2.6の直後の行

誤: V が W の部分多様体のとき，

正: V が W の閉部分多様体のとき，

● p.53. 定理 2.2.7への補足説明

定理 2.2.7の証明中で次の事実を用いています．ほとんどの読者の皆様はご存知と

思いますが．

命題 2.2.6b. (R, m) は局所環とする．このとき，m に属さない R の元 x は可

逆元である．つまり，R 内に x の逆元 1/xが存在する．

証明. xが R 内に逆元を持たなければ，単項イデアル (x) は R とは一致しない．

(x) を含む極大イデアルが存在するが，それは mしかなく，x ∈ m となる．

● p.53. 定理 2.2.7の証明の最後から 4～ 2行目

証明が理解しにくいようなので，説明を追加します．

旧: a = det(In−A)とおけば，ax = 0である．他方，aij ∈ mなので，ある m ∈ m

が存在して，a = det(In −A) = 1 + m と書ける．これは，ax = 0 と矛盾する．

新: (In−A)の余因子行列を Bとし a = det(In−A)とおけば，ax = B(In−A)x = 0

である．他方，aij ∈ mなので，あるm ∈ mが存在して，a = det(In−A) = 1+m /∈ m

である．m に属さない元は可逆だから，x = 0 となり矛盾する．

● p.53 系 2.2.8の証明への補足説明

証明の最後から 2行目の mM = M の mM ⊃ M の部分の証明は必ずしも自明で

はありません．Artin-Reesの補題 ([永田] p.74 定理 3.0.6, [松村] p.71 定理 8.5 等参

照)を使うか，ちょっとした議論が必要です．

それを証明の中に書き込むと以下のようになります．

証明. I を含む極大イデアル m を取る．I ⊂ mRm なので，最初から (R, m) を局

所整域と仮定して，
∞⋂

n=1

mn = 0 を示せばよい．M =
∞⋂

n=1

mn とする．mM = M を

示す．mM ⊂ M は自明．
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mM ⊃ M を示そう．m = (a1,. . ., as) と書ける．多項式環 S = R[X1,. . ., Xs] を

考え，自然な準同型写像 ϕ:S → R を ϕ(Xi) = ai で定める．

Sn =
{
f ∈ S

∣∣ f は n 次斉次多項式
} ∪ {0},

Jn :=
{
f ∈ Sn

∣∣ ϕ(f) ∈ mn ∩M
}

とし，J =
⋃

n∈N
Jn とおく．J は S のイデアルなので，J = (f1,. . ., fs) と書ける．

di = deg fi, n0 = max{d1,. . ., ds} とする．ϕ(Sn) = mn に注意する．

勝手な b ∈ M を取る．n = n0 + 1 とすると，b ∈ mn なので，ϕ(g) = b となる

g ∈ Sn が存在する．g = h1f1 + · · ·+ hsfs (hi ∈ S はある (n− di) 次斉次式)と書

ける．

b = ϕ(g) =
s∑

i=1

ϕ(hi)ϕ(fi) ∈
s∑

i=1

mn−diM ⊂ mn−n0M = mM

となる．よって，mM = M である．

そこで，N = 0 として中山の補題を使うと，M = 0が得られる．

Rが座標環の場合は，多項式環から剰余環と局所化の操作だけで作られるので，中

山の補題を使わずに直接証明することもできます．証明の 1例を書いておきます．

系 2.2.8’. Rがアフィン代数多様体 V の座標環，I 6= Rがそのイデアルのとき，
∞⋂

n=1

In = 0 である．

証明. I を含む極大イデアル m を取る．J :=
∞⋂

n=1

mn とし，J = 0 を示せばよい．

0 6= ∃f ∈ J と仮定する．f は V 上の有理関数なので，mに対応する点 P における

零点の位数は有限である．よって，ある e ∈ Nが存在して f /∈ me となる．すると

J 6⊂ me となり矛盾する．

● p.54 定義 2.2.9の 4行目

誤: z ∈ R ならば x は R 上

正: z ∈ R ならば z は R 上

● p.54 定義 2.2.9の 7 行目の末尾

定義 2.2.9の 7行目の末尾に，以下の説明を追加して下さい．

[追加する説明]
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R 上整な元 z に対し，(2.5)を満たす R 上のモニック多項式のうち，2つの 1 次

以上の R 上のモニック多項式の積に表せない多項式を z の R 上の最小多項式と呼

ぶことにする．例えば，R が UFD(素元分解整域)であれば z の最小多項式は一意

的に定まるが，一般の整域 R では z の最小多項式は必ずしも一意的でないことに注

意する．

● p.54 定義 2.2.9の最後から 3行目

誤: x1,. . ., xn ∈ S に対し，R[X1,. . ., Xn] ∼= R[x1,. . ., xn]

正: x1,. . ., xn ∈ S に対し，R-多元環として R[X1,. . ., Xn] ∼= R[x1,. . ., xn]

● p.54 補題 2.2.10の 2 行目

誤: 逆に，S ⊂ Lが有限生成 R-加群

正: 逆に，R-多元環 S ⊂ Lが有限生成 R-加群

● p.55 系 2.2.11 (補足説明)

次の主張 (5)を追加すると，後が理解しやすくなります．系 2.2.11の (4)の後に

次の (5)の命題を追加し，証明の最後に以下の証明を追加して下さい．

[追加する命題]

(5) 整域 S が体 R 上整ならば S は体である．

[追加する証明]

証明. (5) x ∈ S が (3)の証明のように表せるとき，

1
x

= − 1
a0

(xn−1 + an−1x
n−1 + · · ·+ a2x + a1) ∈ S

なので，S は体である．

● p.51 例 2.2.12の 2行目

誤: z2 + (x2 + y2 − 1) = 0

正: z2 + (X2 + Y 2 − 1) = 0

● p.55 命題 2.2.13の 2 行目

誤: p = q ∩R は S の素イデアルである．

正: p = q ∩R は R の素イデアルである．

● p.56 定理 2.2.14 の証明を，次の原稿と差し替えて下さい．

証明.∗ まず，pが R の極大イデアルの場合を考える．pS 6= S であることを示す．

もし pS = S ならば，1 = p1s1 + · · ·+pksk (pi ∈ p, si ∈ S)と書ける．S′ = R[s1,. . .,



15

sk] は有限生成 R-加群で，S′ = Rx1 + · · · + Rxn (x1 = 1)と表せば，S′ = pS′ よ

り，xi =
n∑

j=1

aijxj (aij ∈ p) と表せる．aij を (i, j)-成分とする n 次正方行列を A

とし，I を単位行列として，b = det(I − A) ∈ 1 + p とすれば，bxi = 0 より b = 0

となり矛盾する．したがって，pS 6= S である．

S における pS の準素イデアル分解 pS = J1 ∩ · · · ∩ Jm をとる．I =
√

J1 ∩R と

おけば，I は R の素イデアルで，I ⊃ pである．pは極大イデアルだから，I = pで

ある．そこで，q =
√

J1 とおく．S/qは R/p 上整なので体であり，qは極大イデア

ルである．そして，q∩R = p を満たす．

pが R の素イデアルの場合は，Sp = {x/y ∈ Q(S) | x ∈ S, y ∈ R− p}とおくと，
Sp は Rp の整拡大である．pRp は Rp の極大イデアルなので，上の議論から Sp の

極大イデアル q̃で q̃ ∩Rp = pRp を満たすものが存在する．そこで，q = q̃ ∩ S とお

けば，q ∩R = pRp ∩R = p である．

さて，R の素イデアル列 p0 % p1 % · · · % pr に対し，S の素イデアル列

q1 % q2 % · · · % qr で qi ∩R = pi (1 5 i 5 r)を満たすものが存在することを帰納法

の仮定として，q0 の存在を証明する．S = S/q1 は R = R/p1 の整拡大である．上

の議論から，S の素イデアル q で，q ∩ R = p0/p1 を満たすものが存在する．そこ

で，自然な全射 S → S による q の原像を q0 ⊂ S とすれば，q0 ∩ R = p0, q0 % q1

となる．これより，Krull dimR 5 Krull dimS がわかる．

また，q0 % q1 % · · · % qrが Sの素イデアル列のとき，q0∩R ⊃ q1∩R ⊃ · · · ⊃ qr∩R

は Rの素イデアル列であり，上の議論から，もし qi∩R = qi+1∩Rならば qi = qi+1

である．よって，Krull dimS 5 Krull dimR である．

● p.59 定理 2.2.20の証明

初版と新装版で修正箇所が異なりますが，最終的に以下の原稿になります．

[差し替え原稿]

証明. tr.deg CQ(R) = dを dに関する帰納法で証明する．d = 0 のとき，(0)が極

大イデアルだから R は体で，R = Q(R) は C の代数拡大で，tr.deg CQ(R) = 0 で

ある．

d = 1 とする．前の系と定理 2.2.16より，C 上代数的独立な x1,. . ., xm ∈ R を選

んで，Rが S = C[x1,. . ., xm] 上整かつ，p1 ∩ S = Sx1 となるようにできる．

S′ = S/(p1 ∩ S) ∼= C[x2, x3,. . ., xm] とおく．準同型定理より，S′ = S/(p1 ∩ S)

⊂ R/p1 とみなせ，R/p1 は S′ 上整である．
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R/p1 と S′ に対して帰納法の仮定を適用して，tr.deg CQ(S′) = d− 1 を得る．こ

れより，tr.deg CQ(R) = tr.deg CQ(S) = 1 + tr.deg CQ(S′) = d を得る．

長さ d の素イデアル列が存在するから，Krull dimR = d であるが，もし，

Krull dimR > dとすると，長さ d + 1 以上の素イデアル列が存在し，上の結果から，

tr.deg CQ(R) = d + 1 となって矛盾する．したがって，Krull dimR = d である．

上の構成法では，適当に ai,1,. . ., ai,i−1 ∈ Cを選べば fi := xi + ai,i−1xi−1 + · · ·+
ai,1x1 ∈ pi となるようにできる．このとき，f1,. . ., fd は C 上代数的独立である．

● 新装版の p.59 下から 5行目 (初版にはこのゴミはありません)

誤: (0) = q0 ⊂ q1 ⊂ · · · ⊂ qb, はゴミなので削除

● p.59～ 60 命題 2.2.24

命題 2.2.24を以下の原稿と差し替えて下さい．

命題 2.2.24. (Krullの標高定理) R は C 上有限生成な整域またはその局所化，
I = (g1,. . ., gr) は R のイデアル, p は I の極小素因子とする．すると，ht p 5 r が

成り立つ．

証明. r = 1 のときは多項式環に帰着できるので簡単．r = 2 とする．pRp は IRp

の極小素因子である．ht q = ht p−1なる素イデアル q ⊂ Rp を取る．gr ∈ pRp−qと

仮定してよい．
√

grRp + q = pRp なので，ある m ∈ Nを取ると，任意の 1 5 i < r

に対して，gm
i ∈ grRp + q である．gm

i = g′i + aigr (g′i ∈ q, ai ∈ Rp)と表せる．

J := g′1Rp + · · · g′r−1Rp とし，極小素因子 J ⊂ r ⊂ q ⊂ Rp を取る．r + grRp 3 gm
i

だから pRp/qRp は grRp/qRp の極小素因子で，r = 1 の場合の結果から高さ 1 で

あり，r = q となる．帰納法の仮定から，ht q 5 r − 1 である．

● 新装版の p.61 定理 2.2.28

アフィン代数多様体の正則写像による像について，重要な事実の説明が欠落して

いました．定理 2.2.28の部分を次の原稿と差し替えて下さい．もとの定理 2.2.28の

主張は，一般化された形で (3)に含まれています．

[差し替え原稿]

一般には，アフィン代数多様体 ϕ:V → W による V の像 ϕ(V )はアフィン代数多

様体にはならない．例えば，V = W = C2, ϕ:V → W を多項式写像 ϕ(x, y) = (x,

xy)で定まる正則写像とする．このとき，ϕ(V ) = DW (x) ∪ {(0, 0)}で，ϕ(V )はア

フィン代数多様体ではないし，W の開集合でもない．
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定理 2.2.28a. V , W はアフィン代数多様体，ϕ:V → W は正則写像とする．こ

のとき，以下が成り立つ．

(1) ϕ(V )を含むW の最小のザリスキー閉集合が W である (このとき, ϕ:V → W

は支配的であるという)と仮定する．すると，自然な単射 ϕ∗: Rat(W ) → Rat(V )

が存在する．

(2) dim V = dimW で ϕ:V → W は支配的であると仮定する．すると，あるア

フィン開集合 DV (f) ⊂ V , DW (g) ⊂ W を選んで，ϕ:DV (f) −→ DW (g)が

有限写像になるようにできる．

(3) 支配的正則写像 ϕ:V → W が V のあるザリスキー開集合上で単射ならば，

ϕ∗: Rat(W ) → Rat(V ) は同型写像である．

(4) ϕ:V → W が支配的ならば，W のある空でないアフィン開集合 U ⊂ W で，

U ⊂ ϕ(V ) となるものが存在する．

(5) W のある閉部分多様体 Z1,. . ., Zr と，各 Zi のあるアフィン開集合 Ui が存

在して，

ϕ(V ) =
r⋃

i=1

Ui

と表すことができる．ここで，2 5 i 5 r に対し dimUi < dimU1 である．

証明. RV , RW を V , W の座標環とする．

(1) ϕ∗:RW → RV が単射であることを示す．f ∈ RW が ϕ∗(f) = 0 を満たすと

する．f = 0で定まる W のザリスキー閉集合 V (f)は ϕ(V )を含むから，V (f) = W

であり，f = 0 である．ϕ∗:RW → RV が単射だから，単射 ϕ∗: Rat(W ) → Rat(V )

が存在する．

(2) ϕ∗ を通して Rat(W ) ⊂ Rat(V ) と看做す．tr.deg CRat(W ) = dimW =

dimV = tr.deg CRat(V ) で，Rat(V ) は C 上有限生成な体なので，Rat(V ) は

Rat(W ) の有限次代数拡大である．

Step 1. X はアフィン代数多様体，ϕ̃:X → W は有限写像で，V は V = DX(f)

という形の X の開集合，ϕ = ϕ̃|V であると仮定し，この場合に (2)を示す．

X の座標環 RX は RW の整拡大である．f ∈ RX の RW 上の最小多項式を，

F = Tn +an−1T
n−1 + · · ·+a0 (ai ∈ RW )とする．このとき，DV (a0) ⊂ DX(f) = V

で，ϕ:DV (a0) → DW (a0) は有限写像である．よって，(2)が成立する．

さて，一般の V , W について，[Rat(V ) : Rat(W )]に関する帰納法で，(2)を証明

する．

Step 2. Rat(V ) = Rat(W ) の場合に (2)を示す．
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RV は C 上有限生成だから RW 上有限生成であり，ある fi, gi ∈ RW を選んで，

RV = RW [g1/f1,. . ., gr/fr]と書ける．f = f1 · · · fr とおくと，RV [1/f ] = RW [1/f ]

であるので，DV (f) ∼= DW (f) である．よって，(2)が成り立つ．

Step 3. Rat(V ) % Rat(W ) の場合に (2)を示す．

f ∈ RV − Rat(W ) が存在する．f ∈ RV の Rat(W ) 上の最小多項式を，F =

Tn + an−1T
n−1 + · · ·+ a0 (ai ∈ Rat(W ))とする．a0,. . ., an−1 を RW の元の分数

で表し，その分母の積を b とする．W ′ = DW (b), V ′ = DV (b) とすると，これらは

RW ′ = RW [1/b], RV ′ = RV [1/b] を座標環とするアフィン開集合である．ai ∈ RW ′

である．

R = RW ′ [T ]/(F ) = RW ′ [T ]/(Tn + an−1T
n−1 + · · ·+ a0)

は RW ′ の整拡大で，R を座標環とするアフィン代数多様体 Z をとると，有限写像

π:Z → W ′ が存在する．また，R ⊂ RV ′ だから，この包含写像より ψ:V ′ → Z が

定まり，ϕ = π ◦ ψ を満たす．

帰納法の仮定から，あるアフィン開集合 DV ′(f ′) ⊂ V ′, DZ(h′) ⊂ Z を選んで，

ψ:DV ′(f ′) −→ DZ(h′)が有限写像になるようにできる．Step 1の結果から，あるアフィ

ン開集合 DW (g) ⊂ W ′ ⊂ W , DZ(h) ⊂ DZ(h′)を選んで，π:DZ(h) → DW (g)が有

限写像になるようにできる．ψ−1(DZ(h)) = DD′
V

(f ′)(ψ∗(h)) = DV (bf ′ψ∗(h)) =: UV

とおけば，ϕ:UV → DW (g) は有限写像である．

(3) 上の結果から容易にわかる．

(4) dimV − dimW に関する帰納法で証明する．dimV = dim W のときは (2)

で証明した．dimV > dimW とする．V はある CN 内のアフィン代数多様体であ

る．CN 内で，ある 1次多項式の零点として定義されるザリスキー閉集合を CN の超

平面という．それは，CN−1 と同型である．適当な超平面 H ⊂ CN をとり，H ∩ V

の適当な既約成分 V ′ をとる (実際には，第 4章で紹介するベルティニの定理により，

ほとんどの超平面 H に対し，H ∩ V は既約である)と，ϕ|V ′ :V ′ → W が支配的に

なるようにできる (簡単なので証明してみよ)．V ′ は H 内のアフィン代数多様体で，

dimV ′ = dimV − 1 である．帰納法の仮定から，U ⊂ ϕ(V ′) ⊂ ϕ(V ) となるような

W のアフィン開集合 U が存在する．

(5) dimW に関する帰納法で証明する．dimW = 0のとき，つまりW が 1点のと

きは，結論は自明である．dimW = 1とする．ϕ(V )の W におけるザリスキー閉包を

Z1 とする．(4)より，Z1 のあるアフィン開集合 U1 で，φ 6= U1 ⊂ ϕ(V )となるものが

存在する．V −ϕ−1(U1)は有限個の (dimV −1)次元以下の V の閉部分多様体 V1,. . .,

Vk の和集合である．V −ϕ−1(U1) = V1∪· · · ∪ Vkで，ϕ(V )−U1 ⊂ ϕ(V1)∪· · · ∪ ϕ(Vk)
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である．W における ϕ(Vi)のザリスキー閉包を Wi とすると，Wi は W の閉部分多

様体で，dimWi < dimW である．帰納法の仮定から，ϕ:Vi → Wi に対しては (5)

の結論が成立するので，あとは簡単に証明が完結する．

● p.62. 2.3.1項の最後から 3行目

誤: ここで，「λ, µ ∈ Λ, λ 6= µ ならば Mλ ∩Mµ = {0}」が成り立つとき，
正: ここで，「各 λ ∈ Λ に対し Mλ ∩

∑

µ6=λ

Mµ = {0}」が成り立つとき，

● p.63 例 2.3.2の直前の行

誤: Q(S) の d 次斉次元全体の集合と {0} の合併集合を Q(R)d と書く．

正: Q(S) の d 次斉次元全体の集合と {0} の合併集合を Q(S)d と書く．

● p.63 例 2.3.2の 2行目

誤: Sd =
{
f(X, Y, Z) ∈ S

∣∣ f(X, Y , Z) は d 次斉次多項式
} ∪ {0}

正: Sd =
{
f(X0, . . . , Xn) ∈ S

∣∣ f(X0,. . ., Xn) は d 次斉次多項式
} ∪ {0}

● p.63 定理 2.3.3の証明の 3行目

誤: ある fi,d ∈ Sd により，

正: ある fi,d ∈ I ∩ Sd により，

● p.63～ 64 命題 2.3.4の証明の 4行目

誤: d 6= e のとき Rd ∩Re = {0} である．
正: Rd ∩

∑

e 6=d

Re = {0} である．

● p.65～ 66 定義 2.3.6から第 2.3.3項の最後まで

定義 2.3.6から注意 2.3.7までの説明の中で，自明のように書かれている命題の証

明は，かなり難しかったようです．定義 2.3.6から第 2.3.3項の材後までを，下記の

原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定義 2.3.6a. 射影代数多様体 V の座標環を R とする．R は整域であるので，

Q(R)0 =
{

G

F
∈ Q(R)

∣∣∣∣ ある d ∈ Nがあり F , G ∈ Rd

}

は体になるが，これを Rat(V ) などと書き，V の有理関数体とか，関数体という．

Rat(V ) の元を V 上の有理関数という．
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また，dimV = tr.deg CRat(V ) で V の次元 を定義する．

S = C[X0,. . ., Xn], Iは Sの斉次イデアルで，R = S/Iであるとする．G ∈ Rd−{0}
(d > 0)はある G̃ ∈ Sd の I を法とする同値類として表せる．(a0 : a1 : · · · :

an) ∈ V ⊂ Pn のとき，G̃(a0, a1, . . . , an) の値は G̃ の選び方に依存しないので，

G(a0, a1, . . . , an) = G̃(a0, a1, . . . , an) と定義できる．そして，
D+(G) =

{
(a0 : · · · : an) ∈ V ⊂ Pn

∣∣ G̃(a0, . . . , an) 6= 0
}

RU =
(

R

[
1
G

])

0

=
{

F

Gk
∈ Q(R)0

∣∣∣∣ k ∈ N ∪ {0}, F ∈ Skd

}

と定める．ここで，U = D+(G) である．

命題 2.3.6b. (1) D+(G) は RU を座標環とするアフィン代数多様体とみなすこ

とができる．

(2) φ 6= U = D+(G) に対し，Rat(V ) = Rat(U) である．特に，

dimU = Krull dimRU = tr.deg Rat(V ) = dimV

である．

証明.∗ (1) I =
{
(i0, . . . , in) ∈ Zn+1

∣∣ i0 + · · ·+ in = d, i0 = 0,. . ., in = 0
}
とし，I

の元を適当に I = {i1,. . ., im} と並べておく．Xj ∈ S の R における同値類を xj と

し，ik = (i0,. . ., in) のとき，ϕ(Yk) =
xi0

0 · · ·xin
n

G
によって ϕ:C[Y1,. . ., Ym] −→ RU

を定め，J = Ker ϕ, A = C[Y1,. . ., Ym]/J とおく．ϕは全射なので A ∼= RU である．

また V (J) ⊂ Cm の点と D+(G) の点は，以下のように，自然に 1対 1に対応する．

a = (a0 : · · · : an) ∈ D+(G) に対し，bk =
ai0
0 · · · ain

n

G(a0, . . . , an)
とし，a に b = (b1,. . .,

bm) ∈ V (J) を対応させる．

この逆対応は以下のようになる．b = (b1,. . ., bm) ∈ V (J) をとる．i ∈ I の

中から，j0 = (d, 0, . . . , 0), j1 = (d − 1, 1, 0, . . . , 0), j2 = (d − 1, 0, 1, 0, . . . , 0), . . .,

jn = (d− 1, 0, . . . , 0, 1)を抜き出し，それが順に Yj0 , Yj1 ,. . ., Yjn に対応するとする．

このとき，(bj0 ; bj1 : · · · : bjn
) ∈ Pn が最初の a と一致する．このように，V (J) と

D+(G) の間に自然な全単射があり，A ∼= RU であるので V (J) = D+(G) とみなし

て，D+(G) をアフィン代数多様体とみなすことができる．

(2) Rat(U) = Q(RU ) の元 x は x =
F/Gk

H/Gl
の形に書けるが，G の巾を F か H

に適当にかけて k = l と仮定してよい．F , H ∈ Skd であるので，x ∈ Q(RU ) に
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F/H ∈ Q(R)0 = Rat(V )を対応させる．逆に，Rat(V )の元 yは y = F/H ∈ Rat(V )

(F , H ∈ Rm)という形に書ける．m+r = qdを満たす非負整数 r, qをとり，y ∈ Rat(V )

に
xr

0F/Gq

xr
0H/Gq

∈ Q(RU ) を対応させると，Rat(V ) = Q(RU )がわかる．

D+(G) を G 6= 0 で定まる V のアフィン開集合という．また

V+(G) = V −D+(G)

と書き，これを G = 0 で定まる V の代数的集合という．もっと一般に，V の座標

環 R の斉次イデアル J に対して，Jd = J ∩Rd (d ∈ Z)として，

V+(J) =
⋂

d∈Z

⋂

G∈Jd

V+(G), D+(J) =
⋃

d∈Z

⋃

G∈Jd

D+(G)

と定義する．

D+(G) 上のザリスキー位相から V に自然に位相が定まる．つまり，V の部分集

合 W が開集合であるとは，任意の斉次元 G ∈ R に対し W ∩D+(G)がアフィン多

様体 D+(G) のザリスキー開集合であること，として V の開集合系を定義する．こ

の位相を V のザリスキー位相という．

命題 2.3.6c. U が V のザリスキー開集合であれば，R のある斉次イデアル J に

より U = D+(J)と書ける．また，F が V のザリスキー閉集合であれば，R のある

斉次イデアル J により F = V+(J) と書ける．

証明.∗ V ⊂ Pn とし，Xi ∈ S = C[X0,. . ., Xn] の R での像を xi とする．

Ui = D+(xi) とおく．

例えば, U0 上で考えよう．yi = xi/x0 ∈ RU0 = C[y1,. . ., yn] とする．V のザリス

キー位相の定義から，U が V のザリスキー開集合であれば，U ∩ U0 は U0 におい

て，ある f1,. . ., fr ∈ RU0 により，U ∩ U0 = DU0

(
(f1, . . . , fr)

)
と書ける．fi ∈ RU0

の斉次化 Fi ∈ R を V+(Fi) ⊃ V − U となるように選び，J0 = (F1,. . ., Fr) ⊂ R と

おく．U ∩ U0 = D+(J0)∩ U0, U ⊃ D+(J0)が成り立つことは容易に確認できる．

同様な方法で，各 Ui 上で斉次イデアル Ji ⊂ R を定め，J = J0 + · · ·+ Jn とすれ

ば，U = D+(J) となる．

注意 2.3.7. (s : t) ∈ P1 に対し (x : y : z) = (s2 : st : t2) ∈ P2 を対応させる写

像を f :P1 → P2 とすると，C = f(P1) は xz − y2 = 0 で定まる P2 内の 2 次曲線

になり，f :P1 → C は同型写像 (定義 2.4.16 参照)である．このとき，C の座標環
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は，R′ = C[S2, ST , T 2] ∼= C[X, Y , Z]/(XZ − Y 2) になる．これは P1 の座標環

R = C[S, T ]と同型ではない．したがって，2つの射影多様体が同型であっても，そ

の座標環が同型であるとは限らない．

V ⊂ Pn は射影代数多様体，R = C[X0, . . . , Xn]/I はその座標環，xi ∈ R は Xi

の I を法とする同値類とする．R の斉次素イデアルと V の部分射影多様体の対応

は，アフィン代数多様体の場合とほぼ同じであるが，以下の点においてアフィン代

数多様体と少しだけ異なる．R の斉次極大イデアルは (x0,. . ., xn) のみであり，こ

の極大イデアルは V の閉部分多様体と対応しない．これを無縁イデアルという．V

の点 (a0 : · · · : an) は (a0x1 − a1x0, a0x2 − a2x0,. . ., a0xn − anx0) (これは a0 6= 0

の場合) などの形をした coht = 1 の素イデアルと対応する．

X, Y は射影代数多様体，RX , RY はその座標環とする．もし，次数を保つ環準

同型写像 ψ:RY → RX が存在すれば，アフィン代数多様体の場合と同様に，座標環

の coht = 1 の素イデアルの対応から，写像 ϕ:X → Y が誘導される．しかし，注意

2.3.7は，後の定義 2.4.16で説明する意味での正則写像 ϕ:X → Y に対して，対応

する座標環の間の準同型写像 ϕ∗:RY → RX が存在するとは限らない，という例に

もなっている．そういうわけで，射影代数多様体の正則写像は，次節の「代数多様

体」で一般論として説明する．

一般に，射影代数多様体の座標環は，アフィン代数多様体の座標環より使いにく

い．斉次極大イデアルをただ 1つだけ持つ次数付き環を局所次数付き環というが，射

影多様体の座標環は無縁イデアルを唯一の斉次極大イデアルとする局所次数付き環

である．コホモロジーについては，局所環の理論と局所次数付き環の理論は並行し

て進む．しかし，座標環の性質と射影多様体の性質の関係が微妙で，厄介な点が多

い．興味のある方は，[安藤]p.290～ 331をお読み頂きたい．

なお，2 次元以上のアフィン代数多様体の射影化については，曲線の場合と異な

り，Cn への埋入方法に依存して，一意性がない．詳細は，後の第 5.2節を読んで頂

くと，理解できると思う．

● p.66 命題 2.3.8の証明の 2～ 3行目

誤: F を F1 の素因数分解に現れる素因数とすると，(F ) ⊂ I であり，(F )は素イデ

アルである．

正: F1 のある素因数 F で F ∈ I となるものが存在する．(F ) ⊂ I であり，(F ) は

素イデアルである．

● 初版 p.67～ 68. 命題 2.4.3 (新装版では修正済み)
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命題 2.4.3を以下の原稿と差し替えて下さい

[差し替え原稿]

命題 2.4.3. 代数多様体の定義 2.4.1において，{1, 2,. . ., m} の任意の空でない
部分集合 I = {i1,i2,. . ., ir} に対し，

UI = Ui1 ∩ Ui2 ∩ · · · ∩ Uir

RI = Ri1 ·Ri2 · · ·Rir
⊂ K

とする．このとき，次が成り立つ．

(1) UI は RI を座標環とするアフィン代数多様体である．

(2) φ 6= I ⊂ J のとき，UJ は UI のアフィン開集合である．

証明. (1) i = i1, Wk = Ui ∩ Uik
, R′k = Ri · Rik

とする．代数多様体の

定義の条件 (3) より，Wk は R′k を座標環とする Ui のアフィン開集合である．

UI = W2 ∩W3 ∩ · · · ∩Wr なので，命題 2.1.28aより，UI は Ui のアフィン開集合

であり，UI の座標環は R′2 · · ·R′r である．RI = R′2 · · ·R′r なので，RI が UI の座

標環である．

(2) i ∈ I とすると，UI , UJ はアフィン代数多様体 Ui のアフィン開集合で，

UJ ⊂ UI なので，UJ は UI のアフィン開集合である．

● 初版 p.68. 定義 2.4.4 (新装版では修正済み)

定義 2.4.4を以下の原稿と差し替えて下さい

[差し替え原稿]

定義 2.4.4. X は代数多様体とし，記号は定義 2.4.1，命題 2.4.3の通りとする．

P ∈ X に対し，P を含むアフィン開集合 UI とその座標環 RI をとる．P ∈ UI に

対応する RI の極大イデアルを mI とし，

OX,P = (RI)mI
=

{
f

g
∈ Rat(X)

∣∣∣∣ f ∈ RI , g ∈ RI −mI

}

mP = mI(RI)mI
=

{
f

g
∈ Rat(X)

∣∣∣∣ f ∈ mI , g ∈ RI −mI

}

とおく．(OX,P , mP ) は局所環である．

φ 6= I ⊂ J のとき，UJ は UI のアフィン開集合だから，命題 2.1.28の証明で説明

したように，(RI)mI
= (RJ)mJ

であり，OX,P は P を含む UI の選び方に依存せず

に定まる．

OX,P を X の点 P における局所環とかストーク (stoke)という．また，f ∈ Rat(X)

が f ∈ OX,P を満たすとき，有理関数 f は点 P で正則であるという．U が X の開
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集合で，f が U の任意の点で正則であるとき，f は U で正則であるとか，U 上の

正則関数であるという．これは，f ∈
⋂

P∈U

OX,P と同値である．

● p.69, 注意 2.4.6の直前の 2行

旧: ただし，代数曲線の特異点や，dimX = 2 の場合は，f(P ) の値を定められない

点 P ∈ X も存在する．このような点を f の不確定点という．

新: ただし，代数曲線の特異点や，dimX = 2の場合は，P に収束する点列 {Pn}∞n=1

の選び方によって lim
n→∞

f(Pn) ∈ P1 の値が変わってしまい，f(P ) の値を定められな

い点 P ∈ X も存在する．このような点を f の不確定点という．

● p.69, 定義 2.4.7の 1 行目

旧: X が代数多様体で，U はそのザリスキー開集合，

新: X は代数多様体で，U はそのザリスキー開集合，

● p.70, 命題 2.4.9

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

命題 2.4.9. X は代数多様体，U , W は X の空でないアフィン開集合で，その

座標環を RU , RW とする．このとき，次が成り立つ．

(1) U ∩W は RU ·RW を座標環とする X の空でないアフィン開集合である．

(2) X の任意のザリスキー開集合 V は，ある有限個のアフィン開集合 V1,. . ., Vm

により，V = V1 ∪ · · · ∪ Vm と表せる．

(3) もし，V = U ∪W もアフィン開集合で，RV を V の座標環とするとき，あ

る f , g ∈ RV が存在して U = D(f), W = D(g) と書けると仮定すると，

RU∩W = RU ·RW = RU + RW

が成り立つ．

証明. (1) RW は C 上有限生成な環なので，RW = C[f1,. . ., fr] (fi ∈ Rat(X))

と書ける．よって，R := RU ·RW = RU [f1,. . ., fr] も C 上有限生成な整域だから，
R はあるアフィン代数多様体 V の座標環になっている．包含写像 RU ⊂ R から定

まる正則写像を ϕU :V → U とおく．点 P ∈ U に対応する極大イデアル mP ⊂ RU

をとる．fi は W 上で正則なので，もし P ∈ U ∩W ならば fi(P ) ∈ C であり，
R

mP R
=

RU [f1, . . . , fr]
mP RU [f1, . . . , fr]

=
RU

mP
[f1(P ), . . . , fr(P )] ∼= C
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である．つまり，mP R は R の極大イデアルである．他方，P /∈ W の場合には，

任意の Q ∈ W に対して mP OX,Q = OX,Q なので，RW ⊂ mP RW である．これ

より，R ⊃ mP R = RU · mP RW ⊃ RU · RW = R なので，mP R = R である．以

上のことは，ϕU が単射であることを意味する．同様に，包含写像 RW ⊂ R か

ら定まる正則写像 ϕW :V → W も単射である．上の考察から，P ∈ V に対して

ϕU (P ) = ϕW (P ) ∈ X であるから，ϕU , ϕW は，同じ単射 ϕ:V −→ (U ∩W ) を定

め，環準同型 ϕ∗:RU∩W → R を引きおこす．

U∩W はアフィン代数多様体 U のザリスキー開集合だから，点 P ∈ U∩W をとると

き，P に対応する RU∩W の極大イデアル mが存在する．R ⊂
⋂

P∈U∩W

OX,P = RU∩W

だから，R の極大イデアル m ∩R に対応する V の点 Qがある．ψ(P ) = Qによっ

て，写像 ψ: (U ∩W ) −→ V が定義できる．ϕ ◦ ψ: (U ∩W ) −→ (U ∩W ) は恒等

写像で，ψ∗ ◦ ϕ∗:RU∩W → R → RU∩W は恒等写像である．よって，U ∩W ∼= V ,

RU∩W = R である．

(2) Ui のあるアフィン開集合 Vi,1,. . ., Vi,mi
により V ∩ Ui = Vi,1 ∪ · · · ∪ Vi,mi

と表せる．Vi,j は X のアフィン開集合でもあるので，(2)が成立する．

(3)は命題 2.1.24(2)から得られる．

● p.71. 命題 2.4.11の証明の 2～ 3行目

誤: Y は X の部分多様体なので，

正: Y は X の閉部分多様体なので，

● p.72, 命題 2.4.13

命題 2.4.13とその証明を，以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

命題 2.4.13a. X は代数多様体で，U1,. . ., Ur は X のアフィン開集合とする．こ

のとき，

(1) U1 ∩ · · · ∩ Ur は OX(U1) · · ·OX(Ur) ⊂ Rat(X) を座標環とする X のアフィ

ン開集合である．

(2) OX(U1 ∪ · · · ∪ Ur) = OX(U1) ∩ · · · ∩OX(Ur).

(3) U は X のアフィン開集合，U1, U2 は U のアフィン開集合で，U = U1 ∪ U2

かつ，U 内で U1 = D(f1), U2 = D(f2) という形に書けるとき，

OX(U1 ∩ U2) = OX(U1) + OX(U2).
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証明. (1)は明らか．(2)も定義より明らか．(3)は命題 2.4.9よりわかる．

● p.72, 定義 2.4.14の最後の 3 行

旧原稿:

このとき命題 2.4.9より，X のある閉部分集合 Y で，X の各アフィン開集合 U

に対し，OX(U)/I(U)が Y ∩U の座標環となるようなものが存在する．この Y を，

I を定義イデアル とする X 内の代数的集合という．

上の証明はやや難しいようなので，証明を追加することにし，以下の原稿と差し

替えます．

[差し替え原稿]

命題 2.4.14b. Iが OX のイデアルのとき，X のある閉部分集合 Y で，X の各

アフィン開集合 U に対し，OX(U)/I(U)が Y ∩ U の座標環となるようなものが存

在する．この Y を，I を定義イデアル とする X 内の代数的集合という．

証明. X の各アフィン開集合 U に対し，U の座標環 OX(U) のイデアル I(U)が

定める U の代数的集合を YU とする．YU ⊂ U ⊂ X である．まず，U のアフィン開

集合 W = D(f)に対し YW = W ∩ YU が成り立つことは，f ′ = (f mod I(U))とお

くとき，イデアル層の定義より，OX(W )/I(W ) =
(
OX(U)/I(U)

)
[1/f ′]であること

からわかる．これより，U の任意のアフィン開集合 W に対しても，YW = W ∩ YU

が成り立つ．

さて，X のアフィン開被覆 U1,. . ., Ur をとり，Y = YU1 ∪ · · · ∪ YUr とおく．Y が

アフィン開被覆の選び方に依存しないことは，前半の考察からわかる．

● p.72, 命題 2.4.15

命題 2.4.15を以下の原稿と差し替えて下さい．証明はもとのままです．

[差し替え原稿]

命題 2.4.15a. V は X のアフィン開集合，U1, U2 は V のアフィン開集合で，

V = U1 ∪ U2 かつ，V 内で U1 = D(f1), U2 = D(f2) という形に書けるとき，

● p.74, 定理 2.4.18の証明

定理 2.4.18の証明を，以下の原稿と差し替えて下さい．

証明. (1)は，Q(OY,ϕ(P )) = Rat(Y ), Q(OX,P ) = Rat(X) よりすぐわかる．

(2) ϕ は全射とする．任意の点 Q ∈ Y に対し ϕ(P ) = Q を満たす点 P ∈ X が

存在する．f ∈ OY,Q が f ◦ ϕ = 0 ∈ OX,P を満たせば，P のある近傍の各点 P ′ で
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(f ◦ϕ)(P ′) = 0である．よって，Qのあるアフィン開近傍 U の各点 Q′ で f(Q′) = 0

である．ヒルベルトの零点定理より，f = 0 ∈ OX(U) ⊂ Rat(X) であり，ϕ∗P は単

射である．

(3) ψ = ϕ−1:Y → X が正則写像であることを示す．任意の点 Q ∈ Y をとり

P = ψ(Q) とおく．任意のザリスキー開集合 P ∈ W ⊂ X と，十分小さいアフィン

開集合 Q ∈ U ⊂ Y をとる．U ′ = ψ(U) = ϕ−1(U)は X のザリスキー開集合である

が，OY (U ′) ∼= OX(U) の極大イデアルと U ′ の点が 1 対 1に対応するので，U ′ は

X のアフィン開集合である．U ′ ∩W 3 P は U ′ のザリスキー開集合なので，アフィ

ン多様体の同型写像 ϕ|U ′ :U ′ → U を通して，U ∩ ψ−1(W ) 3 Q は U のザリスキー

開集合であることがわかる．よって，ψ は連続写像である．

g ∈ OX(W ) ⊂ Rat(X) に対し，ϕ∗(f) = f ◦ ϕ = g を満たす f ∈ Rat(Y )が存在

し，十分小さい U を取れば f ∈ OY (U)を満たす．g ◦ψ = f だから，ψ は正則写像

で，ϕ は同型写像である．

● p.74～ 75, 注意 2.4.19の 6～ 7行目

誤: ϕ∗(R) = C[T 2, T 3] ⊂ C[T ] = RV であり，ϕ∗:RW → WV は全射でない．

正: ϕ∗(RW ) = C[T 2, T 3] ⊂ C[T ] = RV であり，ϕ∗:RW → RV は全射でない．

● p.75. 注意 2.4.19の直後

重要事項の説明が欠落していました．注意 2.4.19の後に次の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

定義 2.4.20. X は代数多様体，Y ⊂ X はザリスキー閉集合とする．Y が可約であ

るとは，X の空でないザリスキー閉集合 Z1, Z2 で，Z1 ∪ Z2 = Y , Z1 6= Y , Z2 6= Y

を満たすものが存在することをいう．Y が可約でないとき Y は既約であるという．

Y が OX のイデアル層 Iを定義イデアルとする代数的集合のとき，X の各アフィ

ン開集合 U に対して OX(U)/I(U)が 0 以外の巾零元を持たないとき，Y は被約で

あるという．

この既約の定義が定理 2.1.34の直後で与えた定義と本質的に一致することが次の

定理からわかる．

命題 2.4.21. X は n 次元代数多様体，φ 6= W $ X はザリスキー開集合とする．

このとき，以下が成り立つ．

(1) X −W は有限個の n− 1 次元以下の X の閉部分多様体の和集合である．
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(2) Y は W の閉部分集合とする．このとき，ザリスキー位相に関する X 内での

Y の閉包 Y は，解析的位相に関する X 内での Y の閉包 Y ′ と一致する．ま

た，Y ∩W = Y である．また，Y が W の閉部分多様体ならば Y は X の

閉部分多様体で，dimY = dim Y である．

証明. (1) X のアフィン開被覆 U1,. . ., Um をとる．各 (X −W )∩ Ui が Ui の

n− 1 次元以下の閉部分多様体の和集合であることを証明すればよいので，最初から

X はアフィン代数多様体であると仮定してよい．X −W $ X は X のザリスキー

閉集合だから，それは有限個の n− 1 次元以下の閉部分多様体の和集合である．

(2) Y が既約かつ被約で W の閉部分多様体である場合に証明すればよい．X

のアフィン開被覆 U1,. . ., Um をとる．Ui における Y ∩ Ui のザリスキー閉包を

Yi とし，Ui における Y ∩ Ui の解析的閉包を Y ′
i とするとき，Y = Y1 ∪ · · · ∪ Ym,

Y ′ = Y ′
1 ∪ · · · ∪ Y ′

m である．そこで，最初から X はアフィン代数多様体であると仮

定してよい．すると，W = D(f1) ∪ · · · ∪D(fr) と書けるので，W = D(fi) の場合

に定理は帰着さる．ザリスキー閉集合は解析的閉集合だから，Y ⊃ Y ′ である．逆

に，任意の点 P ∈ Y は D(fi)∩ Y 内の点列の解析的位相に関する極限として表せる

ので，Y = Y ′ である．Y ∩D(fi) = Y ∩D(fi) より Y ∩W = Y である．

また，Y が W = D(fi) 内の閉部分多様体のとき，RW = OX(W )における Y の

定義イデアルを I ′Y とおき，RX = OX(X), IY = I ′Y ∩RX とおく．I ′Y は RW の素

イデアルだから，IY は RX の素イデアルで，IY は RX における Y の定義イデアル

である．よって，Y は X の閉部分多様体で，I ′Y = IY RW だから，dimY = dim Y

である．

定理 2.4.22. X は代数多様体とする．

(1) Z ⊂ X が既約なザリスキー閉集合ならば，Z は代数多様体の構造を持つ．

(2) X が射影代数多様体で，Z ⊂ X が既約なザリスキー閉集合ならば，Z は射

影代数多様体の構造を持つ．

(3) X は射影代数多様体，Y は代数多様体，ϕ:X → Y は正則写像とする．この

とき，ϕ(X) は Y の既約なザリスキー閉集合である．

証明. (1) まず，一般に Z は X の (既約とは限らない) ザリスキー閉集合と

する．U ⊂ X を勝手なアフィン開集合とする．Z ∩ U はアフィン代数多様体 U

のザリスキー閉集合だから，U の相異なる部分代数多様体 V1,. . ., Vr を選んで

Z ∩ U = V1 ∪ · · · ∪ Vr と書ける．素イデアル pi ⊂ OX(U) を Vi の定義イデアルと

し，IU = p1 ∩ · · · ∩ pr とおく．この右辺は IU の準素イデアル分解であることに注意
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する．Z ∩U = VU (IU ) = U −DU (IU )と書ける．OX のイデアル層 Iを I(U) = IU

によって定義する．アフィン開集合 W ⊂ U に対し IW = IU ·OX(W ) が成り立つ

ことは，容易に確認できる．この I を Z の被約構造を定める定義イデアルという．

さて，Z が既約な場合には，Z ∩U も既約なので，r 5 1である．したがって，IU

は素イデアルになる．このとき I は OX の素イデアルであるという．

X = U1 ∪ · · · ∪ Ur とアフィン開被覆で覆われているとき，U ′
i = Z ∩ Ui, R′i =

OX(Ui)/I(Ui) と定める．ただし，U ′
i = φ となる i は取り除いておく．これにより

自然に Z = U ′
1 ∪ · · · ∪ U ′

r に代数多様体の構造が定まる．

(2) X の座標環 Rはある多項式環 S = C[X1,. . ., Xn]とその斉次素イデアル IX

を選んで R = S/IX と書ける．

IZ =
{
F ∈ R

∣∣任意の点 P ∈ Z に対し F (P ) = 0
}

とおくと，Z が既約のとき IZ が R の斉次素イデアルになることは容易に証明でき

る．自然な全射 π:S → R による IZ の逆像を J = π−1(IZ) とおけば，J は S の斉

次素イデアルで，R/IZ
∼= S/J なので，Z は射影代数多様体の構造を持つ．

(3) ϕ(X)の Y におけるザリスキー位相に関する閉包を Z とする．定理 2.2.28(4)

より，Z の空でないアフィン開集合 U で U ⊂ ϕ(X)となるものが存在する．Z にお

ける U の閉包は，ザリスキー位相で考えても解析的位相で考えても Z に一致する．

ところで，X は解析的位相に関してコンパクトであるから ϕ(X) も解析的位相に関

してコンパクトで，Z の解析的閉集合である．上の考察から ϕ(X) = Z である．

命題 2.4.23. X は代数多様体，Y は X の部分代数多様体とする．

(1) Y が X の解析的開集合であることと，Y が X のザリスキー開集合であるこ

とは同値である．

(2) Y が X の解析的閉集合であることと，Y が X のザリスキー閉集合であるこ

とは同値である．

証明. Y が X の部分多様体なので，X のあるザリスキー開集合 U が存在して，

Y は U のザリスキー閉集合である．

(1) X のザリスキー開集合は解析的開集合なので，Y が X の解析的開集合の場

合を考える．すると，Y は U の解析的開集合でもある．Y は U の解析的閉集合で

もあり，U は連結なので Y = U となり，Y ザリスキー開集合である．

(2) 命題 2.4.21(2)より，Y の X における解析的閉包とザリスキー閉包は一致

し，それは Y に等しい．



30

一般に，位相空間 X, Y と連続写像 ϕ:X → Y について，X の任意の開集合 U

に対し ϕ(U)が Y の開集合になるとき ϕ は開写像であるといい，X の任意の閉集

合 Z に対し ϕ(Z)が Y の閉集合になるとき ϕ は閉写像というのであった．

命題 2.4.24. X, Y は代数多様体，ϕ:X → Y は正則写像とする．このとき，以

下が成り立つ．

(1) X, Y がアフィン代数多様体で，W = ϕ(X)が Y のザリスキー開集合ならば，

ϕ:X → W はザリスキー位相についても，解析的位相についても，開かつ閉

写像である．

(2) ϕ:X → Y がザリスキー位相に関して開写像であることと，解析的位相に関

して開写像であることは同値である．

(3) ϕ:X → Y がザリスキー位相に関して閉写像であることと，解析的位相に関

して閉写像であることは同値である．

証明. (1) RX = OX(X), RY = OY (Y )とする．定理 2.2.28a(1)より，ϕ∗:RY →
RX は単射である．勝手なイデアル I $ RX をとる．J = (ϕ∗)−1(I) $ RY は RY のイデ

アルである．容易にわかるように，ϕ(VX(I)) = VY (J)∩W , ϕ(DX(I)) = DY (J)∩W

である．よって，ϕ:X → W はザリスキー位相に関して開かつ閉写像である．

定理 2.1.29より，X, Y を適当なアフィン空間 Cn, Cm のアフィン代数多様体とし

て表すと，ϕ は多項式写像 ϕ̃:Cn → Cm から得られる．ここで，ϕ を定義するどの

多項式 Yi = Fi(X1,. . ., Xn) も定数多項式でないと仮定してよい．(a1,. . ., an) ∈ X

をとり，bi = Fi(a1,. . ., an)とおく．複素正則関数の性質から，Cn の開集合の Fi に

よる像は C の開集合である (n = 1 の場合は，例えば，アールフォルス「複素解析」

現代数学社，p.141の系 1 参照．n = 2 の場合は帰納法ですぐ証明できる)．このこ

とから，ϕ は解析的開写像であることがわかる．

ϕが解析的閉写像であることを示すには，X の解析的有界閉集合 Z に対し ϕ(Z)

が W の閉集合であることを示せばよい．Z は解析的コンパクト集合で，ϕ は解析

的連続写像なので，ϕ(Z) も解析的コンパクトであり，ϕ(Z)は解析的閉集合である．

(2) ϕがザリスキー開写像の場合を考える．X, Y の適当なアフィン開被覆をとっ

て考えれば，(1)の設定に帰着される．ϕ(X) はアフィン多様体 Y のザリスキー開

集合なので，(1)より ϕ は解析的開写像である．

次に，ϕ が解析的開写像の場合を考える．ϕ(X) は Y の解析的開集合であるが，

命題 2.4.23より ϕ(X)は Y のザリスキー開集合である．すると，(1)に帰着される．

(3) ϕがザリスキー閉写像の場合も解析的閉写像の場合も，命題 2.4.23より ϕ(X)
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は Y のザリスキー閉集合である．Y のかわりに ϕ(X)を考えることにより，ϕは全

射であると仮定してよい．すると，議論は (1)の場合に帰着され，結論を得る．

● p.75, 命題 2.5.1の証明

命題 2.5.1の証明を下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. 命題 2.2.24よりすぐわかる．

● p.75, 定理 2.5.3の 2行目

誤: m = m̃Rm̃,

正: m = m̃R̃m̃,

● p.75, 定理 2.5.3(1)の証明の 1行目

誤: x1, x2,. . ., xd ∈ R̃ を，

正: x1, x2,. . ., xd ∈ R を，

● p.75, 命題 2.5.1(2)の証明

定理 2.5.3(2)の証明を下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

(2) m = (x1,. . ., xd)であるので，mr/mr+1 は x1,. . ., xd の r 次単項式全体で生

成される．あと，x1,. . ., xd が C 上代数的独立であることを示せばよい．

d = 1 のときは自明である．d = 2 とする．素イデアル列 (0) = p0 $ p1 $ · · · $
pd = m を (x1,. . ., xi) ⊂ pi となるように取れる ((x1, . . . , xi)Rpi+1 の極小素因子と

R の共通部分を pi とおけばよい)．R/p1 は (x2,. . ., xd) を極大イデアルとする正則

局所環なので，帰納法の仮定から x2,. . ., xd は代数的独立である．f ∈ pd− pd−1 を，

その像が R/pd−1 上超越的な元であるように選ぶ．
√

fR + pd−1 = pd なので，ある

m ∈ N と 0 6= a ∈ R− pd により xm
d − af ∈ pd−1 と書ける．f , x2,. . ., xn は代数的

独立なので，x1, x2,. . ., xn も数的独立である．

● p.77, 定理 2.5.5の証明

定理 2.5.5の証明は，このままだと理解が難しいようなので，もっと丁寧に書くこ

とにします．以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]
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証明.∗ P = (a1,. . ., an) ∈ Cn, R̃ = S/I とし，π:S →→ R̃ を自然な全射とする．

また，M = (X1 − a1,. . ., Xn − an) ⊂ S, m̃ = π(M) とする．X ′
i = Xi − ai を Xi

の代わりに考えることにより，a1 = · · · = an = 0 であると仮定してよい．R = R̃m̃,

m = m̃R̃m̃ とおくと，OX,P = R でその極大イデアルは m である．

dimC(m/m2) + rankJ(P ) = n

を証明する．そうすれば，定理が証明される．

m/m2 ∼= m̃/m̃2を示す．包含写像 m̃ ⊂ mと自然な全射を合成して，ρ: m̃ → m/m2を

作る．m̃は準素イデアルなので定理 2.2.3(10)より．Ker ρ = m2∩m̃ =
(
m̃2R∩R̃

)∩m̃ =

m̃2 ∩ m̃ = m̃2 である．よって，準同型定理により，m̃/m̃2 ∼= Im ρである．他方，R-

加群として m は m̃ で生成されるので，R/m ∼= C-加群として m/m2 は m̃ の像で生

成される．よって，ρは全射で，m̃/m̃2 ∼= m/m2 である．さらに，π に準同型定理を

適用して，

m/m2 ∼= m̃/m̃2 ∼= M/(I + M2)

が得られる．

g ∈ S に対し，

ϕ̃(g) =
(

∂g

∂X1
(P ), . . . ,

∂g

∂Xn
(P )

)
∈ Cn

として準同型写像 ϕ̃:S → Cn を定義する．g の定数項を g0 ∈ Cとし，g の 1次の項を

g1 = c1X1 + · · ·+ cnXn ∈ M, g の 2次以上の項を g2 ∈ M2 とする．g = g0 +g1 +g2

である．P は原点としておいたので，
∂g

∂Xi
(P ) = ci で，ϕ̃(g) = (c1,. . ., cn) である．

また，g ∈ M2 のとき ϕ̃(g) = 0なので，ϕ̃から写像 ϕ:M/M2 → Cn が誘導される．

ϕ(X1),. . ., ϕ(Xn) は Cn の基本ベクトル (標準基底)になるので，ϕ は C-ベクトル

空間の同型写像である．

ϕ̃(f1),. . ., ϕ̃(fr)で生成される Cnの部分 C-ベクトル空間をW とすると，dimCW =

rankJ(P ) である．したがって，f1,. . ., fr の M2 を法とする同値類で生成される

M/M2 の部分 C-ベクトル空間を V とすると，V ∼= W で，dimC V = rankJ(P )で

ある．

自然な全射 ψ: (M/M2) →→ (M/(I + M2)) を考えると，I = (f1,. . ., fr) なので

V = Ker ψ である．したがって，

rankJ(P ) = dimC(Kerψ) = dimC(M/M2)− dimC(M/(I + M2))

= n− dimC(m/m2)

である．
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● p.78, 定理 2.5.7の証明の 4行目

追加: 「V = Kerψ の，標準内積に関する直交補空間になっている．」という文章

の後に，次の 1文を追加して下さい．

「ここで，a = (a1,. . ., an) と b = (b1,. . ., bn) の標準内積とは，エルミート内積

ではなくて a · b = a1b1 + · · ·+ anbn を指す．」

● p.80～ 81, 定理 2.5.12

定理 2.5.12を以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定理 2.5.12a. X は代数多様体，P ∈ X は非特異点，(f1,. . .,fd) は OX,P の正

則パラメータ系とする．このとき，以下が成り立つ．

(1) P のあるアフィン開近傍 U で，(f1,. . .,fd)が U 上の広義局所座標系になる

ようなものが存在する．このような U を P の座標開近傍とよぶ．

(2) P のある解析的開近傍 U で，(f1,. . .,fd)が U 上の狭義局所座標系になるよ

うなものが存在する．

証明. (1) P のアフィン開近傍を U0 ⊂ X−Sing X となるようにとる．fi ∈ Rat(X)

と考え，fi が正則になるようなアフィン開集合 Ui をとる．V = U0 ∩ U1 ∩ · · · ∩ Ud

とする．ある nをとり，V を Cn 内のアフィン代数多様体と考える．S = C[X1,. . .,

Xn]における V の定義イデアルを (G1,. . ., Gr)とする．また，fi を Fi ∈ S の同値

類とする．Q ∈ V に対し，
∂Fi

∂Xj
(Q) (ただし 1 5 j 5 d)を (i, j)-成分とする d 次正

方行列を A(Q) とする．また，
∂Gi

∂Xj
(Q) (ただし 1 5 i 5 n − d, d + 1 5 j 5 n)を

(i, j − d)-成分とする n− d 次正方行列を J(Q) とする．定理 2.2.5の証明より，必

要なら Gi, Xj の添え字を適当につけかえて，detA(P ) 6= 0, detJ(P ) 6= 0 と仮定し

てよい．すると，det A(Q) 6= 0かつ det J(Q) 6= 0 を満たす点 Q ∈ V 全体のなすア

フィン開集合 U 上で，(f1,. . ., fd) は U の広義局所座標系になる．

(2) は多変数関数論における陰関数定理からわかる．

定理 2.5.12b. X は非特異代数多様体，Y ⊂ X は非特異な閉部分代数多様体，

P ∈ Y で n = dim X, r = dimY とする．すると，X における P の座標開近傍 U

と，U 上の広義局所座標系 (x1,. . ., xn) で，以下の条件 (1), (2)を満たすものが存

在する．

(1) U における Y ∩ U の定義方程式は xr+1 = xr+2 = · · · = xn = 0 である．
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(2) 正則関数 xi:U → Cの定義域を Y ∩U に制限したものを yi とすれば，(y1,. . .,

yr) は Y ∩ U における広義局所座標系になる．

証明. m, n を OX,P , OY,P の極大イデアル，ϕ:OX,P −→ OY,P を自然な全射と

する．I := Kerϕ ⊂ m は P のある近傍での Y の定義イデアルである．ϕ から誘

導される ϕk:mk/mk+1 −→ nk/nk+1 (k ∈ N)は全射である．OY,P の正則パラメー

タ系 (y1,. . ., yr) を取り，ϕ(xi) = yi となるような x1,. . ., xr ∈ m ⊂ OX,P を取る．

Kerϕ1 = I/(I ∩m2)なので，xr+1,. . ., xn ∈ I を適当に取ると，m2 を法とする同値

類 x1,. . ., xn は m/m2 の基底になる．J := (xr+1,. . ., xn) ⊂ I とおく．mk/mk+1 は

x1,. . ., xn の k 次単項式の像で生成されるので，Kerϕk = (I ∩ mk)/(I ∩ mk+1) =

mk−1J/(mk−1J∩mk)である．よって，I = J +(I∩m2), I∩mk = mk−1J +(I∩mk+1)

(k ∈ N)である．これより，I = J +mI がわかり，中山の補題より I = J である．前

定理 (1)より，P のアフィン開近傍 U ⊂ X を十分小さく選べば，この U と (x1,. . .,

xn)が題意を満たす．

定理 2.5.12c. X が代数多様体ならば，X には非特異点が存在する．よって，X の

非特異点全体の集合は X の空でないザリスキー開集合であり，dim(Sing X) < dimX

である．

証明. X がアフィン多様体の場合に証明すれば十分である．n = dim X, Rは X の

座標環とすると，tr.deg CQ(R) = n なので，R 内に C 上代数的独立な元 f1,. . ., fn

が存在する．十分小さい X の解析的開集合 U を選べば，P ∈ U に対して (f1(P ),. . .,

fn(P )) ∈ Cn を対応させる写像 ϕ:U → Cn は単射になる．よって，(f1,. . ., fn)は U

の狭義局所座標系である．このとき，U 上の任意の点は X の非特異点である．

● p.82, 定理 2.5.15の証明の最後から 5～ 7行目

mP /m2
P は同型写像である．これより，

OX,P = ϕ∗(mQ)OX,P + ϕ∗OY,Q

である．

という部分で，「これより，」以下の部分を，以下の原稿に差し替えて下さい．

よって mP = ϕ∗(mQ)OX,P + m2
P である．中山の補題より，ϕ∗(mQ)OX,P = mP

が得られる．OX,P /mP
∼= C なので，OX,P = mP + C である．ここで，C ⊂ OX,P

は定数関数全体の集合と同一視される．C ⊂ ϕ∗OY,Q なので，OX,P = mP + C ⊂
ϕ∗(mQ)OX,P + ϕ∗OY,Q であり，

OX,P = ϕ∗(mQ)OX,P + ϕ∗OY,Q
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が得られる．

● p.83, 定理 2.5.17の証明の 3～ 6行目

以下と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

C2 はコンパクトだから {f(Pi)} はある点 Q ∈ C2 に収束する部分列を含むが，

C1 −U , C2 −W は有限集合で，C 内の単位開円板と同相な P , Q の解析的開近傍が

存在するので，この点 Q は P に収束する点列 {Pi} の選び方に依存しない．

● 初版 p.83 定理 2.5.18の証明の最後から 6行目～ 5 行目.

誤: Rは C上有限生成な環なので，命題 2.4.9より，ある g ∈ RU により R = RU [1/g]

と書ける．このとき，R は U0 = D(g) ⊂ U の座標環である．

正: R は C 上有限生成な環なので，U のあるアフィン開集合 U0 の座標環になる．

● p.84～ 85. 第 2.6.1項全部と 2.6.2項の冒頭

定義 2.6.1の中で I が素イデアルになることを，うっかりしていました．その証

明を命題 2.6.2b(2)に追加して，下記の原稿と差し替えます．一般には整域同士のテ

ンソル積は整域になるとが限らないのですが，この場合はヒルベルトの零点定理が

あるので大丈夫でした．

2.6.1. 直積多様体

一般の代数多様体の直積の定義は，ちょっと面倒なので，アフィン代数多様体の直

積から始める．

定義 2.6.1. (2つのアフィン代数多様体の直積) V は Cn 内のアフィン代数多様

体で，W は Cm 内のアフィン代数多様体とする．Cn の座標系を x = (x1,. . ., xn),

Cm の座標系を y = (y1,. . ., ym) とし，V , W の定義イデアルを

IV = (f1, . . . , fr), IW = (g1, . . . , gs)

とし，座標環を

RV = C[X1, . . . , Xn]/IV , RW = C[Y1, . . . , Ym]/IW

とする．直積集合

V ×W =
{
(x,y) ∈ Cn × Cm

∣∣ x ∈ V , y ∈ W
}

を考える．(m+n)変数多項式環 S = C[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym]を考える．f1,. . ., fr,

g1,. . ., gs ∈ S とみなせる．V ×W は Cn+m 内で f1 = · · · = fr = g1 = · · · = gs = 0
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で定まる代数的集合である．I = (f1,. . ., fr, g1,. . ., gs) ⊂ S とする．次の命題

2.6.2b(2)より I は素イデアルであるので，R := S/I を座標環とするアフィン代数

多様体 V ×W を V と W の直積と言う．

包含写像 RV ⊂ R, RW ⊂ R が正射影 V ×W → V , V ×W → W に付随する座

標環の準同型写像である．

命題 2.6.2b. (1) V ×W は既約な代数的集合である．

(2) I は S の素イデアルである．

(3) V , W が非特異ならば，V ×W は非特異である．

証明. (1) V ×W のあるザリスキー閉集合 Z1, Z2 6= V ×W により，V ×W =

Z1 ∪ Z2 と書けたとする．Vi =
{
x ∈ V

∣∣ x×W ⊂ Zi

}
とおくと，V = V1 ∪ V2 であ

る．V は既約だから，V = V1 または V = V2 が成り立つ．しかし，V = Vi とする

と，V ×W = Zi となり矛盾する．したがって，V ×W は既約である．

(2) S のイデアル IS
V = (f1, . . . , fr), IS

W = (g1, . . . , gs) を考える．IS
V + IS

W = I

である．また，J :=
{
h ∈ S

∣∣ 任意の P ∈ V , Q ∈ W に対して h(P, Q) = 0
}
とお

く．V ×W が既約で
√

J = J なので J は S の素イデアルで，I ⊂ J である．

J ⊂ I を示す．勝手な ψ ∈ J を取る．一般に ϕ ∈ S に対し，IS
V を法とした同

値類を ϕ ∈ S/IS
V と書くことにする．X = (X1,. . ., Xn), Y = (Y1,. . ., Ym) と略記

すると，S/IS
V = RV [Y ] なので，ある h1,. . ., ht ∈ C[Y ] ⊂ S と，a1,. . ., as, b1,. . .,

bt ∈ C[X] ⊂ S を取り，ψ = a1g1 + · · · + asgs + b1h1 + · · · + btht と書ける．ここ

で，g1,. . ., gs, h1,. . ., ht は C 上線形独立であるように選べる．ψ ∈ J , gi ∈ IW だ

から，任意の P ∈ V , Q ∈ W に対し，

0 = ψ(P, Q) = a1(P )g1(Q) + · · ·+ as(P )gs(Q) + b1(P )h1(Q) + · · ·+ bt(P )ht(Q)

= b1(P )h1(Q) + · · ·+ bt(P )ht(Q)

である．P ∈ V を固定したとき，ヒルベルトの零点定理から，b1(P )h1(Y ) + · · ·+
bt(P )ht(Y ) ∈ IW である．g1(Y ),. . ., gs(Y ), h1(Y ),. . ., ht(Y ) は C 上線形独立であ
るから b1(P ) = · · · = bs(P ) = 0 である．P ∈ V を動かすと b1 = · · · = bs = 0 で，

ψ = a1g1+· · ·+asgsである．ψ2 = a1g1+· · ·+asgs ∈ IS
W とする．ψ−ψ2 = 0 ∈ S/IS

V

だから，ψ1 := ψ − ψ2 ∈ IS
V である．よって，ψ = ψ1 + ψ2 ∈ IS

V + IS
W = I となる．

したがって，J ⊂ I で I = J となる．

(3) P ∈ V , Q ∈ W に対し，OV,P の正則パラメータ系を (x1,. . ., xd)とし，OW,Q

の正則パラメータ系を (y1,. . ., ye)とする (d = dim V , e = dim W )．P ×Q ∈ V ×W

が非特異点であることを示す．
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P × Q ∈ V ×W に対応する R の極大イデアルは m = mP R + mQR (m ⊂ RV ,

mP ⊂ RW は点 P , Q に対応する極大イデアル)と書ける．そこで，xi, yj ∈ mRm

とみなせる．mP R ⊂ (x1,. . ., xd)R + m2, mQR ⊂ (y1,. . ., ye)R + m2 であるから，

(x1,. . ., xd, y1,. . ., ye) は m/m2 を生成し，dim(V ×W ) = d + e であるから，これ

は OV×W,(P,Q) の正則パラメータ系である．

参考 2.6.3. テンソル積で表せば，

S = C[X1, . . . , Xn]⊗C C[Y1, . . . , Ym]

S/I = (C[X1, . . . , Xn]/IV )⊗C(C[Y1, . . . , Ym]/IW )

である．

注意 2.6.4. V ×W のザリスキー位相は，V ×W ⊂ Cm+n によって，Cm+n の

ザリスキー位相から定まる位相である．この位相は，V のザリスキー位相と W の

ザリスキー位相の直積位相とは一致しない．

2.6.2. 射影多様体の直積

X, Y は代数多様体で，{U1,. . ., Up}は X のアフィン開被覆，{W1,. . ., Wq}は Y

のアフィン開被覆とする．集合として Ui ×Wj ⊂ X × Y で，

X × Y =
p⋃

i=1

q⋃

j=1

Ui ×Wj

である．ここで，各 Ui ×Wj はアフィン代数多様体の構造を持っている．
{
Ui ×Wj∣∣ 1 5 i 5 p, 1 5 j 5 q

}
を X × Y のアフィン開被覆として，集合 X × Y に代数多

様体の構造を定めることができる．

定義 2.6.5. (ここからは，もとの本のまま)

● p.85, 定義 2.6.5の 6行目

誤: これは多項式写像なので，射影多様体の正則写像であり，

正: これは多項式写像なので，代数多様体の正則写像であり，

● p.86, 定理 2.6.7の証明の 3～ 4行目

誤: X2
0 = 0 と X2

0 + X2
1 = 0 は既約な代数的集合ではなく，

正: X2
0 = 0 と X2

0 + X2
1 = 0 の左辺は既約ではなく，

● p.86, 定理 2.6.7の証明の最後から 3行目
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誤: Z0 = X0+
√−1X2, Z3 = X0−

√−1X2, Z1 = X2+
√−1X3, Z4 = −X2+

√−1X3

正: Z0 = X0+
√−1X1, Z1 = X2+

√−1X3, Z2 = −X2+
√−1X3, Z3 = X0−

√−1X1

● p.86, 定義 2.6.8の 2 行目

誤: Y は Pn 内の射影代数多様体とする．

正: Y は Pm 内の射影代数多様体とする．

● p.86, 定義 2.6.8の 5～ 6行目

修正前: アフィン代数多様体の場合と同様に証明できる．

修正誤: アフィン代数多様体の場合の結果 (命題 2.6.2)からわかる．

● 初版 p.86 (新装版では修正済み)

第 2 章の演習問題 2の直前 (第 2章本文の最後)に，次の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

2.6.3. 次元定理

命題 2.6.9. V は非特異代数多様体，X, Y は V の閉部分多様体で，Z は X ∩ Y

の既約成分であると仮定すると，

dimZ = dimX + dimY − dimV

が成り立つ．(X ∩ Y = φ の場合もあるので注意すること.)

証明. Step 1. V = Cn, dimX = m で X が V = Cn 内で n−m 個の多項式の連

立方程式 f1 = · · · = fn−m = 0 で定まるアフィン多様体の場合を考える．RY を Y

の座標環とすると，Z はイデアル (f1,. . ., fn−m) ⊂ RY の極小素因子 pに対応する．

命題 2.2.24より，ht p 5 n−m である．したがって，

dimZ = dim Y − ht p = dimY − (dimV − dimX)

が成り立つ．

Step 2. V = Cn で，X, Y が一般の場合を考える．

∆ =
{
(x, x) ∈ V × V

∣∣ x ∈ V
}
とする．対角写像 ϕ:V −→ ∆ (ϕ(x) = (x, x))は

同型写像で，X ∩ Y
ϕ−→ ((X × Y ) ∩∆) も同型写像である．Step 1 の結果から，

dimϕ(Z) = dim(X × Y ) + dim∆− dim(V × V ) = dimX + dimY + n− 2n

なので結論を得る．

Step 3. V が一般の非特異代数多様体の場合を考える．
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点 P ∈ Z をとり，P を含む V の座標開集合 P ∈ U ⊂ V をとり，(x1,. . ., xn)

(n = dimV )をその広義局所座標系とする．正則関数の組 (x1,. . ., xn) により，正

則写像 ϕ:U → Cn が定まる．(x1,. . ., xn)が狭義局所座標系になるような適当な解

析的開集合 P ∈ W ⊂ U に制限すれば，ϕ|W :W → ϕ(W ) は同型写像である．した

がって，Step 2 の場合に問題が帰着される．

注意 2.6.10. V の特異点集合上で X と Y が交わる場合には上の定理は成立し

ない．例えば，

V =
{
(x, y, z, w) ∈ C4

∣∣ xw = yz
}

X =
{
(x, y, z, w) ∈ C4

∣∣ x = y = 0
}

Y =
{
(x, y, z, w) ∈ C4

∣∣ z = w = 0
}

とすると，X ⊂ V , Y ⊂ V で X ∩ Y = {0} (原点 1点のみからなる集合)である．

dim(X ∩ Y ) = 0, dimX = dim Y = 2, dimV = 3

なので，dim(X ∩ Y ) < dimX + dimY − dimV となる．

● 初版 p.88, 新装版 p.90.

第 2章の演習問題 2の最後に，次の問題を追加して下さい．

[追加問題]

2.10. (1) Rは整域とは限らない可換環，S は R の部分集合で，(i)「s, t ∈ S

=⇒ st ∈ S」と (ii)「0 /∈ S」を満たすとする．このとき，S は R の積閉集合である

という．いま，a ∈ R と s ∈ S を用いて 分数 a/s の形で表される元全体の集合を

S−1R と書く．ところで，s ∈ S と 0 6= a ∈ R に対して as = 0 となる可能性はある

ことに注意する．したがって，2つの分数が等しいことの定義を，
a1

s1
=

a2

s2
⇐⇒ ある t ∈ S に対して t(a1s2 − a2s1) = 0

(a1, a2 ∈ R; s1, s2 ∈ S)と変更しないといけない．このように定義すると，

a1/s1 = a2/s2 かつ a2/s2 = a3/s3 ならば a1/s1 = a3/s3 が成り立ち，和と積が自

然に矛盾なく定義できて S−1R は可換環になることを示せ．

(2) pが R の素イデアルのとき，Sp = R− pは積閉集合である．このとき，S−1
p R

を Rp と書く．R が整域の場合，この定義は定義 2.2.4と同値である．さて，X は

Cn 内の代数的集合，Y は X の既約成分で，RX , RY はそれらの座標環とする．い

ま，RX は巾零元を持たないと仮定する．このとき，RY は整域である．さらに，点

P ∈ Y は Y 以外の X の既約成分には含まれないと仮定する．点 P に対応する RX ,

RY の極大イデアルをそれぞれ m, n とする．このとき，自然な全射 RX → RY か
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ら写像 ϕ: (RX)m −→ (RY )n が誘導され，ϕ は同型写像になることを証明せよ．ま

た，X の被約性を仮定しない場合はどうなるか．

(3) S1 を R の非零因子全体の集合とすると，S1 は積閉集合である．この S−1
1 R

を Q(R) と書き，R の全商環という．いま，

S2 =
{

s ∈ R

∣∣∣∣
R の任意の極大イデアル m に対し，

s の Rm における像は非零因子

}

S3 =

{
s ∈ R

∣∣∣∣∣
R の任意の素イデアル p に対し，

s の Rp における像は非零因子

}

とおく．S2, S3 も積閉集合である．まず，Q(R), S−1
2 R, S−1

3 R, Rp, Rm の間の関係

を調べよ．それをもとに，R が Cn 内の代数的集合の座標環の場合には，S−1
2 R が

Rat(X) の代用品として最も適切であることを確かめよ．
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第３章

● 初版 p.89, 新装版 p.91, 下から 8 行目

誤: このとき，

正: f が U 上で正則なとき，

● 初版 p.92, 新装版 p.94, 命題 3.1.3

命題 3.1.3の主張

1/f ∈ R となるための必要十分条件は，a0 6= 0 である．

を以下と差し替えて下さい．

f =
∞∑

n=0

anxn ∈ C[[x]] について，1/f ∈ C[[x]] となるための必要十分条件は，

a0 6= 0 である．

さらに，証明の最後から 4～ 3 行目の次の文を削除して下さい．

削除: 1/f ∈ Q(R) で，(1/f(P )) 6= 0 だから，1/f は点 P で正則で，1/f ∈ R で

ある．

(解説)「1/f ∈ R ⇐⇒ a0 6= 0」は f(0) = a0 なので自明で，証明不要です．証明

で示されていることは，上の差し替え後の命題です．

● 初版 p.94, 新装版 p.96, 定義 3.1.7

定義 3.1.7を以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定義 3.1.7a. C は非特異代数曲線で，0 6= ω ∈ ΩRat(C) は有理微分形式とする．

点 P ∈ C の座標近傍 U における広義座標系を x とし，U 上で，ω = f dx と表す．

ここで，f ∈ Rat(C) である．このとき，ordP ω = ordP f と定義する．W が広義

座標系 y をもつ P の座標近傍で，W 上で ω = g dy と表せるとする．U ∩W 上で，

x, y は正則関数なので，
dx

dy
,

dy

dx
も正則で，

dx

dy
· dy

dx
= 1 だから，

dx

dy
は U ∩W 上

で極も零点も持たない．g = f · dx

dy
だから，ordP g = ordP f であり，ordP ω の値

は (U , x) の選び方に依存せずに定まる．

m = ordP ω > 0 のとき，ω は P で m 位の零点を持つといい，m < 0 のとき，ω

は P で (−m) 位の極を持つという．

● 初版 p.98, 新装版 p.100, 3.2.2 標準因子
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見出し「3.2.2 標準因子」の次の行から命題 3.2.5の直前までの 9 行を以下の原

稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

C は非特異代数曲線とする．C 上の有理微分形式 ω 6= 0 に対して，

div(ω) =
∑

P∈C

(ordP ω) · P

と定義する．ordP ω 6= 0となる点 P は有限個しか存在しないので，上の和は有限和

である．

● 初版 p.99, 新装版 p.101, 例 3.2.7の 2行目

誤: P = (0 : 1) ∈ P2 とし，

正: P = (0 : 1) ∈ P1 とし，

● 初版 p.99 例 3.2.7の 3行目 (新装版では修正済み)

誤: 部分形式

正: 微分形式

● 初版 p.99, 新装版 p.101, 定義 3.2.8の 5行目の後

5 行目の後に次の文を追加してください．

また，L(D), Ω(D) は複素ベクトル空間であることに注意する．

● 定義 3.2.8. (補足説明)

L(D) と Ω(D)が C-ベクトル空間になることの証明を補足します．

D =
r∑

i=1

miPi (P1,. . ., Pr は相異なる点)とする．f , g ∈ L(D)のとき f +g ∈ L(D)

を示す．D + div(f) ≥ 0 より mi + ordPi
f ≥ 0 である．

ordPi(f + g) ≥ min
{

ordPi f, ordPi g
}

= −mi

なので，D + div(f + g) ≥ 0 である．よって，f + g ∈ L(D) である．c ∈ C− {0}
に対して，div(cf) = div(f) なので cf ∈ L(D) で，L(D) は C-ベクトル空間であ

る．Ω(D)が C-ベクトル空間であることの証明も同様である．

● 初版 p.99, 新装版 p.101, 命題 3.2.9(4)

誤: (4) f ∈ L(D)に対し，f ∈ L(D)に対し D + div(f) ∈ |D| を対応させる写像か
ら，全単射 ψ:L(D)/C× −→ |D|が得られる．
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正: (4) Cが非特異射影曲線のとき，f ∈ L(D)に対し，f ∈ L(D)に対し D+div(f) ∈
|D| を対応させる写像から，全単射 ψ:

(
L(D)− {0})/C× −→ |D|が得られる．

● 初版 p.100, 新装版 p.102. 定理 3.2.10の直前の説明の冒頭

誤: n 次元複素ベクトル V に対し，

正: C は非特異射影曲線とする．n 次元複素ベクトル空間 V に対し，

● 初版 p.100, 新装版 p.102. 定理 3.2.10の 1行目

誤: D, D′ は C 上の因子とすると，

正: D は C 上の因子とすると，

● 初版 p.101, 新装版 p.103. 補題 3.2.13の 6行目.

誤:
r∑

i=0

(−1)i dimMi = 0

正:
r∑

i=1

(−1)i dimMi = 0

● 初版 p.102, 新装版 p.104. 命題 3.2.14の最後 4 行.

修正前: f(t) =
∞∑

k=−n−r

aktk, g(t) =
∞∑

k=−n−r

bktk ∈ L(D + nP )が，ϕ(f) = ϕ(g) を

満たすと仮定すると，f と g の t についての (−r − 1) 次以下の項は一致するので，

f(t)− g(t) =
∞∑

k=−r

(ak− bk)tk ∈ L(D)となる．よって，0 −→ L(D) ⊂−→ L(D +nP )

ϕ−→ Cn は完全である．

修正後: 逆に，ϕ(f) = 0 ならば a−n−r = a−n−r+1 = · · · = a−r−1 = 0 であるので，

f ∈ L(D)となる．よって，0 −→ L(D) ⊂−→ L(D + nP )
ϕ−→ Cn は完全である．

● 初版 p.102, 新装版 p.104. 系 3.2.15の証明.

以下の原稿ように証明を追加します (自明だと思いますが)．

系 3.2.15. C が非特異射影曲線で，nが自然数のとき，

dimCL(D + nP ) 5 n + dimCL(D)

である．
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証明. 完全系列 0 → L(D) → L(D + nP ) → Im ϕ → 0 と，Im ϕ ⊂ Cn よりわか

る．

● 初版 p.102～ 103, 新装版 p.104～ 105. 系 3.2.16の証明.

誤植というほどではありませんが，dimL(D), dim L(D′) と印刷されているとこ

ろを dimCL(D), dimCL(D′) に統一しておいて下さい．全部で 4ケ所あります．

● 初版 p.103～ 105, 新装版 p.105～ 107.

定義 3.3.1の冒頭から命題 3.3.2の直前までの約 2ページにわたる部分を，以下の

原稿と差し替えて下さい．かなり，大幅な変更になります．

[差し替え原稿]

定義 3.3.1a. X は代数多様体，Mは Rat(X)-加群とする．X の各アフィン開集

合 U に対し，M の部分 Z-加群 F(U) を対応させる規則 F が与えられていて，以

下の条件 (1), (2)を満たすとする．

(1) F(U)は OX(U)-加群であって，a ∈ OX(U), f ∈ F(U)に対して af ∈ F(U)

は，a ∈ Rat(X), f ∈ M と考えたときの af と一致する．また，F(φ) = {0}
である．

(2) U1,. . ., Ur がアフィン開集合で，U1 ∪ · · · ∪ Ur もアフィン開集合ならば，

F(U1 ∪ · · · ∪ Ur) = F(U1) ∩ · · · ∩F(Ur).

このとき，F は X 上の OX-加群の準簡易層であるという．さらに，Fが次の条件

(3)を満たすとする．

(3) U , W がアフィン開集合で，U ∪W もアフィン開集合であり，U ∪W の座標

環 RU∪W に属するある元 f , g により，U = D(f), W = D(g)と書けるとき，

F(U ∩W ) = F(U) + F(W ) ⊂ M

が成り立つ．

このとき，F は X 上の OX-加群の簡易層であるという．これは，F は OX -加群

(層) (OX -module)とも呼ばれるものの一種であり，誤解の恐れのない場合，OX -加

群と呼ぶことがある．

命題 2.4.13で示したように，構造層 OX は M = Rat(X) として考えれば簡易層

であり，命題 2.4.15で示したように，OX のイデアル層 I も簡易層である．

上の OX -加群の簡易層の定義において，Mを任意のアーベル群とし，条件 (1)の

かわりに，
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(1’) F(U) ⊂ M はアーベル群である．ただし，F(φ) は単位元のみからなる群で

ある．

を考え，(1’), (2), (3)を満たす F をアーベル群の簡易層という．特に，群の演算が

加法 + の場合には，加群の簡易層ともいう．

例えば，アーベル群 Gを 1つ固定し，M = Gで，X の任意の空でない開集合 U

に対し，F(U) = G と定めると，F はアーベル群の簡易層になる．この F を G と

書き，定数層 G という．

OX -加群の簡易層，アーベル群の簡易層を総称して，単に簡易層という．

F を X 上の (準) 簡易層とする．X の空でないザリスキー開集合 U に対し，何

個かのアフィン開集合 U1, U2,. . ., Um を選んで，U = U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Um と表すこ

とができる．そこで，

F(U) =
m⋂

i=1

F(Ui) ⊂ M

として，F(U) を定義する．この F(U)が {U1,. . ., Um} の取り方に依存しないこと
は，(準)簡易層の条件 (2)を使って簡単に証明できる．このとき，次が成立する．

(2’) U , W がザリスキー開集合ならば F(U ∪W ) = F(U) ∩F(W ).

この性質があるので，準簡易層を定義するには，任意のアフィン開集合 U に対し

て F(U) ⊂ M を定めなくても，U =
{
Uλ

∣∣ λ ∈ Λ
}
が X のザリスキー位相に関す

る開集合系の基底になっているような U をとり，各 Uλ ∈ U に対して F(Uλ) ∈ M

を (1)(または (1’))と (2)が成り立つように定めれば，準簡易層 F を定めることが

できる．

r は自然数とする．OX -加群の簡易層 Fがさらに条件

(4) X の任意の点 P に対し，P を含むあるアフィン開集合 U が存在し，F(U)

はランク r の自由 OX(U)-加群である，つまり，

F(U) =
r⊕

i=1

OX(U) · ei

を満たすとき，F を階数 (ランク) r の局所自由 OX -加群とか，局所自由層 (locally

free sheaf)と呼ぶ．また，

rankF = r

と書く．特に，階数 1 の局所自由層を可逆層 (invertible sheaf)という．

命題 3.3.1b. (I) OX -加群の準簡易層 Fが下の条件 (3’)を満たせは，Fは簡易

層である．
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(3’) U は X は任意のアフィン開集合，W は W = DX(h) ⊂ U (h ∈ OX(U))と

いう形の任意のアフィン開集合とする．このとき，任意の f ∈ F(W )に対し，

ある自然数 n ∈ Nが存在して hnf ∈ F(U) を満たす．

(II) X がアフィン代数多様体で，F が (3’)を満たす OX -加群の簡易層ならば，

X のザリスキー開集合 U に対し，

F(U) = OX(U)F(X)

が成り立つ．

証明. (I) U は X のアフィン開集合で W = DX(h) ⊂ U とする．条件 (3’)より

OX(W )F(U) = F(W ) が容易に導かれる．さて，Wi = D(hi) ⊂ U (i = 1, 2) はア

フィン開集合で，U = W1 ∪W2 であるとすると，命題 2.1.24(2)より，
F(W1 ∩W2) = O(W1 ∩W2)F(U) =

(
O(W1) + O(W2)

)
F(U)

= O(W1)F(U) + O(W2)F(U) = F(W1) + F(W2) ⊂ M

であり，簡易層の定義 (3)が成立する．

(II) U は X のザリスキー開集合とする．ある f1,. . ., fr ∈ OX(X)により，U =

D(f1)∪· · · ∪D(fr)と表すことができる．条件 (3’)より，F(D(fi)) = OX(D(fi))F(X)

である．これより，

F(U) = F(D(f1)) ∩ · · · ∩F(D(fr))

=
(
OX(D(f1)) ∩ · · · ∩OX(D(fr))

)
F(X) = OX(U)F(X)

である．

OX -加群の簡易層 F が上の命題の条件 (3’) を満たすとき，F は準連接であると

いう．F が準連接で，さらに，X の各アフィン開集合 U に対して F(U) が有限生

成 OX(U)-加群であるとき，F は連接であるという．

ところで，簡易層の定義の条件 (3)は，奇妙な条件に見えるかもしれないが，第

4.1 節で証明するように，X の任意のアフィン開集合 U と任意の i = 1 に対して，

Hi(U , F) = 0が成り立つことと同値な条件である．

なお，[向井]の簡易層の定義 7.75は，本書の準連接 OX -加群の定義と本質的に一

致する．[向井]の定義の考え方は，以下の通りである．

各点 P ∈ X に対して OX,P -加群 FP ⊂ M が与えられていて，a ∈ OX,P と

f ∈ FP に対して af は，a ∈ Rat(X), f ∈ M と考えたときの af と一致すると仮

定する．このとき，X の勝手なザリスキー開集合 U に対して，

F(U) =
⋂

P∈U

FP ⊂ M
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と定めると，F は本書の意味で準連接な OX -加群の簡易層になる．

逆に，Fが本書の意味での準連接な OX -加群の簡易層の場合には，命題 3.3.1bよ

り，P のアフィン開近傍 U の選び方に依存せずに，

FP = OX,P F(U)

が定まることが証明できる．また，

F(U) =
⋂

P∈U

FP ⊂ M

が成り立つ．つまり，[向井]の定義 7.75と実質的に同じになる．なお，FP を点 P

における F のストークという．

簡易層では，いくつかの定理の証明が簡単になる反面，簡易層の商 F/Gが定義で

きないのが欠点である．そのため，X の部分代数多様体 Y (6= X)をとるとき，一

般の層では Y 上の層は X 上の層にもなるが，Y 上の簡易層は X 上の簡易層にな

らない．ただし，局所自由層や可逆層は，一般の層を用いた定義と一致する．

命題 3.3.1c. (1) ランクが有限な局所自由 OX -加群は連接である．

(2) イデアル層は連接である．

証明. (1) F はランク r の局所自由 OX -加群とする．局所自由の定義より，各点

P ∈ X に対し，

FP =
r⊕

i=1

OX,P · ei ⊂ M

が定義でき，F(U) =
⋂

P∈U

FP を満たす．すると，上の説明のように，Fは連接であ

ることがわかる．

(2) は定義から，すぐわかる．

● 初版 p.105, 新装版 p.107. 注意 3.3.4の 3行目

誤: OX -加群の簡易層は有限次元 C-ベクトル空間と同一視できる．

正: OX -加群の簡易層は C-ベクトル空間と同一視できる．

● 初版 p.106, 新装版 p.108. 補題 3.3.5の証明.

補題 3.3.5の証明の最後の 3行を，以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

P = Qi の場合を考える．座標開集合 U ′ ⊂ C と Qi を原点とする広義局所座標系

x をとる．上と同様な議論で，Qi ∈ U ⊂ U ′ − {Q1,. . ., Qi−1, Qi+1,. . ., Qr} をみた
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すアフィン開集合 U が存在することがわかる．必要なら U を小さく選びなおして，

Q ∈ U かつ x(Q) = 0 を満たす点 Q は Q = Qi 以外に存在しないと仮定してよい．

そこで，f = xai とおけば，D|U = div(f)|U となる．

● 初版 p.106, 新装版 p.108. 定義 3.3.6の直前の行.

誤: D = div(f) と書ける

正: D|U = div(f)|U と書ける

● 初版 p.106, 新装版 p.108. 命題 3.3.7

命題 3.3.7とその証明を，以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

命題 3.3.7a. OC(D) は OC-加群の簡易層である．

証明. U は X のアフィン開集合, W は W = D(h) ⊂ U (h ∈ OX(U))という

形のアフィン開集合とする．f ∈ LW (D) をとる．十分大きい n ∈ N をとれば，
hnf ∈ LU (D) となることは，LU (D) の定義からすぐわかる．命題 3.3.1b より，

OC(D) は OC-加群の簡易層である．

● 初版 p.109, 新装版 p.110. 定義 3.3.9の直後

定義 3.3.9と参考 3.3.10の間に以下の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

命題 3.3.9b. C は非特異代数曲線，KC は C の標準因子, D は C 上の因子とす

る．このとき，次の同型が成り立つ．

Ω1
C(D) ∼= OC(D + KC)

証明. 定理 3.2.10からすぐわかる．

● 初版 p.108, 新装版 p.110. 3.3.3の 12行目

修正前: r < 0 または r > #I であれば Ir = φ である．

修正後: r < 0 または r = #I のときは Ir = φ とする．

● 初版 p.108, 新装版 p.110. 下から 6行目

修正前: ただし，r < 0 または r > #I のときは，

修正後: ただし，r < 0 または r = #I のときは，

● 初版 p.109. 定理 4.3.11の証明の 13 行目 (新装版では修正済み)
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誤: (f3 − f2)− (f2 − f1) + (f2 − f1) = 0

正: (f3 − f2)− (f3 − f1) + (f2 − f1) = 0

● 初版 p.110, 新装版 p.112. 定義 3.3.12の最後の行

修正前: 定義から，r < 0 または r > #I ならば

修正後: 定義から，r < 0 または r = #I ならば

● 初版 p.110, 新装版 p.112. 例 3.3.13の 3行目

誤: H1(U, F) =
Z1(U, F)
B1(U, F)

=
C0(U, F)

d0(C0(U, F))
=

F(U1 ∩ U2)
F(U1) + F(U2)

正: H1(U, F) =
Z1(U, F)
B1(U, F)

=
C1(U, F)

d0(C0(U, F))
=

F(U1 ∩ U2)
F(U1) + F(U2)

● 初版 p.111, 新装版 p.113. 定理 3.3.14の証明の直後から 3.3.3 校の最後まで以下

の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

上の定理から，H0(U, F) は X の開被覆 U の選び方に依存しないことがわかる．

そこで，

H0(X, F) = H0(U, F) ∼= F(X)

と書くことにする．

命題 3.3.14b. (1) X は射影多様体とする．このとき，

H0(X, OX) = C

である．

(2) C は非特異代数曲線で，D は C 上の因子とする．すると，

H0(C, OC(D)) = (OC(D))(C) = L(D)

H0(C, Ω1
C(D)) = (Ω1

C(D))(C) = Ω(D)

である．

証明. (1) f ∈ H0(X, OX) = OX(X)は正則写像 f :X → C を定める．f(X)は

解析的位相に関してコンパクトかつ連結な C の代数的集合だから 1点である．つま

り，f は定数関数である．

(2)はすぐわかる．
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r = 1 のとき，Hr(U, F) が X のアフィン開被覆 U の選び方に依存しないこと

の一般的証明は 4.1節で与えるが，ここでは，X が曲線の場合に，少し特殊な形で，

H1(U, F)がアフィン開被覆の選び方によらずに定まることを証明しておく．

● 初版 p.111, 新装版 p.113. 定理 3.3.15の証明の 7～ 8 行目

誤: 点 P ∈ U2 における U2 の接線が H と平行にならないような P 全体の集合を

U ′
2 とする．U ′

2 はアフィン開集合で，t = f − f(P )は点 P での正則パラメータにな

る．したがって，U ′
2 が求める座標開集合である．

正: 点 Q ∈ U2 における C の接線が H と平行になるような点全体の集合を {Q1,. . .,

Qs} とし，点 Qj を通り H と平行な Cn の超平面を Hj とおく．必要なら H の傾

きを少し変更することにより，Hj がどの Pi も通らないようにすることができる．

U ′
2 = U2 − (H1 ∪ · · · ∪Hs)とおく．U ′

2 はアフィン開集合で，t = f − f(P )は U ′
2 の

任意の点 P において正則パラメータになる．したがって，U ′
2 が求める座標開集合

である．

● 初版 p.112, 新装版 p.114. 定理 3.3.16の証明の 5行目

削除: , I = {0, 1}, J = {0, 1, 2, 3}
特に修正しなくても問題はありませんが，後で I, J は使わないので．

● 初版 p.114, 新装版 p.116. 定理 3.4.1の証明の 1行目

誤: 不確定点を持たない 0 6= h ∈ Rat(U) をとり，

正: 不確定点を持たない h ∈ Rat(C)− C をとり，

● 初版 p.115, 新装版 p.117. 定理 3.4.1の証明の 7行目

に選んでおく．(RU [1/h])/RU は fi/hk という形の元の同値類達によって生成され

る C-加群である．

というところで，「に選んでおく.」の後に，次を追加して下さい．

追加:
RU · 1

hk

RU · 1
hk−1

は f1/hk,. . ., fr/hk の同値類で生成される C-加群なので，

● 初版 p.116, 新装版 p.118. 10行目 (Claim 1: の 2 行後)

誤: dimCKerϕ 5 dimCLU (D)/LU (D − P ) = 1

正: dimCKerϕ 5 dimCLU (D)/LU (D − P ) 5 1

● 初版 p117. 新装版 p.119. 定理 3.4.3
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定理 3.4.3の証明に根本的な間違いがありました．
R01

R0 + R1
= H1(C, OC)で，こ

れは g(C) 次元 C-ベクトル空間なので，R01 = R0 + R1 とは限りません．どうやら，

H1(C, Ω1
C) ∼= C を単独で証明するのは困難で，後のセールの双対定理と並行して証

明するのが簡明なようです．そこで，定理 3.4.3を以下の補題 3.4.3と差し替えて下

さい．次の定理 3.4.5(セールの双対定理)の証明にはこれで十分で，セールの双対定

理をもとに，改めて H1(C, Ω1
C) ∼= C であることがわかります．

[差し替え原稿]

補題 3.4.3a. C は非特異射影曲線，U0 は狭義局所座標系 x を持つ座標開集合，

U1 はアフィン開集合で，U0 ∪U1 = C, U1 ∩ VU0(x) = φ を満たすと仮定する．この

とき，全射準同型写像 ρ:H1(C, Ω1
C) −→ C で，ρ

([
dx

x

])
6= 0 を満たすものが存

在する．

証明.∗ アフィン開被覆 U = {U0, U1}によるチェック・コホモロジーを用いて計算
する．U01 = U0 ∩ U1 とおくと，

H1(C, Ω1
C) =

Ω1
C(U01)

Ω1
C(U0) + Ω1

C(U1)

である．ω0 =
dx

x
∈ Ω1

C(U01) とおく．また，C − U1 = {P1,. . ., Pr} ⊂ U0 とし，

ω ∈ Ω1
C(U01) に対し，ρ̃(ω) = ResP1 ω + · · ·+ ResPr

ω と定める．

もし，ω ∈ Ω1
C(U0) ならば，ω は Pi で正則なので，ρ̃(ω) = 0 である．また，

ω ∈ Ω1
C(U1) ならば，留数定理 (定理 3.1.8)より，−ρ̃(ω) は U1 内の点における ω

の留数の和に等しいので，ρ̃(ω) = 0 である．よって，ω ∈ Ω1
C(U0) + Ω1

C(U1) なら

ば，ρ̃(ω) = 0 である．したがって，ρ̃: Ω1
C(U01) −→ C から ρ:H1(C, Ω1

C) −→ Cが
誘導される．

ところで，P1,. . ., Pr の中には x(Pi) = 0 を満たす点があり，そのような点 Pi で

は ResPi
(ω0) = 1 である．よって，ρ

([
dx

x

])
= ρ̃(ω0) 6= 0 である．

● 初版 p118～ 121. 新装版 p.120～ 123. 定理 3.4.5

定理 3.4.3を上の補題 3.4.3と差し替えたことに伴い，定理 3.4.5を下記の原稿と

差し替えて下さい．本質的なアイデアの変更はありませんが，表記と細かい議論が

あちこち変わります．

[差し替え原稿]
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一般に，C-ベクトル空間 V に対して，V ∨ = HomC(V , C) と書くことにする

と，ϕ:V1 × V2 −→ C が非退化であることは，V1
∼= V ∨

2 であることと同値であり．

V ∨
1
∼= V2 であることと同値である．

定理 3.4.5. (セール (Serre)の双対定理) C が非特異射影曲線で，D が C 上の

因子のとき，

H1(C, OC(D)) ∼= H0(C, OC(KC −D))∨

証明.∗ (I) 双線形写像 ϕ:H1(C, OC(D))×Ω(−D) −→ C を構成する．

補題 3.4.3aのような U = {U0, U1} をとり，(I)の中では U によるチェック・コ

ホモロジーで考える．Ci(U, OC(D)) = Ci(D) などと略記する．

f ∈ C1(D) = LU01(D) とする．ω0 は
dx

x
で定まる C 上の有理微分形式とし，

KC = div(ω0) とする．gω0 ∈ Ω(−D) ∼= L(KC − D) に対し，fg ∈ LU01(KC)

だから，fgω0 ∈ Ω1
C(U01) = C1(Ω1

C) である．その B1(Ω1
C) を法とする同値類を

[fg]ω0 ∈ H1(Ω1
C) とする．

もし，f ∈ B1(D) = LU0(D) + LU1(D) ならば，fgω0 ∈ B1(Ω1
C) であるので，

f ∈ C1(D) = LU01(D)の同値類 [f ]D ∈ H1(D)に対し，矛盾なく [fg]ω0 ∈ H1(Ω1
C)

が定義できる．そこで，ρ:H1(C, Ω1
C) −→ C は補題 3.4.3aの通りとし，ϕ([f ]D,

gω0) = ρ([fg]ω0) によって，双線形写像

ϕ:H1(D)×Ω(−D) −→ C

を定義する．ρ は U1 の選び方に依存していたから，ϕ は U1 と D に依存すること

に注意する．

そこで，以下の (II)と (III)では，D の成分に現れるいずれの点も U0 に含まれ

ないように，U0, U1 を選んでおく．つまり，C − U0 = {P1,. . ., Pr} とするとき，
D = a1P1 + · · ·+ arPr と書ける．

(II) 0 6= ω ∈ Ω(−D)ならば，ϕ([f ]D, ω) 6= 0を満たす [f ]D ∈ H1(D)が存在する

ことを証明する．

U0 の選び方から，ω は U0 上では極を持たない．U0 上で ω = g dx と表す．

g ∈ OU (U0) である．U0 上で x(Q) = 0 を満たす点 Q 全体を Q1,. . ., Qs とする．

U01 上で可逆な正則関数 h を適当に選んで，0 6=
s∑

i=1

(gh)(Qi) ∈ C となるようにで

きる．
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f =
h

x
とおくと，f ∈ OC(U01)であり，f ∈ LU01(D) = C1(D) = Z1(D)である．

[f ]D = (f mod B1(D)) ∈ H1(D) とする．

ϕ([f ]D, ω) = ρ

([
gh

x
dx

])
=

r∑

i=1

ResPi

gh

x
dx

=
s∑

i=1

ResQi

gh

x
dx =

s∑

i=1

(gh)(Qi) 6= 0

である．

(III) 0 6= [f ]D ∈ H1(D) ならば，ϕ([f ]D, ω) 6= 0 を満たす ω ∈ ΩRat(C) が存在す

ることを証明する．

P = P1, n は自然数，r = r(n) = h0(Ω1
C(−D + nP )) = h0(KX −D + nP ) とお

く．n > deg D のとき h0(D − nP ) = 0 なのでリーマン・ロッホの定理から，

r(n) = h0(KX −D + nP ) = n + deg(KC −D) + 1− g(C)

h1(D − nP ) = n + h0(D − nP )− deg D − 1 + g(C) = n− deg D − 1 + g(C)

である．定理 3.4.2の証明の中で示したように，適当な 0 6= g0 ∈ L(nP ) をとれば，

[h]D−nP ∈ H1(D−nP )に対し [g0h]D ∈ H1(D)を対応させる写像 π:H1(D−nP ) −→
H1(D)は全射になる．V1 = π−1([f ]D)とおく．V1 は H1(D− nP ) 内のアフィン部

分空間で，適当な自然数 c1 をとれば，n À 0 のとき，dimC V1 = n + c1 である．

D−nP に対して (II)を適用すれば，ベクトル空間の一般論から，C-ベクトル空間

Ω(−D + nP ) の基底 ω1,. . ., ωr に対し，[f1]D−nP ,. . ., [fr]D−nP ∈ H1(D− nP )を，

ϕn([fi]D−nP , ωj) = δij を満たすようにとれる．ただし，[f ]D−nP = (f mod B1(D−
nP ))とする．また，ϕn:H1(D−nP )×Ω(−D+nP ) −→ Cは (I)のように構成される

双線形写像である．[f1]D−nP ,. . ., [fr]D−nP で生成される H1(D−nP )の部分ベクトル

空間を V2とおく．n À 0のとき，dimC V1+dimC V2−dimCH1(D−nP ) = n+c2 (c2

は定数)であるから，n À 0のとき V1∩V2 6= 0である．そこで，0 6= [f0]D−nP ∈ V1∩V2

をとる．[f0]D−nP ∈ V1だから [f ]D = [g0f0]D ∈ H1(D)を満たす g0 ∈ L(nP )が存在

する．また，[f0]D−nP ∈ V2だから，ϕn([f0]D−nP , ω0) = 1となる ω0 ∈ Ω(−D+nP )

が存在する．

有理微分形式 ω =
ω0

g0
を考えると，ϕ, ϕn の構成法から，

ϕ([f ]D, ω) = ϕ([g0f0]D, ω0/g0) = ϕn([f0]D−nP , ω0) = 1

であり，(III)の主張が証明された．

(IV) 上の (III)で構成した ω が，ω ∈ Ω(−D) を満たすことを証明する．f , ω0,

g0, n, P は (III)の通りとする．
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div(g0) の正の部分 (g0 の零点で定まる因子)と nP の和を D′ とすれば，ω ∈
Ω(−D + D′) である．ω /∈ Ω(−D) と仮定すると，D の成分として現れるある点 Q

が存在し，D = mQ +
∑

i

miPi (Pi 6= Q)で m を定めるとき，ordQ ω 5 m− 1 を

満たす．

今度は，Q の座標開近傍 U を，U が Q 以外の ω の零点や極，D や D′ の成分

として現れる点を含まないようにとる．また，W を Q /∈ W かつ U ∪W = C とな

るようにとる．xは x(Q) = 0 を満たす U の広義局所座標系とする．(IV)では，ア

フィン開被覆 U′ = {U , W} によるチェック・コホモロジーで計算する．
U 上で，ω = h dx (ordx h 5 m− 1)と書ける．g =

1
xh
とする．ordQ g = −mだ

から，g ∈ LU (D) ⊂ B1(D) である．したがって，[g]D = 0 ∈ H1(D) となる．この

W , x を使って (I)のように構成される双線形写像を，
ϕ′D−D′ :H1(D −D′)×Ω(−D + D′) −→ C
ϕ′D:H1(D)×Ω(−D) −→ C

とする．g ∈ LU∩W (D − D′) だから，[g]D−D′ ∈ H1(D − D′) である (ただし，

[g]D−D′ = (g mod B1(D −D′)))．このとき，

[gω] =
[
dx

x

]
∈ H1(Ω1

C)

である．よって，ϕ′D−D′([g]D−D′ , ω) 6= 0 である．しかし，上で述べたように，

0 6= ϕ′D−D′([g]D−D′ , ω) = ϕ′D([g]D, ω) = 0

となり，矛盾する．したがって，ω ∈ Ω(−D) である．

以上より，ϕ は非退化である．

● 初版 p121, 新装版 p.123. 定理 3.4.9の証明の 2 行目

誤: C 上の正則微分形式 ω が定まる．

正: C 上の有理微分形式 ω が定まる．

● 初版 p121, 新装版 p.123. 定理 3.4.9の証明の 7 行目

誤: dx/fy, dt/sg は正則であることに

正: dx/fy, dt/gs は正則であることに

● 初版 p122, 新装版 p.124. 定理 3.4.9の証明の最後から 4 行目

初版旧: t = 0 で定まる C 上の因子を D とするとは，deg(D) = d である

新装版旧: t = 0 で定まる C 上の因子を D とすると，deg(D) = d である
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新: t = 0 で定まる C 上の因子を D とすると，KC = (d − 3)D で deg(D) = d で

ある

● 初版 p122, 新装版 p.124. 「3.5.1 フルビッツの定理」の次の行から数えて 6～ 8

行目

旧: P , Q のアフィン開近傍 V , W を，ϕ−1(W ) = V で，V は広義座標系 xを持ち，

W は広義座標系 y を持つようにとる．さらに，P で x = 0, Qで y = 0 となるとし

ておく．

新: P , Q のアフィン開近傍 V , W を，ϕ−1(W ) ⊃ V で，V は広義座標系 xを持ち，

W は広義座標系 y を持つようにとる．さらに，V 内で x = 0 となる点は P のみし

かなく, W 内で y = 0 となる点は Qしかないように，V , W を小さく選んでおく．

● 初版 p122, 新装版 p.124. 「3.5.1 フルビッツの定理」の次の行から数えて 12～

14行目

旧: 今，f(y) ∈ Rat(Y ) で定まる W 上の因子 DW = div(f)|W に対し，f(h(x))

∈ Rat(X) が定める V 上の因子を，ϕ∗DW = div(f(h(x)))|V と書く．これにより，
Y 上の因子 D に対し，X 上の因子 ϕ∗D が，(ϕ∗D)|V = ϕ∗DW を満たすように定

まる．ϕ∗D を ϕ による因子 D の引き戻しという．

新: 今，Y 上の因子 D をとる．W が十分小さい Q の開近傍であれば，ある

fQ(y) ∈ Rat(Y ) が存在して D|W = div(fQ)|W を満たす．このとき，X 上の因子

DX で，各点 P ∈ X に対して DX |V = div(fQ(h(x)))|V を満たすようなものが一
意的に存在する．そこで，ϕ∗D = DX と定め， ϕ∗D を ϕ による因子 D の引き戻

し という．

● 初版 p123, 新装版 p.125. 命題 3.5.1の証明の最後から 7行目

誤: Rϕ =
∑

P∈C

(e(P )− 1)P

正: Rϕ =
∑

P∈X

(e(P )− 1)P

● 初版 p123, 新装版 p.125. 命題 3.5.1の証明の最後から 9行目

誤: Rϕ は C 上の因子になる．

正: Rϕ は X 上の因子になる．

● 初版 p124, 新装版 p.126. 定理 3.5.3の主張の 3行目

誤: ϕ−1(Q) = {P1,. . ., Pr} とすと，
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正: ϕ−1(Q) = {P1,. . ., Pr} とすると，

● 初版 p124, 新装版 p.126. 定理 3.5.3の証明の 15 行目

誤: Rat(Y ) = (Rat(X))[T ]/(F (T )) である．

正: Rat(X) = (Rat(Y ))[T ]/(F (T )) である．

● 初版 p.125. 系 3.5.4の 1行目 (新装版では修正済み)

誤: X, Y を非特異代数曲線，ϕ:X → Y を全射正則写像とすると，

正: X, Y を非特異射影曲線，ϕ:X → Y を全射正則写像とすると，

● 初版 p.126. 新装版 p.128. 系 3.5.5の証明の 1行目

誤: g(X) = g(Y ) の場合，

正: g(X) = g(Y ) = 1 の場合，

● 初版 p126～ 127, 新装版 p.128～ 129. 系 3.5.8の証明

このままでも問題はありませんが，次の証明と差し替えたいと思います．

[差し替え原稿]

証明. g(C) = 0 とする．P を C 上の点とすると，リーマン・ロッホの定理より，

dimCL(P ) = deg P + 1− g(C) = 2

となる．前の系より，C ∼= P1 である．

逆に，C ∼= P1 ならば，例 3.2.7より，2g(C)− 2 = deg KC = deg KP1 = −2だか

ら，g(C) = 0 である．

● 初版 p127, 新装版 p.129. 系 3.5.9の証明

このままでも問題はありませんが，次の証明と差し替えたいと思います．

[差し替え原稿]

証明. もし，P ∼ Qで，P 6= Qならば，Q = P +div(f)と書け，この f ∈ Rat(C)

が定理 3.5.6の条件と満たす．よって，C ∼= P1 となり矛盾する．

● 初版 p127, 新装版 p.129. 定理 3.5.12の証明

次の原稿と差し替えて下さい．少し，証明を丁寧にしました．

[差し替え原稿]

証明. ϕ ∈ Aut(Pn)とする．Pn の斉次座標系を (X0 : · · · : Xn)とし，Xi = 0で定

義される Pn の超平面を Hi とする．i = 1のとき，ϕ∗(Xi/X0) = 0で定まる Cn 内の

超曲面の射影化が ϕ(Hi)であるが，この超曲面の次数を di とする．もし，di = 2と
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なるような iが存在すれば，必要なら Hj 達を少し移動すると，ϕ(H1)∩ · · · ∩ϕ(Hn)

が 2 点以上の点を含むようにできる．他方 H1 ∩ · · · ∩Hn は 1 点からなるから，ϕ

が全単射であることに矛盾する．よって，di = 1 である．

超平面 ϕ−1(H0) の定義方程式を a00X0 + a01X1 + · · · + a0nXn = 0 として a00,

a01,. . ., a0n ∈ C を定める．1 5 i 5 n については，

ϕ∗
(

Xi

X0

)
·
(

a00 + a01
X1

X0
+ · · ·+ a0n

Xn

X0

)
=

n∑

j=0

aij
Xj

X0

を満たす aij ∈ Cが存在するので，A = (aij) とすれば，ϕ は Aが定める射影変換

と一致する．ϕ−1 が存在するから，detA 6= 0 である．

また，n + 1 次正則行列 A, B が同じ射影変換を定めるための必要十分条件は，

A = λB (∃λ ∈ C×)であるから，結論を得る．

● 初版 p128, 新装版 p.130. 定義 3.5.13の末尾

定義 3.5.13の末尾に次の 1文を追加して下さい．定理 3.2.10の直前に書いてある

のですが，このあたりを読むころには忘れてしまうようです．

末尾に追加: なお，P(V ) = (V − {0})/C× であった．

● 初版 p128～ 139, 新装版 p.130～ 132. 第 3.5.3項

第 3.5.3項全体を，以下の原稿と差し替えます．

[差し替え原稿]

3.5.3. 因子による埋めこみ

C は非特異射影曲線，D は C 上の因子で，l = h0(D) = 2 とし，f1,. . ., fl を

L(D) の C-ベクトル空間としての基底とする．必要なら D′ ∈ |D| を D の代わりに

とることにより，D = 0と仮定してよい．すると，1 ∈ L(D)だから，fl = 1と選ん

でおく．D =
r∑

i=1

miPi (Pi は C 上の点，mi ∈ N)と表しておく．集合

SuppD = {P1, P2, . . . , Pr}
を D のサポート (support)とか台 という．U = C − (SuppD) とおく．P ∈ U に

対し

(f1(P ) : f2(P ) : · · · : fl(P )) = (f1(P ) : f2(P ) : · · · : fl−1(P ) : 1) ∈ Pl−1

を対応させる正則写像を ϕ:U → Pl−1 とする．

l = 2だから f1,. . ., fl の中には定数関数でない関数が存在するので，ϕ(U)は 1点

ではない．そこで，Pl−1 における ϕ(U)の閉包を Γ とおくと，Γ は射影曲線になる．
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また，P ∈ C − U の場合は，いずれかの i に対し fi(P ) = ∞ となるが，ordP fi

が最大になる i を 1つとり，hj = fj/fi とおくと，h1,. . ., hl は点 P の近傍で正則

になるので，ϕ(P ) = (h1(P ) : · · · : hl(P )) と定めると，ϕ:U → Pl−1 は C 上の正則

写像 ϕ:C → Pl−1 に拡張できる．ϕ(C) は Pl−1 の閉集合だから，ϕ:C → Γ は全射

である．後の系 5.3.8で証明するが，ϕ:C → Γ は有限写像である．

g1,. . ., gl が L(D) の別の基底のとき，ϕ と同じように，ϕ′(P ) = (g1(P ) : g2(P ) :

· · · : gl(P )) から ϕ′:C → Pl−1 が定まる．

ψ(fi) = gi となるような同型写像 ψ:L(D) → L(D) を表現する l 次正方行列を A

とし，Aによって定まる Pl−1 の射影変換を Ψ とすると，ϕ′ = Ψ ◦ ϕ となる．した

がって，Pl−1 の射影変換を無視すれば，L(D) の基底の選び方に依存せずに，ϕ は

D から一意的に定まる．この写像 ϕ:C → Pl−1 を ΦD とか Φ|D| などと書き，D が

定める正則写像という．

Pl−1 を P(L(D)∨) と書くこともある．つまり，P(L(D)) =
(
L(D) − {0})/C×

= |D| と同一視でき，|D| = P(L(D)) 内の点 (a1 : · · · : al) には Pl−1 内の超平面

a1X1 + · · ·+ alXl = 0が対応するので，ΦD の終域 Pl−1 は P(L(D)) の双対空間で，

Pl−1 = P(L(D))∨ = P(L(D)∨) = |D|∨ である．

命題 3.5.14. Pl−1 = P(L(D)∨) の超平面 H で，ΦD(C) ⊂ H を満たすものは存

在しない．

証明. Pl−1 の斉次座標系を (X1 : X2 : · · · : Xl) とし，a1X1 + · · · + alXl = 0

で定まる超平面 H が Γ = ΦD(C) を含んだとすると，任意の P ∈ C に対し，

a1f1(P ) + · · ·+ alfl(P ) = 0が成り立つ．これは，f1,. . ., fl ∈ L(D)が 1 次独立で

あることに反する．

定義 3.5.15a. D =
r∑

i=1

miPi (Pi は C 上の点，mi ∈ N) とする．D が次の条件

(1), (2)を満たすとき，D は非常にアンプル (very ample)であるという．

(1) ΦD:C → Pl−1 は中への同型写像である．つまり ΦD:C → Γ は同型写像で

ある．

(2) 任意の Pi ∈ SuppD に対し，ある f ∈ L(D)が存在して，ordPi
f = −mi と

なる．

D は C 上の因子で，D = 0と仮定する．今までと同じ記号を使う．Pl−1 の斉次座

標系を (X1 : · · · : Xl) とし，Xi 6= 0 で定まる Pl−1 のアフィン開集合を Ui
∼= Cl−1
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とし，Wi = ϕ−1(Ui) する．W1,. . ., Wl は C の開被覆である (後で証明するが，じ

つはアフィン開被覆である)．a1X1 + · · ·+ alXl = 0 で定まる Pl−1 の超平面 H を

とる．hi = (a1X1 + · · ·+ alXl)/Xi は Ui 上の正則関数で，Φ∗Dhi は Wi 上の正則

関数である．各 Wi 上で D′|Wi
= div(Φ∗Dhi) となるような C 上の因子 D′ が存在

する．この D′ を Φ∗H とか Φ∗(H|Γ ) と書く．

命題 3.5.15b. 今までと同じ記号を使う．D が非常にアンプルなとき，|D| の
任意の元 D′ は，Pl−1 のある超平面 H により，D′ = Φ∗H と書ける．逆に，Pl−1

の任意の超平面 H に対し，Φ∗H ∈ |D| である．さらに，d = deg D とするとき，

Γ = ΦD(C) は Pl−1 内の d 次曲線である．

証明. Xl = 0 で定まる超平面を H0 とする．ΦD(P ) ∈ H0 であれば，ある

1 5 i 5 l − 1 に対して fi(P ) = ∞ でなければならないので，P ∈ SuppD である．

Pj ∈ SuppD に対し ordP fj = −mj を満たす gj ∈ L(D) をとる．Qj = ΦD(Pj)

とし，例えば，Qj ∈ U1 であると仮定しておく．hi = fi/gj とするとき，Pj の近傍

で ΦD = (h1,. . ., hl)である．Γ ∩U1 上で考えて，hl = 1/gj は点 Qj で mj 位の零

点を持つから，Xl/X1 は点 Qj で mj 位の零点を持つ．よって，Φ∗DH0 = D である

ことがわかる．

次に，Pl−1 の勝手な超平面 H : a1X1 + · · ·+ alXl = 0をとる．h = (a1X1 + · · ·+
alXl)/Xlとおくとき，Φ∗DH = Φ∗DH0+div(h◦ΦD)であるので，Φ∗DH ∼ Φ∗DH0 = D

で，Φ∗DH ∈ |D| である．
逆に，D′ を |D| の勝手な元とする．D′ = D + div(h) を満たす h ∈ L(D)が存在

する．L(D) の基底 f1,. . ., fl を fl = 1 となるように選んでおくと，

h = a1f1 + · · ·+ alfl = Φ∗D

(
a1X1 + · · ·+ alXl

Xl

)
(3.4)

となる．よって，a1X1 + · · ·+ alXl = 0で定まる超平面を H とすれば，D′ = Φ∗DH

である．

今，Pl−1 内の超平面 H を，どの点 Γ ∩H でも Γ と H が横断的に交わる (接し

ない)ように選んでおく．交点の個数を d = #(Γ ∩H) とするとき，dが曲線 Γ の

次数である．ΦD:C → Γ は同型写像であるから，Φ∗DH = P ′1 + · · ·+ P ′d という形に

なり，deg D = deg Φ∗DH = d である．

定理 3.5.16a. C は非特異射影曲線，D は C 上の因子とする．このとき，D が

非常にアンプルであるための必要十分条件は，次の条件 (∗)が成り立つことである．
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(∗) C 上の任意の 2 点 P , Q (P = Q の場合も含む)に対し，h0(D − P −Q) =

h0(D)− 2が成り立つ．

証明.∗ (∗)が成り立つとき，P1 6= P2 ∈ Cに対し，L(D−P1−P2) $ L(D−P1) $ L

(D) である．特に，P1 ∈ SuppD の場合を考えれば，f ∈ L(D)− L(D − P1)が定

義 3.5.15の条件 (2)を満たす．

f ∈ L(D − P1)−L(D − P1 − P2) をとれば，f(P1)/f(P2) = 0 となる．したがっ

て，ΦD(P1) 6= ΦD(P2) であり，ΦD:C → Pl−1 は単射である．

ΦD の終域を Γ = ΦD(C) に制限した写像を，ϕ:C → Γ とする．今，P ∈ C を

とり，Q = ϕ(P ) ∈ Γ とおく．

環の準同型写像 ϕ∗P :OΓ,Q −→ OC,P を考える．ϕ は全単射だから，f , g ∈ OΓ,Q

に対し f ◦ ϕ = g ◦ ϕ ならば f = g であり，ϕ∗P は単射である．

mP , mQ を局所環 OC,P , OΓ,Q の極大イデアルとする．

C は非特異だから，mP /m2
P
∼= C である．g1 ∈ L(D) − L(D − P ), g2 ∈ L

(D − P ) − L(D − 2P ) をとり，g = g2/g1 とおくと，g ∈ mP − m2
P となる．した

がって，g の同値類は mP /m2
P の基底になる．mP = g ·OC,P + m2

P だから，中山の

補題により，mP = (g) = g ·OC,P となる．

ところで，gi ∈ L(D) は (3.4)のように表せるから，ある h ∈ Rat(Γ ) により

g = h ◦ϕ = ϕ∗(h)と書ける．h(Q) = h(ϕ(P )) = g(P ) = 0であり，h ∈ mQ ⊂ OΓ,Q

となる．ϕ∗P により，OΓ,Q ⊂ OC,P と考えることにすると，mP = (ϕ∗(h)) ⊂ ϕ∗mQ =

mQOC,P である．定理 2.5.15の証明で述べたように，OC,P は有限 OΓ,Q-加群であ

る．また，OC,P = mP + C ⊂ mQOC,P + OΓ,Q なので，OC,P = mQOC,P + OΓ,Q

である．両辺を OΓ,Q-加群と考えて中山の補題を使うと，OC,P = ϕ∗P OΓ,Q が得ら

れる．したがって，ϕ∗ は同型写像であり，ϕ は同型写像となる．

逆に，D は非常にアンプルであると仮定する．今までと同じ設定で考える．する

と，ΦD:C → Γ (⊂ Pl−1) は同型写像である．

ΦD(P ) を通らない Pl−1 の超平面を 1つ選び，その定義方程式を h1 とする．前

命題の証明からわかるように，Φ∗D(h1/Xl) ∈ L(D)−L(D − P ) である．

P 6= Q の場合は，ΦD(P ) を通り ΦD(Q) を通らない Pl−1 の超平面を 1 つ選

び，その定義方程式を h2 とする．P = Q の場合は，h2 を ΦD(P ) を通るが，点

ΦD(P )で Γに接しない平面の方程式として選ぶ．いずれの場合も，Φ∗D(h2/Xl) ∈ L

(D − P ) − L(D − P − Q) である．よって，h0(D − P − Q) 5 h0(D) − 2 である．

h0(D−P −Q) = h0(D−P )− 1 = h0(D)− 2だから，h0(D−P −Q) = h0(D)− 2

である．
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系 3.5.17. Cは非特異射影曲線，Dは C 上の因子とする．もし，deg D = 2g(C)+1

ならば，D は非常にアンプルである．

証明. g = g(C) とする．D′ = D または D′ = D− P または D′ = D− P −Q の

とき，deg(KC −D′) 5 (2g − 2)− (2g − 1) < 0 なので，L(KC −D′) = 0 である．

リーマン・ロッホの定理より，h0(D′) = deg D′ + 1− g(C)であるので，前定理の条

件 (∗)が成り立ち D は非常にアンプルである．

例えば，C が g(C) = 0 の非特異射影曲線で P ∈ C のとき，上の系から因子

D = P は非常にアンプルである．h0(P ) = 2 に注意すると，ΦP の終域は P1 で，

ΦP :C → P1 は同型写像になる．D = 2P も非常にアンプルであり，h0(2P ) = 3だか

ら，Φ2P の終域は P2 で，Φ2P :C → P2は中への同型写像になる．deg 2P = 2だから，

命題 3.5.15bより Φ2P (C)は P2 内の 2次曲線である．参考までに，Φ3P (C):C → P3

の像は，ねじれ 3次曲線と呼ばれる．

● 初版 p131, 新装版 p.133. 定義 3.6.1の直後

以下の命題を追加して下さい．

[追加原稿]

命題 3.6.1b. 非特異射影曲線 C が楕円曲線であるための必要十分条件は，KC ∼ 0

となることである．

証明. C が楕円曲線のとき，セールの双対定理より，dimCH0(C, OC(KC)) =

dimCH1(C, OC) = g(C) = 1 である．よって，0 6= f ∈ L(KC) が存在し，D =

KC + div(f) = 0 となる．deg D = deg KC = 2g(C)− 2 = 0 なので D = 0 であり，

KC ∼ D = 0 となる．

逆に，KC ∼ 0 ならば，2g(C) − 2 = deg KC = 0 なので，C は楕円曲線である．

● 初版 p131, 新装版 p.133. 定理 3.6.2の証明の最後から 2行目

別に間違いではありませんが，美観の問題として．

旧: 1, f , g は L(3P ) の基底なので，

新: f , g, 1 は L(3P ) の基底なので，

● 初版 p132, 新装版 p.134. 2行目

誤: y2 + a2xy + a4y =
(
y +

a2

2
x +

a4

2

)2

− a2

4
x2 − a2a4

2
x− a2

4

4
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正: y2 + a2xy + a4y =
(
y +

a2

2
x +

a4

2

)2

− a2
2

4
x2 − a2a4

2
x− a2

4

4

● 初版 p132, 新装版 p.134. 6行目

誤: x3
1 + b1x

2
1 + b2xq + b3 = (x1 − α1)(x1 − α2)(x1 − α3)

正: x3
1 + b1x

2
1 + b2x1 + b3 = (x1 − α1)(x1 − α2)(x1 − α3)

● 初版 p132, 新装版 p.134. 下から 3行目

誤: ∈ GL(2, C) は，

正: ∈ GL(2, C) を，

● 初版 p132, 新装版 p.134. 下から 5行目 (補題 3.6.3の 4行目)

誤:
λ

1− λ
,

正:
λ

λ− 1
,

● 初版 p.133, 新装版 p.135. 6～ 7行目

誤: ϕ ∈ Aut(P1) によって (1 : x) を変換すると，(3.8)は，

正: ϕ ∈ Aut(P1) によって (1 : x) を変換し，y 適当に変換すると，(3.8)は，

● 初版 p133, 新装版 p.135. 補題 3.6.4の証明の最初の 5行

証明を分かり易くするため，以下のように書き換えます．

証明. ψ:Eλ −→ Eλ′ を同型写像，P = (0 : 1 : 0) ∈ Eλ ⊂ P2, Q = ψ(P ) ∈ Eλ′ と

する．ある x′ ∈ L(2Q)− C と y′ ∈ L(3Q)−L(2Q) により，Eλ′ は

y′2 = x′(x′ − 1)(x′ − λ′) (3.11)

の射影化として表すことができる．ψ∗y′ ∈ L(3P ) − L(2P ), ψ∗x′ ∈ L(2P ) − C だ
から，

● 初版 p134, 新装版 p.136. 定理 3.6.6の後の (3.13)式

別に，間違いでも何でもありませんが，美的センスの問題として．

旧: g3 =
1
27

(λ + 1)(2λ2 − 5λ + 2)

新: g3 =
1
27

(λ + 1)(λ− 2)(2λ− 1)

● 初版 p134, 新装版 p.136. (3.14)式の 2～ 3行後

以下の文を削除して下さい．
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削除: 逆に，g3
2 − 27g2

3 6= 0 を満たす複素数の組 g2, g3 に対し，(3.14)を満たす

τ ∈ C− Rが存在する．
(解説) g2 と g3 の間には，

108g2
3 =

( 3
√

2g2 − 2
)2(2 3

√
2g2 − 1

)

という関係式があります．この関係式を満たし，g3
2 − 27g2

3 6= 0 を満たす複素数の組

g2, g3 に対し，(3.14)を満たす τ ∈ C−Rが存在する，というのは正しいのですが，
上の主張はウソです．証明は結構面倒ですし，後で，どこでも使わないので削除し

て下さい．

● 初版 p134, 新装版 p.136. 定理 3.6.7の 2 行前

別に，間違いでも何でもありませんが，美的センスの問題として．

旧: j(C/Lτ ) = 1728
g3
2

g3
2 − 27g2

3

新: j(C/Lτ ) = 123 g3
2

g3
2 − 27g2

3

● 初版 p135, 新装版 p.137. 命題 3.6.10の証明の 2～ 3 行目

旧: τ は代数多様体としての正則写像である．

新: τ は代数多様体としての同型写像である．

● 初版 p136. 定理 3.6.10の証明の 5行目 (新装版では修正済み)

誤: 体なので，命題 2.2.24より，dimϕ(G×G) 5 dimG となる．

正: 体なので，命題 2.6.9より，dimϕ(G×G) 5 dimG となる．

● 初版 p.137. 定義 3.6.14の 1行目 (新装版では修正済み)

誤: e1,. . ., e2n ∈ C2n は

正: e1,. . ., e2n ∈ Cn は

● 初版 p137, 新装版 p.139. 定義 3.6.14の 3行目

誤: L =
2n⊕

i=1

Z · ei =

{
2n∑

i=1

miei ∈ Cn

∣∣∣∣∣ ai ∈ Z
}

正: L =
2n⊕

i=1

Z · ei =

{
2n∑

i=1

miei ∈ Cn

∣∣∣∣∣ mi ∈ Z
}

(ai → mi)

● 初版 p138, 新装版 p.140. 定理 3.6.15の証明の最後から 4～ 3 行目
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旧: 0 ∈ Cn を含む解析的開集合 U を十分小さく選べば U ∩ L = {0} だから，
新: ψ(U) ∩ L = {0} だから，

● 初版 p140, 新装版 p.142. 3.6.4項の 3行前と定理 3.6.17の証明の 1行目 (2ケ所)

誤: ワイエルシュトラス標準系

正: ワイエルシュトラス標準型

● 初版 p140, 新装版 p.142. 定理 3.6.17の証明の 7行目

旧: 因子として，

新: 因子として f∗Q = P1 + P2 なので，命題 3.5.1(2)より，

● 初版 p141, 新装版 p.143. 定理 3.6.17の証明の 13～ 17 行目

少し，証明がわかりにくいようなので，「定義から，f ◦ σ = τ ◦ f であり，」から

「0 → H → G
ϕ−→ G0 → 0が存在する．」までの説明を，以下のように書き換えます．

[差し替え原稿]

この τ を ϕ(σ) と書く．定義から，f ◦ σ = ϕ(σ) ◦ f であり，σ(O) = O より，

ϕ(σ) ∈ Aut(P1, ∞) である．

ι:C → C は ι(x, y) = (x, −y)で定まる正則写像 (ιをインボリューションという)

とし，H = {idC , ι} ∼= Z/2Z (H ⊂ G)とする．もし，ϕ(σ) = idP1 ならば σ ∈ H で

ある．したがって，G0 = ϕ(G) ⊂ Aut(P1, ∞)とすると，群の完全系列 0 → H → G
ϕ−→ G0 → 0が存在する．

● 初版 p141, 新装版 p.143. 定理 3.6.17の証明の最後の行

旧: (3) j(C) 6= 0, 1728 のときは，G0 = {idP1} で，G = Z/2Z である．

新: (3) j(C) 6= 0, 1728 のときは，補題 3.6.3の後の注意より，G0 = {idP1} で，
G = Z/2Z である．

● 初版 p142, 新装版 p.144. ゴチック体の「ロンスキアン」がある直前の行

「簡単な計算で確認できる.」の後に，次の 1文を追加して下さい．

[追加する文]

また，複素解析を使えば容易に証明できるように，f1,. . ., fg が C 上一次独立な
ので，A の g 個の列ベクトルは Rat(C) 上一次独立である (この性質は，C の代わ
りに正標数の体を使うとウソになる)．

● 初版 p142, 新装版 p.144. 命題 3.7.3の 8行前
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誤: ω′i =
n∑

j=1

cijωj

正: ω′i =
g∑

j=1

cijωj

● 初版 p145, 新装版 p.147. 定義 3.7.7

定義 3.7.7の説明が不親切で分かりにくいようなので，以下のように説明を丁寧に

書き直します．

[差し替え原稿]

定義 3.7.7a. C は g(C) = 2 を満たす非特異射影曲線とする．全射正則写像

ϕ:C → P1 で，deg ϕ = 2 を満たすものが存在するとき，C を超楕円曲線 (hyper

elliptic curve)という．

P1 から 1点を除いたアフィン開集合を U とする．U ∼= Cであり，U の座標環は

RU = C[X]と書ける．RU の Rat C における整閉包を RW とし，RW を座標環とす

る C のアフィン開集合を W とする．容易にわかるように，包含写像 RU ⊂ RW か

ら定まる正則写像 W → U は ϕの W への制限と一致する．定理 3.5.3の証明で述べ

たように，ある y ∈ RW により RW = RU [y] と書け，Rat C = (RatP1)[y] である．

Rat C は RatP1 = C(X)の 2次拡大だから，必要なら yを取り替えて，y2 ∈ RU と仮

定してよい．h(X) = y2 ∈ RU = C[X]とおく．すると，RW = C[X, Y ]/(Y 2−h(X))

であるから，W は C2 内で Y 2 = h(X) で定まる曲線と同一視できる．また，ϕ は

点 (x, y) ∈ W ⊂ C2 に x ∈ U = C を対応させる写像である．

ι(X, Y ) = (X, −Y )で定まる正則写像 ι:W → W は，極限操作により，正則写像

ι:C → C に一意的に延長でき，ι ◦ ι = idC を満たす．また，構成法より，ι は恒等

写像でなく，点 P 6= Q ∈ C に対し「ι(P ) = Q ⇐⇒ ϕ(P ) = ϕ(Q)」が成り立つ．こ

の ι:C → C をインボリューション (involution)という．

● 初版 p147, 新装版 p.149. 定理 3.7.10の証明の (2)

定義 3.7.7の書き換えにともない，定理 3.7.10(2)の証明の前半の説明が不要にな

ります．

[差し替え原稿]

(2) W , U の座標環を RW , RU = C[X] とする．定義 3.7.7aで述べたように，

RW = C[X, Y ]/(Y 2 − h(X)) と書ける．ϕ∗Qi = 2Pi だから，分岐点では −y(Pi) =

ι∗y(Pi) = y(ι(Pi)) = y(Pi)となり，y(Pi) = 0, h(ai) = 0である．したがって，h(x)

は h0(x) = (x− a1) · · · (x− ar) の倍数である．逆に，y(P ) = 0 を満たす点 P ∈ C
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は ι(P ) = P を満たすので，分岐点以外では y(P ) 6= 0であり，Q /∈ {Q1,. . ., Qr} の
とき h(Q) 6= 0 である．また, Pi は非特異点なので h(x) は (x− ai)2 では割り切れ

ない．したがって，y2 = ch0(x) (c ∈ C) であるが，y を 1/
√

c 倍して c = 1 と選べ

るので，

RW = RU [y] = C[X, Y ]/
(
Y 2 − (X − a1)(X − a2) · · · (X − ar)

)

となり結論を得る．

● 初版 p147, 新装版 p.149. 定理 3.7.10(3)の証明の 4行目

誤: また，ϕ∗(1/xm+1) /∈ LC(mϕ∗Q) だから，

正: また，ϕ∗(1/xm+1) /∈ LC(mϕ∗Q1) だから，

● 初版 p148, 新装版 p.150. 定理 3.7.10(6)の証明．

証明がやや不親切なので，説明を追加して丁寧に書き直します．

(6) Γ = Φ|KC |(C) ⊂ P g−1 とおく．上の結果から，ϕ:C → P1 は Φ|KC |:C → Γ

と同一視できる．いま，Qi = Φ|KC |(Pi) ∈ Γ と考える．点 Q1,. . ., Qg−1 を通る

Pg−1 の超平面を H とする．定義 3.5.15の下の説明より，KC ∼ Φ∗|KC |(H|Γ ) =

ϕ∗(Q1 + · · ·+ Qg−1) = 2P1 + · · ·+ 2Pg−1 なので，KC = 2(P1 + · · ·+ Pg−1) と考

える．

さて，同型写像 f :C → C は任意の分岐点 Pi に対し f(Pi) = Pi を満たすと

する．f∗KC = KC である．したがって，Φ|KC | = Φ|f∗KC | = Φ|KC | ◦ f であり，

ϕ(f(P )) = ϕ(P ) となる．したがって，f は P1 = ϕ(C) 上の自己同型写像を引き起

こすが，これは P1 上の 6 個以上の点 Q1,. . ., Q2g+2 を動かさないので恒等写像で

ある．したがって，f∗: Rat(C) → Rat(C) はガロア群 Aut(Rat(C)/ Rat(P1)) に属

し，f は恒等写像 idC かインボリューション ι である．

● 初版 p149, 新装版 p.151. 定理 3.7.11の証明の最後から 2行目

誤: ある関数 f :L(2P )−L(P )が存在する．

正: ある関数 f ∈ L(2P )−L(P )が存在する．

● 初版 p.149. 参考 3.7.13. (新装版では修正済み)

誤: C が超楕円曲線でないとき，g(C) = 4ならば Φ|KC |(C) ⊂ P3 はある 2次曲面と

3次曲面の共通部分として表せる 6次曲線に一致し，g(C) = 5ならば Φ|KC |(C) ⊂ P4

はあるの 3 個の 2 次超曲面の共通部分として表せる 8 次曲線に一致する．しかし，

g(C) = 6 のときは，Φ|KC |(C) ⊂ Pg−1 を g − 2 個の超曲面の共通部分として表すこ
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とができるとは限らない．

正: C が超楕円曲線でないとき，g(C) = 4 ならば Φ|KC |(C) ⊂ P3 はある 2 次曲面

と 3次曲面の共通部分として表せる 6次曲線に一致する．しかし，g(C) = 5 のとき

は，Φ|KC |(C) ⊂ Pg−1 を g − 2 個の超曲面の共通部分として表すことができるとは

限らない．

お詫びと解説: g(C) = 5 の超楕円曲線 C は, dimCL(P + Q + R) = 1 を満たす

(必ずしも相異なるとは限らない)3点 P , Q, R ∈ C が存在するとき trigonalと呼ば

れる．相異なる 3 点 P , Q, R について, dimCL(P + Q + R) = 1 はこの 3 点が P4

内で同一直線上にあることと同値である．正しい命題は「g(C) = 5 の非特異射影曲

線 C は、C が楕円曲線でも trigonal でもなければ、Φ|KC |(C) ⊂ P4 はあるの 3 個

の 2次超曲面の共通部分として表せる 8次曲線に一致する」です．

● 初版 p150, 新装版 p.152. 定理 3.7.15の証明の冒頭

定理 3.7.15 の証明の冒頭に，以下の説明を追加して下さい．

[追加する原稿]

ϕ(C) は 1点でなく，C は射影曲線なので，ϕ:C → C は全射である．系 3.5.4よ

り deg ϕ = 1 で，定理 2.5.18より ϕ は同型写像である．

● 初版 p150, 新装版 p.152. 定理 3.7.15の証明の 2行目

誤: h(Q) = f(Q)− f(ϕ(Q))

正: h(Q) = f(Q)− f(ϕ−1(Q))

● 初版 p151, 新装版 p.153. 参考 3.7.18の最後 (図の直前)から 2行目

誤: S1 −D1 と S2 −D2 をで

正: S1 −D1 と S2 −D2 を

● 初版 p.151. 定理 3.7.19. (新装版では修正済み)

誤: 定理 3.7.19

正: 定義 3.7.19

● 初版 p152, 新装版 p.154. 演習問題 3の直前．

以下の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

ここから先の完備性の説明は，後日 [Ha]を読む人のための説明なので，初学者は

とりあえず読み飛ばしてほしい．[Ha]の完備性の定義と，本書の完備性の定義が同
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値であることは，自明ではない．[Ha]では，第 II 章の例 4.6.1の直前と注意 4.10.1

の直前に「完備」の定義が書かれていて，それは次の定理の条件 (∗)と同値である．

定理 3.7.21. X は代数多様体とする．X が完備 (解析的位相でコンパクト)であ

るための必要十分条件は，以下の条件 (∗)が成立することである．
(∗) 任意の代数多様体 Y に対し，正射影 π:X × Y −→ Y は閉写像である．

証明. (十分性) X は解析的位相についてコンパクトでないと仮定する．X を含む

完備代数多様体 X̃ % X で，X が X̃ の開集合になるようなものが存在することが

知られている．もし，X が X̃ の閉集合ならば X = X̃ となってしまうから，X は

X̃ の閉集合ではない．π:X × X̃ −→ X̃ を考える．

∆ =
{
(x, x) ∈ X × X̃

∣∣ x ∈ X
}

とするとき，∆は X × X̃ の閉集合であるが，π(∆) = X ⊂ X̃ は閉集合でない．よっ

て，π は閉写像でなく，(∗)は成立しない．
(必要性) X は解析的位相についてコンパクトであるとする．F ⊂ X × Y を勝手な

ザリスキー閉集合とする．Y の解析的位相についての π(F ) の閉包は，ザリスキー

位相についての閉包と一致するから，π(F )が Y の解析的閉集合であることを示せ

ばよい．「解析的閉」という性質は局所的性質だから，距離空間として有界な Y の解

析的開集合 W 上で，π(F )∩W が W の閉集合であることを示せばよい．W を十

分小さくとっておけば，解析的位相に関する閉包 W は解析的コンパクト集合であ

る．π−1(W ) = X ×W は解析的コンパクト集合だから，π−1(W )∩ F も解析的コン

パクト集合である．よって，π
(
π−1(W )∩ F

)
= F ∩W も解析的コンパクト集合で

あり，解析的閉集合である．

本書では，使わない概念であるが，[Ha]では固有写像 (proper morphism)という

概念も頻出する．スキーム論と複素多様体論の関係は，意外とどこにも書いてない

ので説明しておく．

定理 3.7.22. X, Y は代数多様体，f :X → Y は正則写像とする．このとき，次

の条件 (1), (2)は同値である．

(1) 任意の代数多様体 Z に対して f × idZ :X × Z −→ Y × Z は閉写像である

([Ha]の固有写像の定義)．

(2) f :X → Y は閉写像であって，任意の点 Q ∈ Y に対して f−1(Q)は解析的位

相についてコンパクトである (複素多様体の固有写像の定義)．
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証明. (1) =⇒ (2) の証明は，前定理の十分性の証明と同様である．

(2) =⇒ (1) [Ha]の第 II 章系 4.8(f)に書いてあるように，Y がアフィン代数多

様体の場合に証明すれば十分である．

Y の任意の解析的コンパクト集合 K に対して f−1(K) がコンパクトであること

を証明する．それを示せば，あとは，前定理の必要性の証明と同様である．{
Uλ

∣∣ λ ∈ Λ
}
を f−1(K) の任意の解析的開被覆とする．任意の Q ∈ K に

対して，f−1(Q) はコンパクトなので，ある有限部分集合 ΛQ ⊂ Λ が存在して，

f−1(Q) ⊂
⋃

λ∈ΛQ

Uλ となる．FQ = X −
⋃

λ∈ΛQ

Uλ とおくと，FQ は X の解析的閉集

合である．f は閉写像なので f(FQ) は Y の解析的閉集合である．
{
Y − f(FQ)

∣∣
Q ∈ K

}
は K の解析的開被覆で，K はコンパクトなので，ある有限個の Q1,. . .,

Qr ∈ K を選んで K ⊂
r⋃

i=1

(Y − f(FQi
)) とできる．すると，f−1(K) ⊂

r⋃

i=1

⋃

λ∈Qi

Uλ

となり，f−1(K) は解析的コンパクトである．

スキーム論を勉強すると，分離的写像 (separated morphism)といううるさい概念

を最初に勉強しないといけない．本書の意味の代数多様体では，そういう話は気に

しなくてよい，ということだけは述べておく．

X, Y は代数多様体，f :X → Y は正則写像とする．集合

X ×Y X =
{
(x1, x2) ∈ X ×X

∣∣ f(x1) = f(x2)
}

は代数的集合の構造を持つのであるが，詳しい話は第 6.8.8項で説明する．

定理 3.7.23. X, Y は代数多様体，f :X → Y は正則写像とする．このとき，

f :X → Y は分離的である．つまり，対角写像 ι:X −→ X ×Y X は閉埋入写像で

ある．

証明. [Ha]の第 II 章系 4.6(e)に書いてあるように，Y = SpecC の場合に証明す
ればよい．つまり，対角写像 ι:X −→ X ×X が閉埋入であることを示せばよい．と

ころで，ιが解析的位相に関する閉埋入であれば，ザリスキー位相についても閉埋入

である．位相空間論でよく知られているように，ιが解析的位相に関する閉埋入であ

ることは，X が解析的位相に関してハウスドルフ空間であることと同値である．X

が解析的位相に関してハウスドルフ空間であることは，自明な事実である．

スキーム論では K 上の (抽象) 代数多様体は「代数閉体 K 上整 (既約・被約)か

つ有限型かつ分離的なスキームである」と定義される．この意味での C 上の抽象
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代数多様体 X があるとする．X は C 上有限型なので，X は有限アフィン開被覆{
U1,. . ., Ur} を持ち，各 Ui の座標環 Ri = OX(Ui) は C 上有限生成な多元環にな
る．X は C 上整なので，各 Ri は整域である．分離的の条件から，Ui ∩ Uj は Ui の

アフィン開集合になる．よって，C 上の抽象代数多様体は，本書の意味での代数多
様体と同一視できる．逆に，本書の意味での代数多様体が C 上の抽象代数多様体と
同一視できることも，今までの説明から容易にわかる．以上のことを念頭におけば，

[Ha]の第 II章でつまずいてしまった人でも，[Ha]の第 III章以降を拾い読みして理

解できる場所も多いと思うので，気を取り直して頑張ってほしい．



71

第４章

● 初版 p157, 新装版 p.159. 1～ 3 行目

誤: とおく．置換 σ: {0, 1,. . ., r} −→ {0, 1,. . ., r}に対し，σ の符号を sign(σ) で表

す．一般に，i0, i1,. . ., ir ∈ I に対し，

fiσ(0),iσ(1),...,iσ(r) = sign(σ)fi0,i1,...,ir
∈ F(UI)

正: とおく．Cr(U, F) =
⊕

K∈Ir

F(UK) であった．置換 σ: {0, 1,. . ., r} −→ {0, 1,. . .,

r} に対し，σ の符号を sign(σ) で表す．一般に，K = (i0, i1,. . ., ir) ∈ Ir に対し，

fiσ(0),iσ(1),...,iσ(r) = sign(σ)fi0,i1,...,ir
∈ F(UK)

● 初版 p158, 新装版 p.160. 定義 4.1.3の 3 行目

これは，定義 3.3.1(3)の条件を弱めたことに関連する修正です．

誤: (各 Wi は U0 のアフィン開集合)と分割し，

正: (ただし，各 Wi はアフィン代数多様体 U0 において D(fi)という形に書ける U0

のアフィン開集合)と分割し，

● 初版 p.159. 補題 4.1.4の証明の 1～ 3行目 (新装版では修正済み)

誤: r に関する帰納法で証明する．r = 3 とし，r − 1 まで補題は正しいと仮定する．

X の座標環を R = OX(X)とし，Ui = D(fi) (fi ∈ R)とする．V (f1)∩· · ·∩V (fr) =

φ より，

正: X の座標環を R = OX(X)とする．Ui = D(g1)∪ · · · ∪D(gk) (gj ∈ R)という形

に書けるから，はじめから Ui = D(fi) (fi ∈ R)と書ける場合に証明すれば十分であ

る．r に関する帰納法で証明する．r = 3 とし，r− 1 まで補題は正しいと仮定する．

(f1,. . ., fr) = R なので，

新装版のほうは「(f1,. . ., fr) = R なので，」が重複しているので，一方を削除して

下さい．

● 初版 p.159. 補題 4.1.4の証明の 10～ 11 行目 (新装版では修正済み)

誤: さらに U ′
i = Ui ∩W とおけば，

正: さらに U ′
i = Ui ∩W = D(fi(frgr − 1)) とおけば，

● 初版 p160, 新装版 p.162. 補題 4.1.6の証明の 10 行目

誤: (hK)K∈Lr−1 ∈ Cr−1(U)
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正: (hK)K∈Lr−1 ∈ Cr−1(W)

● 初版 p160, 新装版 p.162. 補題 4.1.6の証明の 15 行目

誤: h1,U ′ = h0,U ′ + hU ′ である．

正: h1,U ′ = h0,U ′ − hU ′ である．

● 初版 p160～ p.161, 新装版 p.163. 補題 4.1.6の証明の 17～ 20 行目

誤: K = {1 < i2 < · · · < ir} ∈ Ir−1 に対して，

gK = h0,U ′ + h̃0,U ′ = h1,U ′ + h̃1,U ′ ∈ F(W0 ∩ U ′) ∩F(W1 ∩ U ′) = F(U1 ∩ U ′)

と定める．

正: K = {i1 < i2 < · · · < ir} ∈ Ir−1 に対して，i1 = 1 のときは，

gK = h0,U ′ − h̃0,U ′ = h1,U ′ − h̃1,U ′ ∈ F(W0 ∩ U ′) ∩F(W1 ∩ U ′) = F(U1 ∩ U ′)

と定める．また，i1 = 2 のときは gK = hK と定める．

● 初版 p161, 新装版 p.163. 補題 4.1.6の証明の 21 行目の後

次の可換図式を挿入して下さい．証明が読みやすくなると思います．

g ∈ Cr−1(U) Cr−1(W) 3 h
dr−1

U

y ydr−1
W

f ∈ Zr(U)
ϕr

−→ Br(W) 3 ϕr(f)

ϕr が単射であることの証明の図式

Cr−1(W) 3 hydr−1
W

f ∈ Zr(U)
ϕr

−→ Br(W) 3 g

ϕr が全射であることの証明の図式

● 初版 p161, 7行目. 新装版 p.163. 補題 4.1.6の証明の (I)の直前の 3～ 2 行目

誤: Cr(W) と f = (fI)I∈Ir
∈ Cr(U) をうまく構成して，g = dr−1(h) + ϕr(f) と

正: Cr−1(W) と f = (fI)I∈Ir ∈ Zr(U) をうまく構成して，g = dr−1
W (h) + ϕr(f) と

● 初版 p161, 新装版 p.163. 補題 4.1.6の証明の (II)の部分の 8 行目

誤: うまく選んで，gL = hL1 − hL0 と表せる．

正: うまく選んで，gL = hL0 − hL1 と表せる．

● 初版 p162, 新装版 p.164. 補題 4.1.6の証明の (IV)の部分の直前の行

誤: g = dr−1(h) + ϕr(f)

正: g = dr−1
W (h) + ϕr(f)

● 初版 p162, 新装版 p.164. 補題 4.1.6の証明の最後から 12～ 11行目.
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誤:

hMk
− hLk

= hNk+1−{1} − hLk+1−{0} = gNk+1

が成り立つ．また，g ∈ Zr(W) なので，
r+1∑

k=0

gNk
= 0 である．

正:

hLk
− hMk

= hNk+1−{0} − hNk+1−{1} = gNk+1

が成り立つ．また，g ∈ Zr(W) なので，
r+1∑

k=0

(−1)kgNk
= 0 である．

● 初版 p162, 新装版 p.164.補題 4.1.6の証明の最後から 8行目.

誤: =
r∑

k=1

(−1)kgNk+1

正: = −
r∑

k=1

(−1)kgNk+1

● 初版 p.163. 補題 4.1.9の証明の 5行目 (新装版では修正済み)

誤: ものが存在する．1 5 k < l 5 に対し，
正: ものが存在する．1 5 k < l 5 4 に対し，

● 初版 p.163. 新装版 p.165. 定理 4.1.11の 3行目

誤: Hr(U, F) ∼= Hr(U′, F)

正: Hr(U, F) ∼= Hr(W, F)

● 初版 p166, 新装版 p.168. 補題 4.1.15の証明のうち，(3)の証明の 5行目

誤: この y に対し ϕ2(x) = y を

正: この y に対し ϕ2(x) = g(y) を

● 初版 p166, 新装版 p.168. 補題 4.1.15の証明のうち，(3)の証明の 9～ 10 行目

誤: πL(x) = πL(x′ + f(x1)) = πL(x) + πL(f(x1)) = πL(x′)

正: πL(x) = πL(x′ + f(x1)) = πL(x′) + πL(f(x1)) = πL(x′)

● 初版 p168, 新装版 p.170. 注意 4.1.18

注意 4.1.18を次の命題 4.1.18aと差し替えて下さい．注意 4.1.18で証明抜きで説

明していた事項に証明を付けました．

[差し替え原稿]
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層の完全系列の定義は，通常 6.2.1項で述べるような形で与えるが，簡易層につい

ては，上の意味で完全系列であることと，6.2.1項の意味で完全系列であることは同

値になる．

命題 4.1.18a. X, Y , ϕ:L → M, ψ:M → N は上と同様とし，L と M は連接

OX -加群，N は連接 OY -加群であるとする．このとき，

0 −→ L
ϕ−→ M

ψ−→ N −→ 0 (1)

が完全系列であるための必要十分条件は，任意の点 P ∈ X に対し，

0 −→ LP
ϕP−→ MP

ψP−→ NP −→ 0 (2)

が完全系列になることである．ただし，P /∈ Y のときは NP = 0 とする．

証明. (1)が完全系列ならば (2)が完全系列であることはすぐにわかる．逆を証明

する．(2)は完全系列であるとする．

LP , Mp は有限生成 OX,P -加群，NP は有限生成 OY,P -加群なので，

LP =
l∑

i=1

OX,P · fi, MP =
m∑

i=1

OX,P · gi, NP =
n∑

i=1

OY,P · hi

と書ける．例えば，P の十分小さいアフィン開近傍 Ui ⊂ X をとると hi ∈ N(Ui ∩ Y )

となる．よって，P の十分小さいアフィン開近傍 U ⊂ X を選べば，任意の i に対

して fi ∈ L(U), gi ∈ M(U), hi ∈ N(U ∩ Y ) となる．すると，

L(U) =
l∑

i=1

OX(U) · fi, M(U) =
m∑

i=1

OX(U) · gi,

N(U ∩ Y ) =
n∑

i=1

OY (U ∩ Y ) · hi

となる．このとき，

0 −→ L(U)
ϕU−→ M(U)

ψU−→ N(U ∩ Y ) −→ 0

は完全系列になる．

● 初版 p168, 新装版 p.170. 定理 4.1.19の証明の 9行目

誤: Cr
A =

⊕

K⊂Ir

AK

正: Cr
A =

⊕

K∈Ir

AK
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● 初版 p168, 新装版 p.171. 定理 4.1.19の証明の 12 行目

誤: K ⊂ Ir

正: K ∈ Ir

● 初版 p.169. 定理 4.1.19の証明の Step1の 2行目 (新装版では修正済み)

誤: どちらも証明も同じだから，ψr+1
C ◦ dr

M = dr
N ◦ ψr

C のほうを証明する．

正: どちらも証明は同じだから，ψr+1
C ◦ dr

M = dr
N ◦ ψr

C のほうを証明する．

● 初版 p.170. 注意 4.1.20の (2)の直前の 2行 (新装版では修正済み)

誤: なお，アフィン開集合のかわりに解析的開集合を用いても，同様な議論が展開で

き，同様な定理が成立する．

正: なお，アフィン開集合のかわりに解析的開集合を用いても，同様な議論が展開で

き，一定条件下に同様な定理が成立する．

● 初版 p171, 新装版 p.173. 定理 4.1.21の証明の 1行目

誤: d = 1 に関する帰納法で

正: d に関する帰納法で

● 初版 p171, 新装版 p.173. 命題 4.2.1の証明

命題 4.2.1の証明を，次の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. R を V の座標環とする．V ⊂ CN , R = S/I (S = C[X1,. . ., XN ])と考え，

f は F ∈ S の I を法とする同値類とする．CN 内で F = 0で定まる代数的集合を S

とすれば，S の既約成分はすべて N − 1 次元である．命題 2.6.9より，V (f) = V ∩S

のすべての既約成分は n− 1 次元である．

● 初版 p172, 新装版 p.174. 定義 4.2.2の最後から 3～ 2 行目

誤: D =
r∑

i=1

aiWi に対し，

正: D =
r∑

i=1

aiWi (∀ai > 0)に対し，

● 初版 p173, 新装版 p.175. 定義 4.2.4の 3～ 5 行目

誤: f ∈ Ir かつ f /∈ Ir+1 を満たす非負整数 rが存在する (ただし，I0 = Rとする)．

このとき，ordW f = r と定義する．I = (g) と表せる場合には，ordW f = r とは，
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f が gr で割り切れ，gr+1 では割り切れないことを意味する．

正:
∞⋂

m=1

Im = 0 なので，f ∈ Im かつ f /∈ Im+1 を満たす非負整数 m が存在する

(ただし，I0 = R とする)．このとき，ordW f = m と定義する．I = (g) と表せる

場合には，ordW f = m とは，f が gm で割り切れ，gm+1 では割り切れないことを

意味する．

● 初版 p173, 新装版 p.175. 定理 4.2.5

アウスランダー・ブックスバウムの定理の証明も，書くことにしました．定理 4.2.5

の下の 2 行を削って，下記の証明と差し替えて下さい．

[差し替え (追加)原稿]

本書の範囲内でこの定理を証明するのは無理であるが，以下に，ホモロジー代数

学に詳しい人向けの証明を書いておく．以下の証明は飛ばして，先に読み進めてほ

しい．[松村]定理 20.3，[永田]定理 7.2.5にも別の証明がある．

証明. Rは正則局所環，mは R の極大イデアル，d = Krull dimR, x1,. . ., xd ∈ m

は正則パラメータ系とする．

Step 1. x1 は R の素元であることを証明する．

Rk = R/(x1, . . . , xk) とし Rk における m, xi の像を mk, xi,k とおく．mk は

xk+1,k,. . ., xn,k で生成される Rk の極大イデアルである．Rk が整域であることを k

についての降下帰納法で証明する．Rd は体なので整域である．

k < d として，Rk+1 は整域であると仮定する．y := xk+1,k ∈ Rk とおく．

Rk/yRk
∼= Rk+1 だから yRk は Rk の高さ 1 の素イデアルである．もし Rk が整

域でないとすると (0) 6= q $ yRk を満たす Rk の高さ 0 の素イデアル q が存在す

る．q の勝手な元 0 6= ay ∈ q (a ∈ Rk)をとる．y /∈ qだから a ∈ qである．よって，

q ⊂ yq である．これを Rk の yRk による局所化 R′k で考えれば，中山の補題より

qR′k = (0)が得られる．これは q = (0) を意味する．よって，Rk は整域である．

特に R1 は整域なので，x1R は素イデアルで，x1 は R の素元である．

Step 2. 任意の有限生成 R-加群 M は長さ d 以下の自由分解を持つことを示す．

{ei1 ∧ · · · ∧ eir

∣∣ 1 5 i1 < i2 < · · · < ir 5 d
}

を基底とする自由 R-加群を Kr とし，dr:Kr → Kr−1 を，

dr(ei1 ∧ · · · ∧ eir
) =

r∑

j=1

(−1)j−1xij
ei1 ∧ · · · ∧ eij−1 ∧ eij+1 ∧ · · · ∧ eir
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と定義する．ただし，K0 = R とする．(これを Koszul複体という.)

0 −→ Kd
dr−→ Kd−1

dr−1−→ · · · d1−→ K0 −→ R/m −→ 0

は R/m の長さ d の自由分解である．よって，i > d のとき TorR
i (M , R/m) = 0 と

なる．これは，M が長さ d 以下の自由分解を持つことを意味する．(例えば，[安藤]

定理 7.5.16(2)参照.)

さて，d に関する帰納法で Rが UFD であることを証明する．d = 1 のときは R

の素イデアル (0) と m = (x1)が単項イデアルなので R は PID(単項イデアル整域)

であり (命題 4.4.18 参照)，R は UFDである．d = 2 とし d− 1 まで定理は正しい

と仮定する．

Step 3. S := R[1/x1]が UFDであることを証明する．

mS = S で S は局所環とは限らないことに注意しよう．pは S の勝手な高さ 1の

素イデアルとする．各 pが単項イデアルであれば，S は UFDである．p∩Rは高さ

1の R の素イデアルである．Step 2の結果から p ∩R は長さ d 以下の R-自由加群

Li による射影分解 (自由分解)

0 → Ld → Ld−1 → · · · → L0 → p ∩R → 0

を持つ．Fi := Li ⊗R S とおけば，p の S-加群としての自由分解

0
fd+1−→ Fd

fd−→ Fd−1
fd−1−→ · · · f1−→ F0

f0−→ p → 0 (1)

が得られる．n を S の任意の極大イデアルとし，q := n ∩ R とおく．q は R の素

イデアルである．S/n 6= R/mに注意しよう．x1 /∈ q なので q $ m である．よって，

Krull dimSn = Krull dimRq < d となる．Sn は正則局所環であるから，帰納法の

仮定から Sn は UFDである．もし p ⊂ n ならば pSn は Sn の高さ 1の素イデアル

だから単項である．また p 6⊂ n ならば，pSn = Sn である．いずれの場合も pSn は

ランク 1の Sn-自由加群である．[安藤] 定理 3.2.9より p はランク 1の局所自由 S-

加群であり，[安藤] 定理 3.2.11より p = Im f0 は射影的 S-加群である．完全系列

0 −→ Im fi+1 −→ Fi −→ Im fi −→ 0を考えると，Im fi が射影的ならばこれは split

するので，iに関する帰納法で，Ker fi = Im fi+1 は射影的で，Fi
∼= Im fi+1 ⊕ Im fi

であることがわかる．これより，Gi :=
⊕

k=0

Fi+2k とおくとき，iに関する降下帰納法

で Im di⊕Gi+1
∼= Gi であることが証明できる．特に，p⊕G1

∼= G0 である．ここで，

G0, G1 はランクが有限な S-自由加群である．r = rankG1 とおけば，S-加群として

S ∼=
r+1∧

G0 =
r+1∧

(p⊕G1) ∼= p⊗S

r∧
G1

∼= p⊗S S ∼= p



78

となるので，pはランク 1の自由 S-加群である．すなわち，pは S の単項イデアル

である．

Step 4. R は UFDであることを証明する．

0 でも可逆元でもない a ∈ R をとる．S = R[1/x1] ⊃ R は UFDなので，S に

おいて a = ua1 · · · am と一意的に素元分解できる．ここで，u は S の単元であり，

u = vxl
1 (l ∈ Zで v は R の単元)と書ける．また，ai = bi/xki

1 (bi ∈ Rで bi は素元

x1 の倍数でない) と書ける．aiR[1/x1] は S の素イデアルなので，biR = aiS ∩ R

は R の素イデアルである．よって，bi は R の素元である．k = k1 + · · ·+ km とお

くと R において
{

a = vxm−k
1 b1 · · · bm (m = k のとき)

axk−m
1 = vb1 · · · bm (m < k のとき)

が成り立つ．x1, b1,. . .,bm が R の相異なる (同伴でない) 素元だから，素元分解の

一意性から下の場合は起こらず，上の形に a は素元分解できる．よって R は UFD

である．

● 初版 p173, 新装版 p.175. 系 4.2.6の証明

系 4.2.6の証明の最初の 4 行を以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

P ∈ W を W の非特異点とし，R = OU,P とする．R における W の定義イデア

ルを I ⊂ R とする．命題 2.1.36, 系 2.2.22より ht I = 1である．R は UFDだから

I は単項イデアルで，I = (p) と書ける．I は素イデアルだから，p は素元であり，

既約である．R̃ = OU (U) における W の定義イデアルを Ĩ とするとき，I = ĨR,

Ĩ = I ∩ R̃ なので，f ∈ R̃ に対し，f ∈ Im であることと f ∈ Ĩm であることは同値

である．

● 初版 p174, 新装版 p.176. 定理 4.2.8の 3行目とその証明の 4～ 5行目

R(U), R(W ) を書かれているところを，すべて OX(U), OX(W ) にして下さい．

全部で 4ケ所あります．

● 初版 p174, 新装版 p.177. 定理 4.2.8の証明の最後から 2行目

誤: ai = ai,k とおく．すると，

正: ak = ai,k とおく．D =
r∑

k=1

akWk とすると，

● 初版 p175, 新装版 p.177.
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定理 4.2.8と定義 4.2.9の間に次の命題を追加して下さい．

[追加原稿]

命題 4.2.8b. X は n 次元非特異代数多様体，P ∈ X とする．すると，以下が成

り立つ．

(1) n− 1 次元閉部分多様体 Y ⊂ X に対し，あるアフィン開集合 P ∈ U ⊂ X と

f ∈ OX(U) で，Y ∩ U = div(f)|U を満たすものが存在する．
(2) D が X 上の因子のとき，あるアフィン開集合 P ∈ U ⊂ X と f ∈ Rat(X)

で，D|U = div(f)|U を満たすものが存在する．

証明. (1) OX,P は UFDなので，OX,P における Y の定義イデアルは単項イデ

アルで (f) (f ∈ OX,P ) という形である．f が正則になるようなアフィン開集合

P ∈ U ⊂ X をとれば，Y ∩ U = div(f)|U である．
(2)は (1)よりすぐわかる．

● 初版 p175, 新装版 p.177.

命題 4.2.11の逆の証明の部分を，以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

[差し替え原稿]

逆に，OX(D1) ∼= OX(D2) と仮定する．命題 4.2.8bより，任意の点 P ∈ X に対

し，P のアフィン開近傍 U を十分小さく選べば，ある fU , gU ∈ Rat(X) が存在

して，D1 = div(fU ), D2 = div(gU ) と書ける．ϕU : OX |U −→ (
OX(D1 − D2)|U

を fU/gU 倍写像とする．X をこのようなアフィン開集合 Ui 達で覆うと，Ui ∩ Uj

上では ϕUi
|Ui∩Uj

= ϕUj
|Ui∩Uj

が成り立つから，{ϕUi
} から準同型写像 ϕ:OX

∼=−→
OX(D1 − D2)|U が誘導され，各 ϕUi

が同型写像だから，ϕ も同型写像になる．

1 ∈ H0(X, OX) の像を h = ϕ(1) ∈ Rat(X) とおけば，D1 −D2 = div(h) なので，

D1 = div(h) + D2 となる．

逆に，OX(D1) ∼= OX(D2) と仮定する．

● 初版 p175, 新装版 p.178.

命題 4.2.11の直後に，次の命題を追加してください．

[追加原稿]

命題 4.2.11b. H は Pn の超平面とする．

(1) S が Pn の d 次超曲面ならば，S ∼ dH である．

(2) D が Pn の因子ならば，ある m ∈ Zが存在して，D ∼ mH と書ける．
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証明. (1) Pn の座標環 S = C[X0,. . ., Xn]における H, S の定義方程式を F , Gと

する．F は 1 次斉次式，Gは d 次斉次式である．f = G/F d とおくと，f ∈ Rat(Pn)

で，D = dH + div(f) である．

(2)は (1)よりすぐわかる．

● 初版 p177, 新装版 p.179. 定理 4.2.14の証明の最後から 6～ 5行目

もとのままで問題ありませんが，美的感覚の問題として．

旧: (h−1
ij gij)i<j ∈ B1(X, O×

X) だから，ある，(fi)i∈I ∈ C0(C, O×
X) が存在して，

gij = hij · (fi/fj) と書ける．

新: (g−1
ij hij)i<j ∈ B1(X, O×

X) だから，ある，(fi)i∈I ∈ C0(C, O×
X) が存在して，

hij = gij · (fj/fi) と書ける．

● 初版 p178, 新装版 p.180. 定義 4.2.16の最後から 5行目

誤: (movable pard)という．

正: (movable part)という．

● 初版 p178, 新装版 p.180. 命題 4.2.17(2)の主張の 3行目

誤: g = f/h ∈ Rat(X)

正: g = fh ∈ Rat(X)

● 初版 p178～ 179, 新装版 p.180～ 181. 命題 4.2.17の直後の説明

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

なお，[Ha] 第 II 章・補題 7.8の記述は，上の命題と異なって見えるが，これは，

本書の OX(D) と [Ha]の L の定義において，基底の取り方が，上の記号で h 倍だ

けずれているからである．

● 初版 p179, 新装版 p.181. 命題 4.2.18の直後

命題 4.2.18の直後に次の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

命題 4.2.18b. Dが X 上の因子で, LX(D) 6= 0かつ LX(−D) 6= 0ならば D ∼ 0

である．

証明. LX(D) 6= 0, LX(−D) 6= 0 より D1 ∈ |D|, D2 ∈ | − D| が存在する．
D1 + D2 = 0 で D1 + D2 ∼ D + (−D) = 0 なので，D1 = D2 = 0 である．
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命題 4.2.18c. Dが X 上の因子で, D 6∼ 0，かつ，ある m ∈ Nに対して mD ∼ 0

ならば LX(D) = 0 である．このような因子 D はトーションであるという．

証明. もし，LX(D) 6= 0 ならば D′ ∈ |D|が存在する．mD′ ∈ |mD| で mD ∼ 0

だから mD′ = 0である．すると，D′ = 0となり，D ∼ D′ = 0となり矛盾する．

例 4.2.18d. λ 6= 0, 1 とし，楕円曲線

X =
{
(X0 : X1 : X2) ∈ P2

∣∣ X2
2X0 = X1(X1 −X0)(X1 − λX0)

}

を考える．P = (1 : 0 : 0), Q = (0 : 0 : 1) ∈ X, f = X1/X0 ∈ Rat(X) とおくと，

div(f) = 2P − 2Qである．他方，系 3.5.9より P 6∼ Qである．そこで，D = P −Q

とおけば，D 6∼ 0, 2D ∼ 0 で，D はトーション因子である．

第 6.8.2項, 第 6.8.3項で説明するが，一般に X が楕円曲線のとき次のことが成り

立つ．X ∼= C/L として加群の構造を考え，P0 ∈ X を加群の単位元を与える点とす

る．P ∈ X に対して P − P0 ∈ Pic(X) を対応させる写像 ϕ:C/L −→ Pic(X) は加

群としての単射準同型写像になる．よって，加群の元として mP = 0であることと，

m(P − P0) ∼ 0 であることは同値である．

● 初版 p180, 新装版 p.182. 命題 4.2.22の証明の最後から 3行目

誤: 同様に，ψ−1: Rat(Y ) → Rat(X) から，

正: 同様に，ψ−1: Rat(X) → Rat(Y ) から，

● 初版 p180. 新装版 p.182, 命題 4.2.22の証明の最後から 2行目

誤: ϕ(ψ(P )) = P が成り立つ．

正: ϕ(φ(P )) = P が成り立つ．

● 初版 p181. 新装版 p.183, 14行目～下から 3行目

定義 4.2.23の 14 行目以降を，以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

M が D の可動部分のとき，LX(M) = LX(D) より，ΦM = ΦD である．した

がって，ΦD の定義域は X − Bs0 |D| まで拡張できる．ΦD(X − Bs0 |D|) の PN−1

における閉包 (ザリスキー位相でも解析的位相でもよい)を ΦD(X) と書く．なお，

ΦD の終域 PN−1 を P(LX(D)∨) などとも書く．

g1,. . ., gN が LX(D) の別の基底のとき，f1,. . ., fN から g1,. . ., gN への基底変換

を表す N 次正方行列を Aとすると，Aは PN−1 の射影変換 ΨA:PN−1 → PN−1 を

定める．また，Φ′(P ) = (g1(P ) : g2(P ) : · · · : gN (P )) ∈ PN−1 で定まる有理写像を
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Φ′:X · · · → PN−1 とする．このとき，Φ′ = ΨA ◦ΦD が成り立つ．したがって，ΦD

は PN−1 の射影変換を除いて一意的に定まる．

Pn 内で XN = 0 で定まる超平面を HN とするとき，M = Φ∗DHN であることを

示す．

任意の点 P ∈ SuppM − Bs |M | をとる．ある D′ = M + div(f) ∈ |M | をとれば
P /∈ SuppD′ となる．十分小さい P のアフィン開近傍 W ⊂ X をとれば，D′|W = 0

とできるので，M |W = div(1/f)|W である．ある a1,. . ., aN ∈ C により，f =

a1f1+· · ·+aNfN ∈ LX(M)と書ける．PN−1内で，a1X1+· · ·+aNXN = 0で定まる超

平面を H とし，U = PN−1−H とおく．G = XN/(a1X1+· · ·+aNXN ) ∈ Rat(PN−1)

とすると，Gは U 上の正則関数で，HN∩U は U 上で G = 0で定まる．fN = 1であっ

たので，Φ∗DG = 1/f である．このことは，Φ∗DHN ∩U = div(1/f)|U = M |U を意味す
る．よって，Bs |M |の外では Φ∗DHN = M である．dimBs |M | 5 dim(SuppM)− 1

であるので，閉包をとることにより，Φ∗DHN = M と考えてよい．

次に，任意の D′ ∈ |M | と PN−1 の超平面 H が 1 対 1に対応して，D′ = Φ∗DH

と書けることを示す．ある f ∈ LX(M) により，D′ = M + div(f) と書ける．f =

a1f1+· · ·+aNfN と書けるので，上のように，H と Gを選べば，H = HN +div(1/G)

である．よって，D′ = M +div(f) = Φ∗DHN +div(Φ∗D(1/G)) = Φ∗DH である．Φ∗DH

を ΦD による H の引き戻し (pull back)という．以上をまとめて，以下の命題が得

られる．

命題 4.2.23b. X は非特異射影多様体，D は X 上の因子で l = dimCH0(X,

OX(D)) = 2 を満たすものとする．また，M = D − F を D の可動部分，U =

X −Bs0 |D| = X −Bs |M | とする．このとき，有理写像 ΦD:X · · · → Pl−1 は U 上

で正則で，任意の D′ ∈ |M | は Pl−1 のある超平面 H により D′ = Φ∗DH と書ける．

逆に，Pl−1 の任意の超平面 H に対して Φ∗DH ∈ |M | である．

命題 4.2.23c. X は非特異射影多様体，D は X 上の因子で l = dimCH0(X,

OX(D)) = 2 を満たすものとする．このとき，Pl−1 = P(L(D)∨) の超平面 H で，

ΦD(X) ⊂ H を満たすものは存在しない．

証明は，命題 3.5.14の証明とまったく同じである．

● 初版 p182, 新装版 p.184. 命題 4.2.24の 3 行目

誤: さらに，Bs |D1| = φ ならば，

正: さらに，Bs |D1| = φ かつ Bs |D2| = φ ならば，
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● 初版 p182, 新装版 p.184. 命題 4.2.24の証明の最後から 2行目

誤: ψ:Y → Z は支配的有理写像である．

正: ψ:X2 · · · → X1 は支配的有理写像である．

● 初版 p182, 新装版 p.184. 補題 4.2.27の 2 行目

誤: D 上の因子とすると，

正: X 上の因子とすると，

● 初版 p.183. 下から 9行目 (新装版では修正済み)

誤: の同型写像 Φ|m1A|:X → Pn によって，

正: の同型写像 Φ|A|:X → Pn によって，

● 初版 p183～ 184, 新装版 p.186. 定理 4.2.28の証明

定理 4.2.28の証明の最後の 2つの段落 (Pn における E の定義イデアルを · · · 以
降の部分)を，以下の原稿と差し替えて下さい．証明を変更しました．

[差し替え原稿]

命題 4.2.8bより，X のあるアフィン開集合 U 3 P と，ある f ∈ OX(U) を選

べば，E ∩ U = div(f) と書ける．ある F ∈ Rat(Pn) により，f = F |U と書け
る．div(F ) = D+ −D− (D+ = 0, D− = 0, D+|U = E ∩ U)と表すことができる．

P /∈ Bs |D+−E|である．ある m′ ∈ Nにより D− ∼ m′H となる．P /∈ Bs |m′A−E|
なので，m = m′ ならば P /∈ Bs |m′A − E| ∪ Bs |(m −m′)A| ⊃ Bs |mA − E| であ
る．

● 初版 p184, 新装版 p.186. 第 4.2.6節本文 (見出しの次の行から)3行目

誤: F = 0 で定まる Pn のアフィン開集合を D+(F ) とすると，

正: F 6= 0 で定まる Pn のアフィン開集合を D+(F ) とすると，

● 初版 p186, 新装版 p.188. 定理 4.2.32の証明の最後から 3行目

誤: Xe
n · gI ∈ (SI)m+e となる．つまり，

正: Xe
n · gI ∈ Sm+e ⊂ C[X0, . . . , Xn] となる．よって，

● 初版 p187, 新装版 p.189. 定義 4.2.33～系 5.2.35

定義 4.2.33～系 5.2.35を以下の原稿と差し替えて下さい．イデアル層だけでなく，

一般の連接層を扱うことにしました，

[差し替え原稿]
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補題 4.2.32b. 整数 m に対して以下が成り立つ．

(1) dimCH0(Pn, OPn(m)) =

{ (m + n)!
m! n!

(m = 0 のとき)

0 (m < 0 のとき)
(2) dimCHn(Pn, OPn(m)) ∼= dimCH0(Pn, OPn(−n−m− 1))

証明. (1) dimCH0(Pn, OPn(m))は，X0, X1,. . ., Xn に関する m 次単項式の個

数に等しい．あとは，簡単な組合せの計算で結論を得る．

(2) Hi
n(m) = Hi(Pn, OPn(m)) とおく．Pn−1 を Pn の超平面と考えて得られる

完全系列 0 → OPn(m− 1) → OPn(m) → OPn−1(m) → 0 から，完全系列

0 → Hn−1
n−1 (m) → Hn

n (m− 1) → Hn
n (m) → 0 (∗)

が得られる．ここで，Hn−1
n (m) = 0, Hn

n−1(m) = 0 を用いた．

dimCHn
n (m) = dimCH0

n(−n−m− 1) を n に関する帰納法で証明する．

n = 1 のときは，定理 3.4.5で証明されている．

n = 2とする．帰納法の仮定から，m = −n + 1のとき Hn−1
n−1 (m) = 0なので，(∗)

より Hn
n (m− 1) ∼= Hn

n (m) ∼= Hn
n (m + 1) ∼= · · ·となる．すると，定理 4.2.32の証明

と同様に，Hn
n (m− 1) = 0が得られる．

次に，m = −1の場合に，mに関する帰納法で，dimCHn
n (−n−m−1) = dimCH0

n(m)

を証明する．m = −1 の場合は両辺ともに 0である．m = 0とする．m, nに関する

帰納法の仮定から，

dimCHn
n (−n−m) = dimCH0

n(m− 1) =
(m + n− 1)!
(m− 1)! n!

dimCHn−1
n−1 (−n−m) = dimCH0

n−1(m) =
(m + n− 1)!
m! (n− 1)!

である，よって，(∗)より，

dimCHn
n (−n−m− 1) =

(m + n− 1)!
(m− 1)! n!

+
(m + n− 1)!
m! (n− 1)!

=
(m + n)!

m! n!

が得られる．

定義 4.2.32c. X は代数多様体，F1,. . ., Fr は OX -加群の簡易層とする．X の

各ザリスキー開集合に対し

G(U) = F1(U)⊕F2(U)⊕ · · · ⊕Fr(U)

と定めることによって OX -加群の簡易層 Gが定まる．この G を F1 ⊕ · · · ⊕ Fr と

か
r⊕

i=1

Fi と書き，F1,. . ., Fr の直和という．また，F⊕ · · · ⊕F︸ ︷︷ ︸
r 個

を F⊕r とも書く．
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命題 4.2.32d. X は代数多様体，F1,. . ., Fr は OX -加群の簡易層とする．この

とき，以下が成り立つ．

Hi
(
X, F1 ⊕ · · · ⊕Fr

) ∼= Hi(X, F1)⊕ · · · ⊕Hi(X, Fr)

証明. チェック・コホモロジーの定義からすぐわかる．

定義 4.2.33a. X ⊂ Pn は射影多様体，R =
∞⊕

d=0

Rd は X の座標環，F は準連接

OX -加群の簡易層, m ∈ Z とする．ただし，R の次数は Pn の座標環から自然に定

める．

ある d ∈ N とある f ∈ Rd により U = D+(f) と書けるようなアフィン開集合

U ⊂ X に対し，

G(U) = (R[1/f ])m ·F(U)

とおく．D+(f) という形の X のアフィン開集合全体の集合は X の開集合系の基底

であるから，これによって OX -加群の簡易層 Gが定まる．この G を F(m) と書く．

もし，Fが連接層ならば F(m) も連接層である．

補題 4.2.33b. X は射影多様体で，Fは準連接 OX -加群，R =
∞⊕

d=0

Rd は X の座

標環，U = D+(g) ⊂ X (g ∈ Sd)はアフィン開集合とする．このとき，v ∈ F(U)に対

して，ある m0 ∈ Nが存在して，任意の整数 m = m0 に対して gmv ∈ (
F(md)

)
(X)

となる．

証明. X − U ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Ur (Ui = D+(hi))とアフィン開集合で覆う．hi ∈ Rdi

とするとき，Wi = U ∩ Ui は Ui 内では Wi = DUi
(gdi/hd

i ) と書ける，準連接の

定義から，十分大きい ki ∈ N に対して，(gdi/hd
i )

kiv ∈ F(Ui) となる．よって，

gkidiv ∈ (
F(kidid))(U ∪ Ui) である．m = max{k1d1,. . ., krdr} とすれば，

gmv ∈ (
F(md)

)
(U ∪ U1 ∪ · · · ∪ Ur) =

(
F(md)

)
(X)

となる．

定理 4.2.33c. 上の定義 4.2.32bの記号を使う．F は準連接 OX -加群とする．

Mm =
(
F(m)

)
(X) を m 次部分として R-次数付き加群 M を

M =
∞⊕

m=−∞

(
F(m)

)
(X)
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と定める．このとき，X のアフィン開集合 U = D+(f)) に対し，

F(U) =
(
R[1/f ] ·M)

0

が成り立つ．このとき F を M̃ とか M∼ などと書き，次数付き加群 M から定まる

準連接層という．

証明. v ∈ F(U) (U = D+(f))をとる．前補題より，m À 0 に対して fmv ∈(
F(md)

)
(X) = Mmd となる．よって，v ∈ (

R[1/f ] ·M)
0
である．

逆に，勝手な元 v ∈ (
R[1/f ] ·M)

0
は，v = w/fm (∃m ∈ N, ∃w ∈ Mmd)と書け

る．ここで，

w ∈ Mmd =
(
F(md)

)
(X) = Rmd ·F(X)

である．よって，v = w/fm ∈ F(U) である．

補題 4.2.33d. Y ⊂ Pn は閉部分多様体，Fは連接 OY -加群の簡易層とする．す

ると，ある r ∈ N とある整数 d1,. . ., dr，および，ある連接 OPn-加群の簡易層 K

と，完全系列

0 −→ K −→
r⊕

i=1

OPn(di) −→ F −→ 0

が存在する．

証明. S = C[X0,. . ., Xn]を Pnの座標環，Sdを S の d次部分，Mm =
(
F(m)

)
(Y ),

M =
∞⊕

m=−∞
Mm とする．Ui = D+(Xi) ⊂ Pn を Xi 6= 0 で定まるアフィン開集合

とする．F(Ui ∩ Y ) は有限生成 OX(Ui ∩ Y )-加群なので，その生成系を Bi とし，

B0 ∪ · · · ∪Bn = {v1,. . ., vr} とする．各 vi に対して，適当な 0 5 j 5 n と十分大き

い mi ∈ N を選べば Xmi
j vi ∈ Mmi

となるが，0 5 j 5 n を動かしてこの条件を満

たす最小の mi を選び，固定する．wi = Xmi
j vi ∈ Mmi

である．このとき，w1,. . .,

wr は R-次数付き加群 M の生成系になる．Xmi
j ∈ Smi

⊂ S に対して wi ∈ Mmi
を

対応させる写像から，簡易層の準同型写像 ϕi:OPn(−mi) −→ Fが定まる．ϕi 達か

ら，ϕ:
r⊕

i=1

OPn(−mi) −→ F −→ 0 が定まる．K = Ker ϕ とおけば，求める完全系

列が得られる．

定理 4.2.34a. (セールの定理) X は射影代数多様体，F は連接 OX -加群の簡易

層とする．すると，ある整数 m0 が存在し，m = m0 を満たす任意の整数 m と，任
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意の自然数 r = 1 に対し，

Hr(X, F(m)) = 0

となる．

証明. n ∈ N を固定する．以下の命題 (Pk)を k に関する降下帰納法で証明する．

(Pk) 「Pn の任意の閉部分多様体 X と連接 OX -加群の簡易層 F に対し，あ

る整数 m0 が存在し，m = m0 を満たす任意の整数 m に対して Hk(X,

F(m)) = 0.」

系 4.1.22より，k > dimX ならば Hk(X, F(m)) = 0である．いま，命題 (Pk+1)

を仮定して (Pk)を示す．補題 4.2.33dより，完全系列

0 −→ K −→
r⊕

i=1

OPn(di) −→ F −→ 0

が存在する．L =
r⊕

i=1

OPn(di)とおく．定理 4.2.32, 補題 4.2.32bより，m À 0, j = 1

のとき，Hj(Pn, L(m)) = 0である．完全系列 0 → K → L → F → 0から，完全系

列 0 → K(m) → L(m) → F(m) → 0 が導かれることに注意する．これから得られ

るホモロジー完全系列を考えると，m À 0 のとき，

Hk(X, F(m)) ∼= Hk+1(Pn, K(m))

となることがわかる．帰納法の仮定 (Pk+1)より，m À 0のとき Hk+1(Pn, K(m)) = 0

である．よって，(Pk)が得られる．

定理 4.2.35a. (セール) X は射影代数多様体，F は連接 OX -加群とする．する

と，ある整数 m, r ∈ N とある f1,. . ., fr ∈ H0(X, F) と全射

ϕ:O⊕r
X =

r⊕

i=1

OX · fi −→ F(m)

が存在する．ここで，ϕは fj ∈ OX(X) · fj ⊂
(

r⊕

i=1

OX · fi

)
(X)に対し，ϕ(fj) =

fj ∈ (F(m))(X) を対応させる写像である．このとき，F(m) は大域切断 f1,. . ., fr

で生成されるという．

証明.∗ 点 P ∈ X をとり，mP を OX における P の定義イデアル (これは連

接 OX -加群)とする．定理 4.2.34aより，ある m0(P ) ∈ N が存在し，m = m0(P )

に対して H1(X, mP ⊗OX
F(m)) = 0 となる．すると，H0(X, F(m)) −→ H0(P ,

F(m)|P ) は全射である．F(m)|P は C 上の有限次元ベクトル空間 H0(P , F(m)|P )
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と同一視することができる．よって，ある Fm = {f1,. . ., fr} ⊂ H0(X, F(m))によ

り，F(m)|P =
r∑

i=1

C · fi|P と書ける．

(F(m))P = mP (F(m))P +
r∑

i=1

OX,P · fi

であるから，中山の補題により，(F(m))P =
r∑

i=1

OX,P · fi となる．P の十分小さい

開近傍 Um をとれば，(F(m))|Um =
r∑

i=1

OX |Um · fi となる．これを，F(m) は Um

上で大域切断 Fm で生成されるということにする．

今の議論を F = OX として行った場合の m0(P ) の値を m1 とする．P のある開

近傍 U0 をとれば，OX(m1) は U0 上大域切断 ∃g1,. . ., gl ∈ OX(X) で生成される．

また，任意の k ∈ N に対し，OX(km1) は U0 上大域切断 (g1,. . ., gl の k 次単項式

たち)で生成される．

m = m0 ならば，m = m0 + km1 + r (0 5 r < m1)と表せる．そこで，UP =

U0 ∩ Um0 ∩ Um0+1 ∩ Um0+2 ∩ · · · ∩ Um0+m1−1 とおく．Fm0+r の元と g1,. . ., gl の k

次単項式の積全体の集合を Gm
P とすれば，F(m) は UP 上で大域切断 (Gm

P の元た

ち)で生成される．

X は，有限個の点 P1,. . ., Ps ∈ X を選んで，X = UP1 ∪ · · · ∪ UPs と覆うことが

できる．m0(P1),. . ., m0(Ps) の最大値を n0 とする．m = n0 に対して，F(m)は X

上大域切断 Gm
P1
∪ · · · ∪Gm

Ps
で生成される．

● 初版 p188, 新装版 p.190. 定理 4.2.37の証明の 3～ 9行目

定理 4.2.37の証明が読みにくいようなので，上記の部分を少し詳しく書き直します．

[差し替え原稿]

x ∈ S をとる．x を通る超平面 H に対し，x が S ∩H の特異点になるとき，H

を x にとって悪い超平面と呼ぶことにし，x にとって悪い超平面全体の集合を Bx

とする．もし，H ∈ Bx ならば，C = S ∩ H は特異点 x を持つ．x における S,

C の接空間を TS,x, TC,x とする．dimC TS,x = 2, TC,x ⊂ TS,x である．C は H 上

の曲線だから，TC,x ⊂ H である．x は C の特異点だから dimTC,x > 1 なので，

TS,x = TC,x ⊂ H となる．同一直線上にない TS,x 上の 3 点 P1, P2, P3 をとり，固

定する．H の定義方程式の係数を考えることにより，H ∈ (Pn)∨ (双対空間)と考え
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る．上の議論から，

Bx ⊂
{
H ∈ (Pn)∨

∣∣ P1, P2, P3 ∈ H
}

である．よって，dimBx 5 n− 3 である．これより

● 初版 p189, 新装版 p.191. 系 4.2.40の証明の 1行目

旧: 証明. 因子として非常にアンプルな

新: 証明. 定理 4.2.28より，因子として非常にアンプルな

● 初版 p189, 新装版 p.191. 定義 4.2.41の 3 行目

定義 4.2.41の 3行目の最初を，以下のように書き直して下さい．

誤: X のアフィン開被覆 {Ui} をとる．
正: 命題 4.2.8bより, X のあるアフィン開被覆 {Ui} をとると，

● 初版 p190, 新装版 p.192. 定義 4.2.41の最後から 7～ 8行目

誤: ここで，H0(Y , OY (D|Y )) を単に H0(Y , OY (D)) とも書く．

正: ここで，OY (D|Y ) を単に OY (D) とも書く．

● 初版 p190, 新装版 p.192. 定理 4.2.42

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定理 4.2.42a. (1) X, Y は非特異射影多様体とする．ϕ:Y → X は正則写像，

D は X 上の因子とする．さらに，自然な写像

ϕ∗:H0(X, OX(D)) −→ H0(Y, OY (ϕ∗D))

は全射で，dimCH0(Y , OY (ϕ∗D)) = 1 であると仮定する．このとき，

Φ|ϕ∗D|(Y ) ∼= Φ|D|
(
ϕ(Y )

)

が成り立つ．特に，ΦD が正則写像で dimCH0(Y , OY (ϕ∗D)) = 1ならば，ΦD(ϕ(Y ))

は 1点である．

(2) X は非特異射影多様体で，P ∈ X とする．さらに，1次元以上の非特異閉部

分多様体 P ∈ Y ⊂ X が存在し，自然な写像

H0(X, OX(D)) −→ H0(Y, OY (D))

は全射であって，H0(Y , OY (D)) 6= 0 かつ Bs
∣∣D|Y

∣∣ = φ であると仮定する．する

と，P /∈ Bs |D| である．
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(3) X は非特異射影多様体で，C ⊂ X は射影曲線，P ∈ C とする．π:C ′ → C

を C の正規化とする．自然な写像

H0(X, OX(D)) −→ H0(C, OC(D))

は全射であって，H0(C, OC(D)) 6= 0 かつ Bs |π∗D| = φ であると仮定する．する

と，P /∈ Bs |D| である．

証明. (1) Φ|ϕ∗D| は H0(Y , OY (ϕ∗D)) の基底 g1,. . ., gm により，Φ|ϕ∗D|(P )

= (g1(P ) : · · · : gm(P )) と定義される．H0(X, OX(D)) の基底 f1,. . ., fn を，

1 5 i 5 mに対し ϕ∗(fi) = gi，かつ m < i 5 nに対し fi ∈ Kerϕ∗ となるように選

んでおけば，Q = ϕ(P ) に対し，

ΦD(ϕ(P )) = (f1(Q) : · · · : fn(Q))

= (g1(P ) : · · · : gm(P ) : 0 : · · · : 0)

であるから，Φ|ϕ∗D| = ΦD ◦ ϕ とみなすことができる．

(2) D = A1 − A2 (A1, A2 は超曲面)で Y 6⊂ A1, Y 6⊂ A2 と表しておく．

P ∈ Bs |D|とし，P のある座標開近傍 U において，D|U = div(h) (h ∈ Rat(X))で

あるとする．hの極に Y は含まれないので，h̃ = ϕ∗h = h◦ϕ ∈ Rat(Y )が定義できる．

W = ϕ−1(U)とすると，(ϕ∗D)|W = div(h̃)である．ϕ(Q) = P を満たす任意の点 P

をとる．Bs |ϕ∗D| = φだから，命題 4.2.17(2)より，ある f̃ ∈ H0(Y , OY (D))が存在

して g̃ = f̃ h̃とおくとき g̃(Q) 6= 0となる．仮定から，ϕ∗(f) = f̃ を満たす f ∈ H0(X,

OX(D)) が存在する．g = fh とおくとき，g̃(P ) = (ϕ∗g)(ϕ(P )) = g(Q) 6= 0 であ

る．よって，命題 4.2.17(2)より，P /∈ Bs |D| である．

(3)の証明は (2)と同様である．

● 初版 p191. 新装版 p.193. 定理 4.2.43.

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定理 4.2.43a. X は射影代数多様体，F は連接な OX -加群の簡易層とする．す

ると，Hr(X, F) は有限次元 C-ベクトル空間である．

証明. n ∈ N を固定する．r に関する降下帰納法で証明する．系 4.1.22 より，

r > dimX ならば Hr(X, F) = 0 である．

いま，任意の射影代数多様体 Y と任意の連接な OY -加群の簡易層 G に対し，
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dimCHr+1(Y , G) < +∞ であると仮定する．補題 4.2.33dより，完全系列

0 −→ K −→
r⊕

i=1

OPn(di) −→ F −→ 0

が存在する．L =
r⊕

i=1

OPn(di)とおく．定理 4.2.32, 補題 4.2.32bより，dimCHr(Pn,

L) < +∞ である．コホモロジー完全系列
· · · → Hr(Pn, L) −→ Hr(X, F) −→ Hr+1(Pn, K) → ·

において，帰納法の仮定から dimCHr+1(Pn, K) < +∞ であるので，dimCHr(X,

F) < +∞ である．

● 初版 p192, 新装版 p.194. (4.4)式

誤: dyi =
n∑

j=1

dyi

dxj
dxj

正: dyi =
n∑

j=1

∂yi

∂xj
dxj

● 初版 p193～ 194, 新装版 p.195～ 196.
∂(yk, yl)
∂(xi xj)

と
∂(y1, y2)
∂(x1 x2)

を
∂(yk, yl)
∂(xi, xj)

と
∂(y1, y2)
∂(x1, x2)

に訂正してください．全部で 6

ケ所あります．

● 初版 p193, 新装版 p.195.

(4.5)式

dy1 ∧ dy2 =
∂(y1, y2)
∂(x1, x2)

dx1 ∧ dx2 (4.5)

についている式番号 (4.5)をこの場所から削除して，それより 10 行上にある式に，
(

n∑

i=1

fidxi

)
∧




n∑

j=1

gjdxj


 =

n∑

i=1

n∑

j=1

figjdxi ∧ dxj

=
∑

15i<j5n

(figj − fjgi)dxi ∧ dxj (4.5)

のように付け直して下さい．

● 初版 p194, 新装版 p.197. 定理 4.3.2の 2行目の式の右辺

誤: dxii ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxir
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正: dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxir

● 初版 p196, 新装版 p.199. 第 4.3.3項の 1行目 (標準因子の説明の最初の行)

誤: 0 6= ω ∈ Ωr
Rat(X) とする．

正: 0 6= ω ∈ Ωn
Rat(X) とする．

● 初版 p197, 新装版 p.199. 定理 4.3.7の直前

定義 4.3.6と定理 4.3.7の間に，以下の定理を追加して下さい．

[追加原稿]

定理 4.3.6b. X は n 次元非特異代数曲線，KX は X の標準因子, D は X 上の

因子とする．このとき，次が成り立つ．

Ωn
X(D) ∼= OX(D + KX)

証明. 定理 3.2.10, 命題 3.3.9bの証明と同様である．

● 初版 p198～ 199, 新装版 p.200～ 201. 定理 4.3.8の証明

定理 4.3.8の証明を下記原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. P ∈ X を任意の点とする．n = dim X とし，U は広義局所座標系 (x1,. . .,

xn)を持つ P のアフィン開近傍とする．ただし，必要なら U を小さく選び直し，U

における Y ∩ U の定義方程式が xn = 0 となるように，広義局所座標系を選んでお

く．このとき，(x1,. . ., xn−1) は P ∈ U ∩ Y ⊂ Y の広義局所座標系になる．

ω =
g

xn
dx1 ∧ · · · ∧ dxn ∈ H0(U, Ωn

X(Y ))

(g ∈ OX(U))に対し，

ϕU (ω) = g dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1 ∈ H0(U ∩ Y, Ωn−1
Y )

を対応させる写像 ϕU :H0(U , Ωn
X(Y )) → H0(U ∩ Y , Ωn−1

Y ) を考える．

この ϕU の定義が局所座標系の選び方に依存しないことを確かめる．W ⊂ X は

広義座標系 (z1,. . ., zn) を持つ座標開集合で，Y ∩W は zn = 0 で定まるものとす

る．
∂xi

∂zj
を (i, j)-成分とする n 次正方行列式 (U ∩W 上のヤコビアン)を JX , そ

の左上の (n − 1) 次正方小行列式を JY とする．U ∩W 上のある可逆関数 u によ

り，xn = uzn と書ける．Y ′ = Y ∩ U ∩W とおくとき，Y ′ 上では zn = 0 だから，
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1 5 i 5 n− 1 に対し，

(
∂xn

∂zi

)∣∣∣∣
Y ′

=
(

∂u

∂zi
· zn

)∣∣∣∣
Y ′

= 0,

(
∂xn

∂zn

)∣∣∣∣
Y ′

= u

が成り立つ．よって，Y ′ 上では，JX = uJY が成り立つ．W ∩ U 上では，ω =
g

uzn
· JX dz1 ∧ · · · ∧ dzn だから，

ϕW (ω) =
g · JX

u
dz1 ∧ · · · ∧ dzn−1 =

g · uJY

u
dz1 ∧ · · · ∧ dzn−1

= gJY dz1 ∧ · · · ∧ dzn−1 = g dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1 = ϕU (ω)

であり，ϕU (ω) は U の選び方に依存せずに定まる．{ϕU} より，簡易層の準同型
写像 ϕ: Ωn

X(Y ) → Ωn−1
Y が矛盾なく定まる．これは，ϕ:OX(KX + Y ) → OY (KY )

と同一視できる．これより，Y 上で ϕ(KX + Y ) ∼ KY であるが，ϕ の定義から，

ϕ(KX + Y ) = (KX + Y )|Y である．

● 初版 p198～ 199, 新装版 p.200～ 201. 定理 4.3.8の直後

定理 4.3.8の直後に以下の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

上の定理の証明のように構成される写像 ϕ を，

ResY :OX(KX + Y ) −→ OY (KY )

と書き，ポアンカレー留数写像という．

この写像を，一般的な局所座標系で表示しておこう．(x1,. . ., xn)は上の定理の証

明のような U 上の局所座標系とし，(y1,. . ., yn)を U 上の一般の局所座標系とする．

ただし，xn = f(y1,. . ., yn) とするとき，fyn =
∂xn

∂yn
6= 0 と仮定しておく．f は Y

の定義方程式である．

J =
∂(x1, . . . , xn)
∂(y1, . . . , yn)

, Ji =
∂(x1, . . . , xn−1)

∂(y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , yn)

とおく．行列式の展開公式より，J = (−1)n+i
n∑

i=1

Ji · ∂xn

∂yi
=

n∑

i=1

(−1)n+iJi · fyi
で

ある．また，

ω =
g

xn
dx1 ∧ · · · ∧ dxn =

gJ

f
dy1 ∧ · · · ∧ dyn (∗)
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である．Y 上では 0 = df =
n∑

j=1

∂xn

∂yj
dyj =

n∑

j=1

fyj
dyj であるから，

dyn = − 1
fyn

n−1∑

j=1

fyj
dyj

である．これより，Y 上では，

dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

=
n∑

i=1

∂(x1, . . . , xn−1)
∂(y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , yn)

dy1 ∧ · · · ∧ dyi−1 ∧ dyi+1 ∧ · · · ∧ dyn

=
n−1∑

i=1

Ji dy1 ∧ · · · ∧ dyi−1 ∧ dyi+1 ∧ · · · ∧ dyn−1 ∧

− 1

fyn

n−1∑

j=1

fyj
dyj




+ Jn dy1 ∧ · · · ∧ dyn−1

=
1

fyn

n∑

i=1

(−1)(n−i−1)+1Ji · fyi
dy1 ∧ · · · ∧ dyn−1

=
1

fyn

J dy1 ∧ · · · ∧ dyn−1

となる．したがって，

ResY (ω) = ϕU (ω) = g dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1 =
gJ

fyn

dy1 ∧ · · · ∧ dyn−1

である．(∗)と比較し，両辺を J で割ると，

ResY

(
g

f
dy1 ∧ · · · ∧ dyn

)
=

g

fyn

dy1 ∧ · · · ∧ dyn−1

が得られる．

命題 4.3.8b. X は n 次元非特異代数多様体，Y は X の非特異超曲面とする．

また，(x1,. . ., xn) を局所座標系とする X の座標開集合 U 上で，Y は f(x1,. . .,

xn) = 0 で定まり，fxn
6= 0 であると仮定する．すると，ポアンカレー留数写像

ResY :OX(KX + Y ) −→ OY (KY ) は，以下のように表される．

ResY

(
g

f
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

)
=

g

fxn

dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

ここで，g ∈ Rat(X) である．

同伴公式は，以下のような見方で考えてもよい．
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写像 ψ:OY (KY − Y |Y ) −→ OX(KX) を，

ψ (fg dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1) = fg dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1 ∧ d log f

= g dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1 ∧
n∑

i=1

fxi dxi

= gfxn
dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1 ∧ dxn

で定める．上の命題より，この写像は well-definedで，同型写像になる．

● 初版 p199, 新装版 p.201. 参考 4.3.9

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

参考 4.3.9a. X は非特異代数多様体，Y は X の非特異な閉部分多様体で，Iは

OX における Y の定義イデアルとする．このとき，完全系列

0 −→ I/I2 ϕ−→ Ω1
X ⊗OX

OY
ψ−→ Ω1

Y −→ 0 (∗)
が存在する．(テンソル積 ⊗ の定義は定義 6.2.3を見よ．この場合，X の座標開集合

U に対し，ω⊗ 1 ∈ Ω1
X(U)⊗OX(U) OY (U ∩Y )は，U 上の 1次微分形式 ω ∈ Ω1

X(U)

を Y に制限したもの ω|U∩Y と同一視することができる.)

証明. X の各点 P に対し，P を含む X の座標開集合 U と，U 上の局所座

標系 (x1,. . ., xn) を，Y ∩ U の U 上での定義方程式が xr+1 = · · · = xn = 0 で

あるようにとることができる．ここで，n = dim X, r = dim Y である．また，

I(U) = (xr+1,. . ., xn) ⊂ OX(U), Ω1
X(U) = OX(U) · dx1 ⊕ · · · ⊕ OX(U) · dxn,

Ω1
Y (U ∩ Y ) = OY (U ∩ Y ) · dx1 ⊕ · · · ⊕OY (U ∩ Y ) · dxr である．

ψU : Ω1
X(U)⊗OX(U) OY (U ∩ Y ) −→ Ω1

Y (U ∩ Y )

は 1 5 i 5 rに対しては ψU (dxi⊗1) = dxi, r+1 5 i 5 nに対しては ψU (dxi⊗1) = 0

と定めることによって自然に定義される．

ϕU :I(U)/I(U)2 −→ Ω1
X(U)⊗OX(U) OY (U ∩ Y )

は，xi ∈ I(U) (r +1 5 i 5 n)の I(U)2 を法とする同値類 xi に対し，ϕU (xi) = dxi

として定義される．ϕU が矛盾なく定義されることは，r + 1 5 i 5 j 5 n に対して，

d(xixj) = xj dxi + xi dxj = 0 ∈ Ω1
X(U)⊗OX(U) OY (U ∩ Y ) であることから保証さ

れる．この ϕ = {ϕU}U , ψ = {ψU}U から完全系列 (∗)が得られることは容易にわか
る．

● 初版 p199, 新装版 p.202. 系 4.3.10の証明
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以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. KPn ∼ −(n + 1)H, S ∼ dH と定理 4.3.8からすぐわかる．

● 初版 p201, 新装版 p.203. 定理 4.4.4

定理 4.4.4を次の定理と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定理 4.4.4a. R はネーター整域とする．このとき，Rが整閉整域であることと，

Rが正規環であることは同値である．

証明. R は整閉整域，p は R の素イデアルとする．x ∈ Q(Rp) = Q(R)が Rp 上

整であるとすると，ある n ∈ N と ai ∈ R (1 5 i 5 n)と b ∈ R− pが存在して，

xn +
a1

b
xn−1 +

a2

b
xn−2 + · · ·+ an

b
= 0

と書ける．この式の両辺に bn を掛けると，bxが R 上整であることがわかる．Rは

整閉だから，bx ∈ R である．したがって，x ∈ Rp である．よって，Rp は整閉整域

で，R は正規環である．

逆に，R はネーター正規整域とする．x ∈ S(R) は R 上整な元とすると，R の任

意の素イデアル pについて，xは任意の Rp 上整で Rp は整閉だから，x ∈ Rp であ

る．よって，x ∈
⋂
p

Rp = R となり，R は整閉整域である．

● 初版 p202, 新装版 p.204. 定理 4.4.7

定理 4.4.7とその証明を下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定理 4.4.7a. (整閉包の有限性) R は C 上有限生成な整域，Lは K = Q(R) の有

限次代数拡大体とする．このとき，Lにおける R の整閉包 R′L は有限 R-多元環，つ

まり R-加群として有限生成である．

証明. 必要なら L/K のガロア閉包をとることにより，最初から L は K のガ

ロア拡大であると仮定してよい．標数 0 の体の有限次代数拡大は単純拡大であっ

たから，ある a ∈ L により，L = K(a) と書ける．a の K 上の最小多項式は

f(x) = c0x
n + c1x

n−1 + · · ·+ cn (c0,. . ., cn ∈ R)という形に書ける．L = K(c0a)だ

から，a の代わりに c0aをとることにより，c0 = 1で aは R 上整であると仮定して

よい．S = R[a]は Rの整拡大なので，S′L = R′L である．S′L が有限 S-加群であるこ

とが証明できれば，S は有限 R-加群だから S′L は有限 R-加群であることがわかる．
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f ′(a)SL ⊂ S を証明しよう．f(x) = 0 の根全体を a1 := a, a2,. . ., an とし，

gi(x) = f(x)/(x− ai)とおく．f ′(x) = g1(x) + · · ·+ gn(x)である．任意の元 b ∈ S′L
をとる．体拡大 L/K のガロア群を G =

{
σ1, σ2,. . ., σn

}
とする．ただし，σ1 = id,

σi(a) = aiとなるように添え字をつけておく．g1(x) = en−1x
n−1+en−2x

n−2+· · ·+e0

(ei ∈ S)と表す．gi(x) = σi(en−1)xn−1 + · · · + σi(e0) である．γj =
n∑

i=1

σi(bej) と

おく．任意の τ ∈ G に対して，τ(γj) =
n∑

i=1

τ ◦ σi(bej) =
n∑

i=1

σi(bej) = γj だから，

γj ∈ R である．i = 2 のとき gi(a) = 0 だから，

bf ′(a) = bg1(a) =
n∑

i=1

σi(b)gi(a) =
n∑

i=1

n−1∑

j=0

σi(bej)aj =
n−1∑

j=0

γja
j ∈ R[a] = S

となる．以上で，S′L ⊂ (1/f ′(a))S が証明された．

(1/f ′(a))S はネーター加群なので，その部分加群である S′L もネーター加群であ

り，有限 S-加群である．

● 初版 p203, 新装版 p.205. 命題 4.4.8～定義 4.4.9

命題 4.4.8～定義 4.4.9 を下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

命題 4.4.8a. X, L は上と同様とする．

(1) U , W が X のアフィン開集合のとき，R(U ∩W ) = R(U) ·R(W )に対応して，

R′L(U ∩W ) = R′L(U) ·R′L(W ) ⊂ L

が成り立つ．

(2) X がアフィン代数多様体で，{U1,. . ., Ur}が X のアフィン開被覆のとき，

R′L(X) = R′L(U1) ∩ · · · ∩R′L(Ur) ⊂ L

が成り立つ．

証明. 先に (2)を証明する．R = R(X) = OX(X) とし，ある f1,. . ., fr ∈ R によ

り Ui = D(fi) と書ける場合に証明すれば十分である．R(Ui) = OX(Ui) = R[1/fi]

である．

Rの Lにおける整閉包を R′L とするとき，R[1/fi]の Lにおける整閉包は R′L[1/fi]

であることを示す．R[1/fi] 上整な元 z ∈ L をとる．zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a0 = 0

を R[1/fi] 上の z の最小多項式とする．aj = bj/fm
i (bj ∈ R)と書けるので，m À 0
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とすれば，fmz は R 上整であることがわかる．したがって，z ∈ R′L[1/fi] であり，

R[1/fj ] の L における整閉包は R′L[1/fi] である．

X = U1 ∪ · · · ∪ Ur だから R = R[1/f1] ∩ · · · ∩ R[1/fr] である．R を R′L に係数

拡大すると (つまり，両辺に R′L を掛けると)

R′L = R′L[1/f1] ∩ · · · ∩R′L[1/fr] = R′L(U1) ∩ · · · ∩R′L(Ur) ⊂ L

が得られる．

(1)整の定義から R(U)上整な元は，R(U ∩W )上整である．よって，R′L(U ∩W ) ⊃
R′L(U), R′L(U ∩W ) ⊃ R′L(W ) で，R′L(U ∩W ) ⊃ R′L(U) ·R′L(W ) となる．

逆に，R′L(U ∩W ) ⊂ R′L(U) ·R′L(W )を示す．R = R(U), R′ = R′L(U)とする．U

内のアフィン開集合として，ある f1,. . ., fr ∈ Rにより U ∩W = D(f1)∪ · · ·∪D(fr)

と書ける．R[1/f1]∩ · · · ∩R[1/fr] = R(U ∩W ) = R ·R(W )であるので，Rを R′ に

係数拡大すると，(2)と同様に，R′[1/f1]∩ · · · ∩R′[1/fr] = R′ ·R(W )である．よっ

て，R′L(U ∩W ) ⊂ R′[1/f1]∩ · · · ∩R′[1/fr] = R′ ·R(W ) ⊂ R′L(U) ·R′L(W )である．

定義 4.4.9. R′L(U) の極大イデアル全体の集合を SpmR′L(U) とし，U ′ =

SpmR′L(U)と同一視する．上の命題から，U ′ = Spm R′L(U), W ′ = Spm R′L(W )と

して，U ′∩W ′ = Spm(R′L(U) ·R′L(W )) = SpmR′L(U ∩W )とみなせる．このように

して，X のアフィン開被覆 X = U1∪· · ·∪Ur から，代数多様体 X ′ = U ′
1∪· · ·∪U ′

r を

構成でき，全射 π:X ′ → X が存在し，π|U ′
i

= πU ′
i
:U ′

i → Ui である．この π:X ′ → X

を X の L における正規化 という．構成の仕方から，Rat(X ′) ⊂ L である．また，

X ′ は同型を除いて一意的に定まる．

Rat(X) における X の正規化を単に，X の正規化という．

● 初版 p.204, 新装版 p.206. 命題 4.4.12

命題 4.4.12 を下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

命題 4.4.12a. X, Y は代数多様体で，ϕ:X → Y は有限写像とする．このとき，

次が成り立つ．

(1) Y の任意のアフィン開集合 U に対し，ϕ−1(U)は X のアフィン開集合である．

(2) 任意の Q ∈ Y に対し，ϕ−1(Q) は有限集合である．

(3) さらに，Y は非特異と仮定する．このとき，W が X のザリスキー開集合な

らば，ϕ(W ) は Y のザリスキー開集合である．
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証明. (1) R が U の座標環のとき，ϕ−1(U) は R の整拡大 R′L を座標環をす

るアフィン開集合であることを示す．定義 4.4.10のように Y = U1 ∪ · · · ∪ Ur と

表す．Wi = Ui ∩ U , K = Rat(Y ), L = Rat(X), Ri = OY (Wi) とおく．ϕ−1(Wi)

が Ri の L における整閉包 R′i を座標環とするアフィン開集合であることは容

易にわかる．また，命題 4.4.8a(2) より，R′1 ∩ · · · ∩ R′r = R′L である．よって，

ϕ−1(U) = ϕ−1(W1) ∪ · · · ∪ ϕ−1(Wr) は R′L を座標環とするアフィン開集合である．

(2) 定理 2.2.26よりすぐわかる．

(3) W が開集合系の基底に属する場合に証明すればよいから，X, Y がアフィン代

数多様体で，W = D(f) (f ∈ RX = OX(X))である場合に証明すれば十分である．

f は RY = OY (Y ) 上整なので，その最小多項式を g(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0

とする．Y 上で U = D(a0) ∪ · · · ∪D(an−1) とおく．ϕ(W ) = U を示す．

勝手な点 P ∈ W をとる．Q = ϕ(P ) とおく．f(P ) 6= 0 である．

f(P )n + an−1(Q)f(P )n−1 + · · ·+ a0(Q) = 0

だから，ai(Q) 6= 0を満たす iが存在するので，Q ∈ U である．よって，ϕ(W ) ⊂ U

である．

逆に，ϕ(W ) ⊃ U でないと仮定して矛盾を導く．点 Q ∈ U − ϕ(W ) が存在する．

ϕ(P ) = Q となるような任意の点 P ∈ X に対し，P /∈ W なので，f(P ) = 0 であ

る．Qは非特異点なので，xn + an−1(Q)xn−1 + · · ·+ a0(Q) = 0 の解は，x = f(P )

(P ∈ ϕ−1(Q))で尽くされる．すると，解と係数の関係より，任意の i = 0,. . ., n− 1

に対し ai(Q) = 0 となる．これは矛盾である．

なお，(3)は Y が非特異でなくても正規であれば成立する．その場合の証明は，

[松村] p.83 定理 9.6を参照せよ．

● 初版 p.204, 新装版 p.206. 定理 4.4.14(1)の証明の 2行目

誤: Y のアフィン開被覆である．

正: X のアフィン開被覆である．

● 初版 p.206, 新装版 p.208. 命題 4.4.18の証明の最後の 3行

証明が遠回りで無駄があったので，簡略なほうに修正します．

旧: このとき，ある b ∈ R をとると，ab− 1 ∈ (xr) とできる．すると，by − xm =

(ab− 1)xm ∈ (xr+m) ⊂ I より，xm ∈ I となる．つまり，I = (xm)であり，I は単

項イデアルである．

新: a /∈ (x) なので，a は R の可逆元である．よって，xm ∈ I となる．つまり，
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I = (xm) であり，I は単項イデアルである．

● 初版 p.206. 新装版 p.208. 系 4.4.20の下の説明

アウスランダー・ブックスバウムの定理を証明を追加したので，下記の説明は削

除して下さい．

[削除する部分]

本書ではアウスランダー・ブックスバウムの定理を証明しなかったが，Krull dimR = 1

の場合には，命題 4.4.18が定理 4.2.5の代わりをする．また，定理 4.2.5をを系由し

ない証明が，[松村]定理 19.4にある．

(ついでに，「系由」→「経経」でした.)

● 初版 p.207. 新装版 p.209. 定理 4.4.22の証明の 1行目

誤: x ∈ Q(R)

正: x ∈ Q(R)

● 初版 p.207. 新装版 p.209. 定理 4.4.22の証明の 5行目

誤: 書けると，

正: 掛けると，

● 初版 p.207. 新装版 p.209. 定理 4.4.22の証明の最後の 4行

定理 4.4.22の証明の最後の 4行を下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

今，(1/x)R′ を含む R′ の高さ 1の素イデアルのひとつを p′ とする．1/x ∈ p′R′p′

なので，x /∈ R′p′ である．p = p′ ∩Rとすると，pは R の素イデアルであり，x /∈ Rp

である．

● 初版 p208. 新装版 p.210. 定理 4.4.23

定理 4.4.23の証明を下記の原稿と差し替えて下さい．丁寧に書き直しました．

[差し替え原稿]

証明. X, Y はアフィン代数多様体であると仮定してよい．その座標環を RX ,

RY とするとき，RX は RY の整拡大である．IW を W の定義イデアルとし，局所

環 R = (RY )IW
を考える．p = IW R とおくと，p は R の唯一の極大イデアルで，

Krull dimR = 1 である．R は正則局所環なので，y を R の正則パラメター系とす

ると，p = yR と書ける．
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単射 ϕ∗: Rat(Y ) → Rat(X) を通して，Rat(Y ) ⊂ Rat(X) と考える．

S =
{

f

g
∈ Rat(X)

∣∣∣∣ f ∈ RX , g ∈ RY − p

}

とする．d = deg ϕ = [Q(RX) : Q(RY )] とおくと，R-加群として S =
d⊕

i=1

R · ei ⊂

Rat(X) と書ける．すると K = R/yR = R/p = Rat(W ) とおくとき，K-ベクトル

空間として，S/yS =
d⊕

i=1

(R/yR) · ei となり，dimK S/yS = dがわかる．

準素イデアル分解 yS = q1 ∩ · · · ∩ qr をとり，pi =
√

qi とする．pi は Vi に対応す

るイデアルであるとしておく．必要なら，X, Y を小さく選び直せば，W は Y 内で

y = 0 で定まる超曲面であり，Vi は X 内で xi = 0 で定まる超曲面であると仮定し

てよい．ϕ∗W の定義から y = xa1
1 · · ·xar

r ∈ S である．また，piSpi
= xiSpi

である．

j 6= iのとき xj は Spi
で可逆だから，ySpi

= xai
i Spi

である．よって，qiSpi
= xai

i Spi

である．したがって，

qi = S ∩ qiSpi
= S ∩ xai

i Spi
= S ∩ pai

i Spi
= pai

i

である．

S/yS ∼= S/q1 ⊕ · · · ⊕ S/qr

dimK S/qi = ai dimK S/pi = ai[Rat(Vi) : Rat(W )]

より，deg ϕ = d = dimK S/yS =
r∑

i=1

ai[Rat(Vi) : Rat(W )] を得る．

● 初版 p.211. 新装版 p.213. 演習問題 4.8(3)の 1 行目末尾

誤: 何起こるか

正: 何が起こるか

● 初版 p.211. 新装版 p.213. 演習問題 4.9の 4行目

誤: 半時計回り

正: 反時計回り
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第５章

● 初版 p215, 新装版 p.217. 補題 5.1.4の証明の 2 行目

誤: 0 → (R ∩ xnR′)/xnR → R/xnR → R′/xnR′ → R′/(R ∩ xnR′) → 0

正: 0 → (R ∩ xnR′)/xnR → R/xnR → R′/xnR′ → R′/(R + xnR′) → 0

● 初版 p215, 新装版 p.217. 補題 5.1.4の証明の 4行目

誤: 他方，dimCR′/(R ∩ xnR′) =
正: 他方，dimCR′/(R + xnR′) 5

● 初版 p215. 新装版 p.217, 注意 5.1.5

注意 5.1.5の中で，R′/x′R′ と印刷されている 4ケ所を R′/xR′ に修正し，R/gR

と印刷されている所を R/xR に修正して下さい．

修正後は，以下のようになります．

[修正後原稿]

注意 5.1.5. 上の命題において，dimCR/xR = dimCR′/xR′ であっても，自然

な写像 R/xR → R′/xR′ は同型写像とは限らない．

例えば，R = C[X, Y ]/(X2 − Y 3), x = X では，X = T 3, Y = T 2 とおくとき，

R′ = C[T ] である．このとき，R/xR = C[X, Y ]/(X2 − Y 3, X) = C[Y ]/(Y 3) =

C[T 2]/(T 6) = C+CT 2 +CT 4, R′/xR′ = C[T ]/(X) = C[T ]/(T 3) = C+CT +CT 2

であり，自然な写像 ϕ:R/xR → R′/xR′ は ϕ(T 4) = 0 であり，同型写像ではない．

● 初版 p216, 新装版 p.218. 命題 5.1.6の証明の最後から 2行目

dimCR′/g′R′ =
r∑

i=1

ordQi g′ だから，(5.2)がわかる．

と書かれた 1行を，以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

点 Qi に対応する R′ の極大イデアルを m′i とし，Ri = (R′)m′
i
とおく．Ri は正則

局所環で Krull dimRi = 1だから，正則パラメータ系 xi ∈ Ri により m′iRi = xiRi

と書ける．ei = ordQi
g′ とおくと g′Ri = xei

i Ri となる．中国剰余定理より，

R′/g′R′ ∼= (R1/xe1
1 R1)⊕ · · · ⊕ (Rr/xer

r Rr)

なので，dimCR′/g′R′ =
r∑

i=1

ordQi g′ であり，(5.2)がわかる．

● 初版 p217, 新装版 p.219. 命題 5.1.11の 1～ 2行目
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誤: すると，D = ϕ∗P に対し (D2)S = 0が成り立つ．

正: すると，F = ϕ∗P に対し (F 2)S = 0が成り立つ．

● 初版 p218, 新装版 p.220. 1行目 命題 5.1.11の証明の最初の行

旧: n À 0 のとき nπ∗P は非常にアンプルだから，

新: 系 3.5.17より n = 2g(Γ ′) + 1 のとき nπ∗P は非常にアンプルだから，

● 初版 p218, 新装版 p.220. 命題 5.1.11の証明の 5 行目

誤: F ′i = ϕ∗(Qi) とおけば，F ∩ SuppF ′i = φ であり，

正: F ′i = ϕ∗(π(Qi)) とおけば，SuppF ∩ SuppF ′i = φ であり，

● 初版 p218～ 219, 新装版 p.220～ 221. 定理 5.1.12の証明

もとの証明は説明が不親切だったようです．下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. Γ の特異点は有限個しかないから，Γ が非特異の場合に証明すれば十分で

ある．P ∈ S, Q = ϕ(P ) ∈ Γ とし，OS,P , OΓ,Q の極大イデアルを mP , mQ とする．

ϕ∗:mQ/m2
Q −→ mP /m2

P を自然な写像とする．また，F は P を含む ϕ−1(Q)のすべ

ての既約成分の和集合とする．S における点 P の十分小さいアフィン開集合 U にお

いて F ∩ U の座標環 RF を考え，点 P に対応する RF の極大イデアルを ñP とす

る．RF は 0 以外の巾零元を持たないことに注意する．S = RF − ñP は積閉集合なの

で，S による RF の局所化 (演習問題 2.10 参照)を OF,P = S−1RF と書く．また，

nP = ñP OF,P とおく．自然な全射 ψ̃:OS,P → OF,P から全射 ψ:mP /m2
P −→ nP /n2

P

が誘導される．f ∈ mQ をとるとき，任意の点 P ′ ∈ F に対して f(ϕ(P ′)) = f(Q) = 0

であり，OF,P は 0 以外の巾零元を持たないから，ヒルベルトの零点定理により

ψ̃(ϕ∗(f)) = 0 ∈ OF,P である．よって，ψ ◦ ϕ∗ = 0 である．

F が点 P で滑らかでないとき，つまり，P が F の 2つ以上の既約成分の交点で

あるか，F のある既約成分の特異点であるとき，dimC nP /n2
P = 2 である．すると，

ψ:mP /m2
P −→ nP /n2

P は同型写像になり，ϕ∗:mQ/m2
Q −→ mP /m2

P はゼロ写像にな

る．つまり，xを点 Q の近傍での局所座表系とするとき，点 P の近傍で定義された

正則関数 ϕ∗x の 2つの 1次偏導関数が，点 P において 0になる，ということであ

る．このような性質を満たす点 P 全体の集合を Z とする．Z は各点の近傍で，2つ

の独立な偏導関数の共通零点であるので，0次元の代数的集合になり，特に有限集合

である．Σ ⊂ Z なので，Σ も有限集合である．

● 初版 p219. 新装版 p.221. 系 5.1.13



104

系 5.1.13は定理 5.1.12の系ではなく，この場所に配置されているのは不適切でし

た．系 5.1.13を削除して，次の注意 5.1.13に差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

注意 5.1.13a. 上の定理の証明の記号で，

TS,P = HomC(mP /m2
P , C), TΓ,Q = HomC(mQ/m2

Q, C),

TF,P = HomC(nP /n2
P , C)

とおけば，次の完全系列が存在することがわかる．

0 −→ TF,P −→ TS,P
dϕP−→ TΓ,Q

● 初版 p219, 新装版 p.221. 命題 5.1.14の証明の 7行目

誤: D が既約曲線の場合考えれば十分で，

正: D が既約曲線の場合に考えれば十分で，

● 初版 p220, 新装版 p.222. 命題 5.1.14の証明の 16～ 17 行目

誤: C = div(f) + mL1 + nL2

であり，C ∼ mL1 + nL2 = π∗1(mP ) + π∗2(nQ)が成り立つ．

正: D = div(f) + mL1 + nL2

であり，D ∼ mL1 + nL2 = π∗1(mP ) + π∗2(nQ)が成り立つ．

● 初版 p221, 新装版 p.223. 8～ 9行目

局所座標系が存在すれば，ヤコビアン判定法を持ち出すまでもなく，非特異です．

旧: (xn, t1, t2,. . ., tn−1) を Ũn の狭義局所座標系として選び，ヤコビアン判定法で

計算すると，Ũn は非特異であることがわかる．

新: (xn, t1, t2,. . ., tn−1) を Ũn の狭義局所座標系として選ぶことができるので，Ũn

は非特異であることがわかる．

●初版 p221の下から 3行目と p.222の 4行目,新装版 p223の下から 3行目と p.224

の 4行目,

誤: と中心とした

正: を中心とした

● 初版 p221, 新装版 p.223. 第 5.2.1項の末尾

以下の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]
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点 (0, T) ∈ Ẽ (T = (T1 : · · · : Tn) ∈ Pn−1)は，もとの Cn において，原点 O を

通り方向ベクトル (T1,. . ., Tn) を持つ直線に対応することに注意しよう．

● 初版 p222, 新装版 p.224. 命題 5.2.1の 4行前

「Ṽ は C̃n における V0 の閉包である」の直前に，下記の説明を追加して下さい．

追加: Ẽ は C̃n の閉集合なので，V0 = Ṽ − Ẽ は Ṽ の開集合である．よって，

● 初版 p222, 新装版 p.224. 定理 5.2.3の証明の 2行目

誤: 逆に，f ∈ Rat(Ṽ ) に対し，f |W ∈ Rat(W ) = Rat(V )

正: 逆に，f ∈ Rat(Ṽ ) に対し，f |V0 ∈ Rat(V0) = Rat(V )

● 初版 p.223. 定理 5.2.4の 2～ 3行目 (新装版では修正済み)

誤: Q = f(P ) ∈ V2 とおき，

正: Q = ϕ(P ) ∈ V2 とおき，

● 初版 p223～ 224. 新装版 p.225～ 226.

定理 5.2.4の証明の直後から定理 5.2.5の最後までの説明が理解しずらいようです

ので，下記の原稿と差し替えます．説明の一部を定理に組込み，証明を追加しました．

[差し替え原稿]

上の定理から，点 P を中心としたブロー・アップ π: Ṽ → V は，V のアフィン空

間への埋めこみ方法 V ⊂ Cn に依存せずに，同型を除いて一意的に定まることが保

証される．

定理 5.2.5a. V は d 次元アフィン代数多様体で，π: Ṽ → V は点 P ∈ V を中心

とするブロー・アップで，E = π−1(P ) をその例外集合とする．OV,P の極大イデア

ルを mP とおけば，E は，次数付き環

S =
∞⊕

k=0

mk
P /mk+1

P

を座標環とする射影多様体である．特に，P が V の非特異点ならば，E ∼= Pd−1 で

ある．

証明. 定理 5.2.4の前の説明と同じ記号を使う．mP = mOV,P なので，mk
P /mk+1

P
∼=

mk/mk+1 である．例えば，i = n のとき，Rn = C[x1/xn,. . ., xn−1/xn, xn] (多項式

環とは限らない)である．また，Un 内で E ∩Un は xn = 0で定まる部分代数多様体

である．したがって，Rn/xnRn が E ∩ Un の座標環である．Rn/xnRn は S[1/xn]
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の 0 次部分と同型である．1 5 i < n の時も同様なので，E は S を座標環とする射

影多様体である．

P が V の非特異点のとき，OV,P は正則局所環なので，定理 2.5.3(2)より S は

C 上の d 変数多項式環と同型である．よって，E ∼= Pd−1 である．

● 初版 p224, 新装版 p.226. 5.2.3項の 6行目

誤: W̃ = W ⊃ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Ur と考えて，

正: W̃ = W ⊃ U0 ∩ Ui = Ũ0 ∩ Ui と考えて，

● 初版 p224, 新装版 p.226. 5.2.3項の 8行目

誤: 前記のように何個かのアフィン開集合の合併集合として表す．

正: 前記のように何個かのアフィン開集合の合併集合として表せる．

● 初版 p224. 新装版 p.226. 定理 5.2.6の直前の 4 行

定理 5.2.6の直前の 4 行の説明は，埋没してしまって目立たないので，定理とし

て独立させます．

[差し替え原稿]

定理 5.2.5b. 射影代数多様体 V の非特異点 P を中心としたブロー・アップを

π: Ṽ → V とするとき，Ṽ も射影代数多様体である．

証明. V ⊂ Pn で，P = (1 : 0 : · · · : 0) ∈ Pn とする．Pn の点 P におけるブロー・

アップは，
{
(X0 : · · · : Xn;T1 : · · · : Tn) ∈ Pn × Pn−1

∣∣ XiTj = XjTi (1 5 ∀i < ∀j 5 n)
}

と同一視できるので，定義 2.6.5に書いたように，射影多様体である．Ṽ は，上のよ

うな射影多様体の閉部分多様体と看做せるので，射影多様体になる．

● 初版 p225, 新装版 p.227. 定理 5.2.6の証明

I と書かれたところ 3ケ所を IC と書き直して下さい．

証明の 6行目の

「 逆に，P の開近傍 U と g ∈ ϕ∗I(U) に対し，」

を

「逆に，P の開近傍 U と U 上の正則関数 g ∈ ϕ∗IC(U) に対し，」

と書き直して下さい．

● 初版 p226, 新装版 p.228. 定理 5.3.2とその後の解説
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定理 5.3.2とその後の解説を以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

クルル次元 1 のネーター局所整域はコーエン・マコーレイ環であり，また，クル

ル次元 2 のネーター正規局所環はコーエン・マコーレイ環である ([永田] 例 6.5.11,

6.5.12および次の定理を参照)ので，代数曲線論や代数曲面論でコーエン・マコーレ

イ環の概念が必要になることは希だが，3次元以上の特異点を持つ代数多様体を扱う

とき，セールの双対定理などで本質的に重要になる．

次の補題は，ホモロジー代数に詳しくない方は飛ばして読んで頂いて差し支えない．

補題 5.3.1b. R はネーター可換環，M は有限生成 R-加群，I は R のイデアル

で IM 6= M を満たすとする．

(1) I の中から長さ n の M -正則列が取り出せるための必要十分条件は，任意の

i < n に対して Exti
R(R/I, M) = 0が成り立つことである．

(2) 任意の i < n に対して Exti
R(R/I, M) = 0 が成り立つと仮定し，r < n と

する．x1, x2,. . ., xr ∈ I が M -正則列ならば，ある xr+1,. . ., xn ∈ I で，x1,

x2,. . ., xn が M -正則列になるようなものが存在する．

証明は [松村]定理 16.6の直後の説明, または [安藤]定理 7.5.9の証明を見よ．

定義 5.3.1c. R は可換環，M は R-加群，x ∈ M とする．

ann(x) =
{
a ∈ R

∣∣ ax = 0
}

と書く．もし，ann(x)が R の素イデアルであるならば，ann(x) を M の素因子と

いう．M の素因子全体の集合を Ass(M) とか AssR(M) と書く．

定理 5.3.1d. R はネーター環，I は R のイデアルで，I = q1 ∩ · · · ∩ qn は準素

イデアル分解とする．このとき，

Ass(R/I) =
{√

q1, . . . ,
√

qn

}

が成り立つ．

証明.
√

q1 ∈ Ass(R/I) を示す．

X =
(
q2 ∩ · · · ∩ qn)− q1 とおくと，X 6= φである．一般に x ∈ R の R/I におけ

る像を x と書くことにする．集合
{

ann(x)
∣∣ x ∈ X

}
の中で包含関係に関して極大

なものを p = ann(x1) とおく．ab ∈ p, b /∈ p とすると，bx1 /∈ I, bx1 ∈ q2 ∩ · · · ∩ qn

より b /∈ q1 なので，極大性から ann(bx1) = ann(x1) となる．よって，ax1 = 0 で

あり，a ∈ p となる．したがって，p は素イデアルである．
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ann(x1) =
√

q1 を示す．

y ∈ √
q1 をとる．ある m ∈ N をとると ym ∈ q1 である．任意の i に対して

x1y
m ∈ qi なので，x1y

m ∈ I である．よって，ym ∈ ann(x1) である．ann(x1) は

素イデアルなので y ∈ ann(x1) である．よって，ann(x1) ⊃ √
q1 である．

逆に，a ∈ ann(x1) をとる．ax1 ∈ I ⊂ q1 である．x1 /∈ q1 なので，ある m ∈ N
が存在して am ∈ q1 となる．よって，ann(x1) ⊂ √

q1 である．

以上より，
√

qi ∈ Ass(R/I) である．

逆に，任意の p ∈ Ass(R/I)に対して
√

qi = p を満たす iが存在することを示す．

p = ann(x0) と書ける．

x0 倍写像 R → Rから誘導される写像を ϕ:R/p −→ R/I とする．x0y ∈ I ならば

y ∈ pであるから ϕは単射である．よって，ϕから誘導される写像 Rp/pRp −→ Rp/IRp

も単射であり，Rp 6= IRp がわかる．よって，Rp 6= qiRp を満たす i が存在する．

qi ⊂ p である．必要なら添え字を付け替えて q1 ⊂ p かつ
√

q1 $
√

qj $ p を満たす

j は存在しないと仮定しておく．

前半の議論より，ある x1 ∈ X により
√

q1 = ann(x1) と表せる．x0x1 /∈ q1

であることは容易に証明できるので，x0x1 ∈ X である．ann(x1) の極大性から

ann(x0x1) = ann(x1) が成り立つ．他方，ann(x0) ⊂ ann(x0x1) なので，
√

q1 = p

がわかる．

定理 5.3.2a. (セールの正規性判定法) R はネーター整域とする．以下の 3つの条

件 (R1), (S2), (K)を考える．

(R1) R の任意の高さ 1の素イデアル p に対し，Rp は正則局所環である．

(S2) R の任意の高さ 2以上の素イデアル p に対して，depthRp = 2 となる．

(K) 0 6= a ∈ R は非可逆元 (aR 6= R)とする．すると，単項イデアル aR の任意

の素因子 p は ht p = 1 を満たす．

このとき，以下が成り立つ．

(1) (S2)と (K)は同値である．

(2) R が正規環になるための必要十分条件は，2 条件 (R1)と (S2)が成立すること

である．

セールの条件 (Rn), (Sn)と呼ばれるものがあって，上の (R1), (S2)はその記号で

ある．なお，「R が正規環になるための必要十分条件は，2 条件 (R1)と (K)が成立

することである」という定理を Krullの定理という．

証明. (1) まず，(S2) =⇒ (K) を示す.
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(S2) を仮定する．ある非可逆元 0 6= a ∈ R に対し，p ∈ Ass(R/aR) で ht p = 2

であるものが存在したと仮定して矛盾を導く．aR = q1 ∩ · · · ∩ qn を準素イデアル分

解とし，p =
√

q1 と仮定しておく．ある x ∈ (
q2 ∩ · · · ∩ qn

)− q1 をとり，x ∈ R/aR

をその同値類として，p = ann(x) と表すことができる．

(S2) より depthRp = 2 なので，補題 5.3.1b(2)から，正則列 a, b ∈ pRp が存在

する．ここで，a, b ∈ p として選ぶことができる．b ∈ ann(x) だから，bx ∈ aR で

ある．bx ∈ aR ⊂ q1, x /∈ q1 だから，ある m ∈ Nが存在して，すべての 1 5 j 5 n

に対して bm ∈ qj となる．よって，bm ∈ aR である．これは，bが R/aR-正則であ

ることに矛盾する．

(K) =⇒ (S2) を示す.

(K) を仮定する．ht p = 2かつ depthRp 5 1 を満たす R の素イデアル pが存在

すると仮定して矛盾を導く．Rp も (K) を満たすので，(Rp, pRp) を改めて (R, m)

とおき，(R, m)は局所環で，p = mであると仮定してよい．R-正則元 a ∈ pをとる．

準素イデアル分解 aR = q1 ∩ · · · ∩ qn は，任意の 1 5 i 5 nに対して ht
√

qi = 1 を

満たす．単射 ϕ:R/aR −→
n⊕

i=1

R/qi を考える．b ∈ p− (√
q1 ∪ · · · ∪ √qn

)
をとる．

各 R/qi 上で b 倍写像は単射であるので，R/aR 上でも b 倍写像は単射である．す

ると，a, b は正則列で depthR = 2 となる．

(2)の十分性の証明.

ネーター整域 R が (R1), (K)を満たすとき，R が整閉整域であることを示す．

a/b (a, b ∈ R で b は R の非可逆元)が R 上整であるとし，その最小多項式を

tn + cn−1t
n−1 + · · ·+ c0 (ci ∈ R)とする．準素イデアル分解 bR = q1 ∩ · · · ∩ qn を

とり，pi =
√

qi とする．(K)より ht pi = 1 である．

an = −
n−1∑

i=0

cia
ibn−i

であるが，これを正則局所環 (よって UFD)である Rpi
で考えると，a は b の

倍数，つまり a ∈ bRpi でなければならない．a ∈ bRpi ∩R = qi であるから，

a ∈ q1 ∩ · · · ∩ qn = bR となり，a/b ∈ Rが得られる．よって，R は整閉である．

(2)の必要性の証明.

R は正規環とする．pが R の高さ 1の素イデアルのとき，Rp はクルル次元 1の

正規局所環であるが，定理 4.4.15より Rp は正則局所環となる．よって (R1)が成

立する．
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次に (K)が成立することを証明する．

0 6= a ∈ R で，a は可逆元でないとする．aR = q1 ∩ · · · ∩ qn を準素イデアル分解

とし，p = p1 =
√

q1 とする．以下，ht p = 1を証明する．もし ht p = 2ならば，Rp

において ht pRp = 2 なので，最初から R = Rp と仮定し，p は局所環 R の極大イ

デアルであると仮定して証明すればよい．

n = 1 の場合は自明だから，n = 2 の場合を考える．aR $ q2 ∩ · · · ∩ qn だか

ら，c ∈ (
q2 ∩ · · · ∩ qn

) − q1 が存在する．J =
{
x ∈ R

∣∣ cx ∈ aR
}
とおく．もし

cx ∈ q1 ならば，c ∈ q2 ∩ · · · ∩ qn だから，cx ∈ q1 ∩ · · · ∩ qn = aR となる．よって，

J =
{
x ∈ R

∣∣ cx ∈ q1

}
である．

x ∈ J のとき，cx ∈ aR ⊂ q1で，c /∈ q1だから，ある k ∈ Nに対し xk ∈ q1である．

よって，x ∈ √q1 = pである．これより，J ⊂ pである．また，cq1 ⊂ q1∩· · · ∩ qn = R

だから，q1 ⊂ J である．特に，
√

J = p である．

xy ∈ J , y /∈ J とすると，cxy ∈ q1, cy /∈ q1 である．q1 は準素イデアルだから，あ

る n ∈ Nにより xn ∈ q1 となり，cxn ∈ aR となる．よって，xn ∈ J で，J は準素

イデアルである．

以上の議論から，cdp ⊂ q1 かつ cd /∈ q1 を満たす d ∈ Rが存在することがわかる．

上の議論を参考にすれば，p =
{
x ∈ R

∣∣ cdx ∈ q1

}
であることは容易にわかる．c の

選び方より，p =
{
x ∈ R

∣∣ cdx ∈ aR
}
である．

仮に，(cd/a)p ⊂ p であると仮定してみる．p = (x1,. . ., xn) として，(cd/a)xi =
n∑

i=1

aijxj で定まる n 次正方行列を A = (aij) とするとき，cd/a は固有多項式

f(t) = det(tIn − A) の根になる．よって，cd/a は R 上整である．R は整閉だっ

たので，cd/a ∈ R となる．すると，cd · 1 ∈ aR だから，1 ∈ p となって矛盾する．

したがって，p は R の極大イデアルであったから，(cd/a)p = R である．つまり，

p = (a/cd)R であり，p は単項イデアルで，よって，ht p = 1 である．

● 初版 p227, 新装版 p229. 定理 5.3.4の証明

ページの先頭の「fi ∈ Rat(X)だから，上で示したことから，」以降の部分の証明

を下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

任意の i, j に対して gij = fi/fj ∈ Rat(X)だから，上で示したことから，あるザ

リスキー閉集合 Fij ⊂ X が存在し，dimFij 5 dimX − 2 で，gij : (X − Fij) → P1

は正則写像になる．U = X −
⋃

i,j

Fij とすれば，dim(X − U) 5 dimX − 2 で，任意
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の i, j に対し gij :U → P1 は正則写像になる．U ∩ Z 6= φ である．

不確定点 P ∈ Z ∩ U を固定する．今，f0 = 1 とおき fi = f0gi0 と考えるとき，

もし，f1(P ),. . ., fn(P ) ∈ C であれば，f(P ) ∈ Pn は確定するので P は不確定点で

ない．よって，fi(P ) = ∞ となる iが存在する．f0,. . ., fn をすべて fi で割り，そ

れを改めて f0,. . ., fn とおく (fi = 1)．まだ，fj(P ) = ∞ となる j が存在したら，

さらに fj で割る．この操作を繰り返すと，f0(P ),. . ., fn(P ) ∈ C で，ある iに対し

fi(P ) = 1 となり，f(P ) ∈ Pn の値が確定する．よって，P が f の不確定点である

ことと矛盾する．

● 初版 p227～ 228, 新装版 p229～ 230. 第 5.3.3項全部

第 5.3.3 項全体，つまり定理 5.3.6から系 5.38までを以下の原稿と差し替えて下

さい．射影 (的) 正則写像の概念を利用ように変更し，ザリスキーの主定理は定理

5.3.14の直後に移動します．

[差し替え原稿]

定義 5.3.6a. X, Y は代数多様体，ϕ:X → Y は正則写像，π:Pn × Y → Y は正

射影とする．ある自然数 nと閉部分多様体 Z ⊂ Pn × Y と同型写像 ψ:X → Z が存

在し，ϕ = π ◦ ψ が成り立つとき，ϕ は射影 (的) 正則写像であると言う．

命題 5.3.6b. X, Y が射影代数多様体ならば，任意の正則写像 ϕ:X → Y は射影

的である．

証明. X ⊂ Pn とする．X × Y ⊂ Pn × Y だから，

Z =
{
(x, ϕ(x)) ∈ X × Y

∣∣ x ∈ X
} ⊂ Pn × Y

とし，ψ(x) = (x, ϕ(x))で X → Z を定めれば，ϕ = π ◦ψ なので，ϕは射影的であ

る．

定理 5.3.6c. X, Y は代数多様体，ϕ:X → Y は射影正則写像で，ϕ∗OX = OY

が成り立つと仮定する．このとき，任意の点 P ∈ Y に対して ϕ−1(P )は連結である．

証明. この定理の厳密な証明には，本書で解説していない知識が必要で，例えば，

[Ha]第 III 章・系 11.3を参照せよ．ここでは，証明のアイデアだけ紹介しておく．

ϕ−1(P ) = Z1 ∪ Z2, Z1 ∩ Z2 = φ と 2つの代数的集合 Z1, Z2 の直和に分解した

と仮定する．P の空でないアフィン開近傍 W ⊂ Y をとり，U = ϕ−1(W ) ⊂ X と

おく．OY (W ) = (ϕ∗OX)(W ) = OX(U) なので，任意の f ∈ OX(U) に対し，ある

g ∈ OY (W )が存在して f = g ◦ ϕ を満たすので，特に f(Z1) = f(Z2) = g(P ) を満



112

たす．しかし，U 上の解析的正則関数 hで，Z1 と Z2 で相異なる定数値をとるよう

なものが存在する．h はテーラー展開の意味で OX(U) に属する関数列の極限とし

て表せるので，OX(U) の元で Z1 と Z2 で相異なる定数値を持つものが存在するは

ずである．これは矛盾である．

定理 5.3.7a. X は正規代数多様体，Y は代数多様体とし，ϕ:X → Y は射影正

則写像と仮定する．このとき，ϕ∗: Rat(Y ) → Rat(X) は単射だから，これにより

Rat(Y ) ⊂ Rat(X)と考える．Y の Rat(X)における正規化を f :Z → Y とする．こ

のとき，ある正則写像 g:X → Z が存在して，

(1) ϕ = f ◦ g

(2) 任意の P ∈ Z に対し g−1(P ) は連結である．

を満たす．この分解 X
g−→ Z

f−→ Y を ϕ:X → Y のシュタイン分解 (Stein

factorization)という．

証明. 空でないアフィン開集合W ⊂ Y をとり，RW = OY (W ), U = ϕ−1(W ) ⊂ X

とおく．S = (ϕ∗OX)(W ) = OX(U) を考える．ϕ∗ を通して RW ⊂ S とみなす．

Q(S)が Q(RW ) の超越拡大であると仮定して矛盾を導く．すると，Q(RW ) 上の

超越元 h ∈ S が存在する．ある P ∈ W を選べば，h:ϕ−1(P ) −→ P1 は支配的であ

る．特に，ϕ−1(P ) のある既約成分 C を選べば，h:C → P1 は支配的である．しか

し，hは C 上の正則関数で，C は射影多様体なので，hは定数関数でなくてはなら

ず，矛盾する．よって，Q(S) は Q(RW ) の代数拡大である．

ここで，P ∈ W が任意の点であるとき，今の議論から，ϕ−1(P ) の各連結成分上

で h ∈ S は定数関数であるから，ϕ−1(P )で hが取る値は有限個である．mP ⊂ RW

を点 P に対応する極大イデアルとすれば，S/mP S において h(ϕ−1(P ))は有限次元

ベクトルであることを意味する．つまり，S/mP S は有限次元 RW /mP -ベクトル空

間である．したがって，S は RW -加群として有限生成である．よって，S は RW 上

整である．

S を座標環とするアフィン代数多様体 Z ′ をとる．環の包含写像 RW ⊂ S,

S ⊂ RU = OU (U) から f ′:Z ′ → W と g′:U → Z ′ が導かれる．ϕ|U :U → W も包

含写像 RW ⊂ RU から得られるので，f ′ ◦ g′ = ϕ|W が成り立つ．(ϕ|U )∗OU (U) =

S = OZ′(Z ′) だから，(ϕ|U )∗OU = OZ′ である．前定理により，任意の Q ∈ Z ′ に

対し f ′−1(Q) は連結である．

X は正規だから S = OX(W ) は正規環である．よって，Z ′ は Z の開集合であ

る．
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系 5.3.8a. X は正規代数多様体，Y は代数多様体とし，ϕ:X → Y は射影正則

写像で，任意の点 Q ∈ Y に対し ϕ−1(Q) は有限集合であると仮定する．このとき，

ϕ は有限写像である．

● 初版 p228～ 230, 新装版 p230～ 232. 第 5.3.4項のほぼ全部

定理 5.3.9と定理 5.3.10の部分を以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

命題 5.3.8b. S, T は正規射影代数曲面，ϕ:S → T は支配的正則写像とする．こ

のとき，

Z =
{
P ∈ T

∣∣ dimϕ−1(P ) = 1
}

は有限集合である．

証明. ϕ のシュタイン分解を考えれば，ϕが双有理写像の場合に証明すれば十分で

ある．もし，Z が代数曲線 C を含めば，dimϕ−1(C) = 2 である．ϕ−1(C) の閉包

は S に一致するから，ϕ(S) ⊂ C となり，ϕ が支配的であることに矛盾する．よっ

て，Z は代数曲線を含まない．

ϕ は X, Y のある空でない開集合上で同型写像になるから，ϕ−1(Z) は何個かの

曲線の和集合 C1 ∪ · · · ∪Cr に含まれる．P ∈ Z に対し，ϕ−1(P )はそのうちの何個

かの Ci の和集合である．したがって，Z は有限集合である．

定理 5.3.9. (射影公式, projection formula) S, T は非特異射影曲面で，ϕ:S → T

は全射正則写像とする．D, D′ は T 上の因子であるとすると，

(ϕ∗D · ϕ∗D′)S = (deg ϕ) · (D ·D′)T

が成り立つ．

証明. T 上の因子は，2つの非常にアンプルな因子の差で表せるので，D, D′ が T

上の非常にアンプルな非特異曲線である場合に証明すれば十分である．また，ϕ の

シュタイン分解を考えれば，ϕが有限写像の場合と，ϕが双有理写像の場合に証明

すればよい．

ϕが双有理写像の場合には，上の命題のような Z をとるとき，D, D′ を適当に線

形同値な因子に選び直して，Z ∩ SuppD = φ, Z ∩ SuppD′ = φ となるようにでき

る．すると，IP (D ·D′)T の定義から，(ϕ∗D · ϕ∗D′)S = (D ·D′)T である．

ϕ:S → T が有限写像の場合を考える．ϕ∗D =
r∑

i=1

aiDi (Di は S 上の曲線)とし，
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ϕi = ϕ|Di :Di → D とするとき，定理 4.4.23により，

deg ϕ = [Rat(S) : Rat(T )] =
r∑

i=1

ai[Rat(Di) : Rat(D)] =
r∑

i=1

ai deg ϕi

である．π:Γ → D, πi:Γi → Di を正規化とするとき，(D · D′)T = deg π∗D′|D,

(Di · ϕ∗D′)S = deg π∗i (ϕ∗i D
′|D) である．ϕi:Di → D から誘導される有理写像

ϕ′i:Γi · · · → Γ は正則写像になり，π∗i (ϕ∗i D
′|D) = ϕ′∗i (π∗D′|D) となる．

Γi
ϕ′i−→ Γ

πi

y yπ

Di
ϕi−→ D

すると，定理 3.5.3から，

deg ϕ′∗i (π∗D′|D) = (deg ϕ′i) · deg π∗D′|D
となる．

deg ϕ′i = [Rat(Γi) : Rat(Γ )] = [Rat(Di) : Rat(D)] = deg ϕi

だから，

(ϕ∗D · ϕ∗D′)S =
r∑

i=1

ai(Di · ϕ∗D′)S =
r∑

i=1

ai deg π∗i (ϕ∗i D
′|D)

=
r∑

i=1

ai(deg ϕ′i) · deg π∗D′|D = (deg ϕ) · deg π∗D′|D

= (deg ϕ) · (D ·D′)T

が得られる．

定理 5.3.10. (射影公式) S, T は非特異射影曲面で，ϕ:S → T は双有理全射正則

写像とする．D は T 上の因子，C は S 上の曲線であるとすると，

(ϕ∗D · C)S = (D · ϕ(C))T

が成り立つ．ただし，ϕ(C)が 1点のときは，(ϕ∗D · C)S = 0 である．

証明. 系 4.2.40より，D = P −N (P , N は非常にアンプルな因子)と表せるから，

D が ϕ(C) と異なる非特異代数曲線で，因子として非常にアンプルな場合に証明す

れば十分である．

もし，ϕ(C)が 1点ならば，Dは非常にアンプルだから，ϕ(C)を通らない A ∈ |D|
がある．ϕ−1(A) ∩ C = φ だから，(ϕ∗D · C)S = (ϕ∗A · C)S = 0 である．
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Γ = ϕ(C)が曲線の場合を考える．ϕ−1(Γ ) ⊃ C であるので，因子として

ϕ∗Γ = C +
r∑

i=1

aiEi (ただし，ϕ(Ei) は 1点)

と書ける．上の結果から，(ϕ∗D · Ei)S = 0 だから，前定理より，

(ϕ∗D · C)S = (ϕ∗D · ϕ∗Γ )S = (D · ϕ(C))T

である．

● 初版 p230～ 232, 新装版 p232～ 234. 定理 5.3.13

以下の原稿と差し替えて下さい．n 次元に一般化しました．

[差し替え原稿]

定理 5.3.13a. X は n 次元非特異射影多様体，π:Y → X は点 P ∈ X でのブ

ロー・アップとし，E = π−1(P ) をその例外集合とする．このとき，次が成り立つ．

(1) D は X 上の (n− 1) 次元閉部分多様体で，m = mult P D とし , D の強変換

を D̃ とするとき，

π∗D = D̃ + mE

(2) KY ∼ π∗KX + (n− 1)E

証明. (1) mP を OX,P の極大イデアルとし，(x1,. . ., xn)をその正則パラメータ

系，U ⊂ X を (x1,. . ., xn) を狭義座標系とする P の解析的開集合とする．話は局

所的だから，Y のかわりに，

Y0 =

{
(x1, . . . , xn;T1 : · · · : Tn) ∈ U × Pn−1

∣∣∣∣∣
任意の 1 5 i < j 5 n に

対して xiTj = xjTi

}

で考えれば十分である．Y0 内で Tn 6= 0 で定まる開集合を W とし，(s1,. . ., sn−1,

xn) (ただし si = Ti/Tn) を座標系として用いる．D の定義方程式を f ∈ OX,P とす

る．f ∈ mm
P −mm+1

P だから，f(x1,. . ., xn) の最低次の項は m 次式である．よって，

π∗f(x1, . . . , xn) = f(s1xn, . . . , sn−1xn, xn) = xm
n g(s1, . . . , sn−1, xn)

(g(s1,. . ., sn−1, xn) は xn で割り切れない)と表せる．g(s1,. . ., sn−1, xn) = 0 は

D̃∩W の定義方程式で，xn = 0 は E ∩W の定義方程式だから，

(π∗D)|W = (D̃∩W ) + m(E ∩W )

である．これは，Y0 内で Ti 6= 0で定まる開集合で考えても同じだから，π∗D = D̃+mE

である．
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(2) X0 = X − {P}, Y0 = Y − E とすると，π|Y0 :Y0

∼=−→ X0 である．X 上の

n 次有理微分形式 ωX をとる．ωY = π∗ωX は Y 上の n 次有理微分形式なので，

KX = div(ωX), KY = div(ωY ) と選んでおく．すると，(ωX)|X0 = (ωY )|Y0 なので，

(KX)|X0 = (KY )|Y0 となる．したがって，ある整数 k により，KY ∼ π∗KX + kE

と書ける．

以下，k の値を決定する．(1)の証明の記号を用いる．ωU = dx1 ∧ · · · ∧ dxn と

選んでおく．ωU は U 上で極も零点も持たないので，KX |U = 0 である．よって，

(π∗KX)|Y0 = 0 である．ωW = π∗ωU を W の座標系 (s1,. . ., sn−1, xn) を用いて計

算する．1 5 i 5 n− 1 に対し，π∗dxi = d(sixn) = xn dsi + si dxn であるから，

π∗ωU = (xn ds1 + s1 dxn) ∧ · · · ∧ (xn dsn−1 + sn−1 dxn) ∧ dxn

= xn−1
n ds1 ∧ · · · ∧ dsn−1 ∧ dxn

となる．E|W = div(xn)で，ds1 ∧ · · · ∧ dsn−1 ∧ dxn は W 上で極も零点も持たない

から，(KY )|W = div(π∗ωU )|W = (n− 1)E|W である．これは，他の Ti 6= 0で定ま

る Y0 の開集合でも同様だから，(KY )|Y0 = (n−1)E が得られる．よって，k = n−1

である．

定理 5.3.13b. S は非特異射影曲面，π:T → S は点 P ∈ S でのブロー・アップ

とし，E = π−1(P ) をその例外集合とする．このとき，次が成り立つ．

(1) (E2)T = −1.

(2) C は S 上の閉曲線で，C の強変換を C̃ とし，m = mult P C とするとき，

m = (C̃ · E)T .

(3) (K2
T )T = (K2

S)S − 1.

(4) Pic(T ) ∼= Pic(S)⊕ ZE.

証明. (1) 点 P を通る S 上の曲線 C をとる．ただし，C は点 P で非特異であ

るとする．C の π による強変換を C̃ とすれば，前定理の (1)より π∗C = C̃ + E と

なる．

また，C の定義方程式を f とするとき，f ∈ mP − m2
P だから，mP の正則パラ

メータ系を取り替えて，f(x, y) = x と仮定できる．すると，π∗f(x, y) = x = sy だ

から，C̃ は s = 0, E は y = 0 で定義できる．したがって，C̃ と E は (s, y) = (0,

0) の 1点のみで横断的に交わる．したがって，(C̃ · E)T = 1 である．

射影公式により，(π∗C · E)T = (C · π(E))S = 0 である．0 = (π∗C · E)T =

(C̃ · E)T + (E2)T で，(C̃ · E)T = 1 より，(E2)T = −1 である．
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(2) 射影公式により，

0 = (C · π(E))S = (π∗C · E)T = (C̃ · E)T + m(E2)T

である．(1)より，(E2)T = −1 だから，(C̃ · E)T = m である．

(3) は (1)と KT ∼ π∗KS + E より簡単に証明できる．

(4) E 以外の T 上の曲線 Γ に対し，C = π(Γ ) とおくと，C は S 上の曲線で，

C の強変換は Γ と一致する．したがって，Pic(T ) は π∗(Pic(S)) と E によって生

成される．

● 初版 p232, 新装版 p234. 定理 5.3.14の直後

サリスキーの主定理 (旧 定理 5.3.7)をこの場所に移動します．

[追加原稿]

定理 5.3.14b. (ザリスキーの主定理, Zariski’s main theorem) X, Y が正規射影代

数多様体で，ϕ:X → Y が双有理正則写像ならば，任意の Q ∈ Y に対し ϕ−1(Q)は

連結である．

証明. 定理 5.3.6cと定理 5.3.14より，すぐわかる．

● 初版 p233, 新装版 p235. (5.5)式

誤:

OT (WL) = OT (W0 ∩WL) + OT (W1 ∩WL) (5.5)

正:

OT (WL) = OT (W0 ∩W ′) + OT (W1 ∩W ′) (5.5)

● 初版 p233, 新装版 p235. (5.6)式以降.

定理 5.3.15の (5.6)式以降を，以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

OT (W0 ∩W1) = OT (W0) + OT (W1) (5.6)

を証明することのみである．U は局所座標系 (x, y)を持つ座標開集合で，xX1 = yX0

が成り立つと仮定してよい．s = X1/X0, t = X0/X1 とおくと，(x, s)が W1 の局所座

標系，(y, t)が W0 の局所座標系になる．RU = OS(U)とするとき，OT (W0) = RU [s],

OT (W1) = RU [t]である．他方，OT (W0 ∩W1) = RU [s, 1/s] = RU [s, t] = RU [t, 1/t]

なので，(5.6)が成立する．
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● 初版 p234, 新装版 p236. 命題 5.3.17の証明

まず，単純誤植として，g̃S と書かれているところ 3ケ所を h̃S に修正して下さい．

あと，次の変更 (説明追加)をします．

旧: h̃S ∈ H0(S, OS(D)) であることは容易に確認できる．

新: 必要なら D を線形同値なものに取り替え，D の成分上に P が含まれないと仮定

してよい．すると，E 上での hT の極の位数は一定であり，hT |E :E → P1 は定数関

数となる．よって，hS(P ) = hT (E) ∈ P1 の値は確定する．ところが，hS は P の

近傍で極を持たないので hS(P ) ∈ C である．したがって，h̃S ∈ H0(S, OS(D)) で

ある．

● 初版 p235, 新装版 p237. 定理 5.4.1の証明

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. 定理 4.2.34aを F = OS(D) として用いればよい．

● 初版 p236, 新装版 p238. 定理 5.4.3の証明の 4行目

誤: であるるので，

正: であるので，

● 初版 p236, 新装版 p238. 定理 5.4.3の証明の 5～ 6行目

式変形の途中の過程を詳しくしました．

[差し替え原稿]

χ(OS(D)) = χ(OS(B)) = χ(OS(B − C)) + χ(OC(B))

= χ(OS) + deg B|C + 1− g(C)

= χ(OS) + (B · C)S + χ(OC) = χ(OS) + (D2)S + χ(OC)

● 初版 p236～ 237, 新装版 p238～ 239. 第 5.4.3項

セールの双対定理の証明を書くことにしました．ただし，この場所に入れる証明

としては非常に難しいです．

[差し替え原稿]

定理 5.4.4. (セールの双対定理, Serre duality) X が n 次元非特異射影代数多様

体，D が X 上の因子のとき，各 r ∈ Z に対し
Hr(X, OX(D)) ∼= Hn−r(X, OX(KX −D))∨
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が成立する．ここで，C-ベクトル空間 V に対し，V ∨ = HomC(V , C) である．

この定理の証明には，第 6.3節で解説するホモロジー代数の諸知識が必要になる．

以下に，6.3節の知識を仮定した証明を書いておくので，さしあたって飛ばして読ん

でもらい，後日，気が向いたら参照してほしい．

さて，X は n 次元射影多様体で X ⊂ PN とする．さらに，任意の点 P ∈ X に対

して OX,P はコーエン・マコーレイ局所環であると仮定する．このとき，X はコー

エン・マコーレイであるという．X が非特異ならは，この仮定は満たされることに注

意する．以下，本項では「層」は簡易層ではなく定義 6.2.1で与えるものを意味する．

R はネーター局所環，M は R-加群，T ⊂ M とする．

ann(T ) =
{
a ∈ R

∣∣任意の x ∈ T に対して ax = 0
}

と書く．x1,. . ., xn ∈ Rが M -正則列のとき，その ann(M)を法とする同値類 x1,. . .,

xn ∈ R/ ann(M) も M -正則列であるので，depthR M = depthR/ ann(M) M が成り

立つことに注意する．また，

Krull dimR M = Krull dimR/ ann(M)

と定義する．例えば R = OX,P , M = FP のとき，点 P の近傍における SuppF の

次元が Krull dimR M である．

depthR M = Krull dimR M が成り立つとき，M はコーエン・マコーレイ R-加群

であるという．上に述べたことから，R/I がコーエン・マコーレイ R-加群であるこ

とと，R/I がコーエン・マコーレイ環であることは同値であることに注意する．

補題 5.4.4b. (Ischebeck) Rは mを極大イデアルとするネーター局所環，k = R/m

とし , M , N は 0 でない有限生成 R-加群とする．このとき以下が成り立つ．

(1) i < depthR N −Krull dimR M に対して Exti
R(M N) = 0 である．

(2) M が長さ有限の射影的分解 (自由分解)を持つか，あるいは，N が長さ有限

の移入的分解を持つならば，

depthR− depthR M = sup
{
i ∈ Z

∣∣ Exti
R(M, N) 6= 0

}

である．特に，R が正則局所環 (またはゴレンシュタイン環)ならば i >

Krull dimR− depthR M に対して Exti
R(M R) = 0 である．

(1)の証明は [安藤]命題 7.5.13，(2)の証明は [安藤]命題 7.6.6を見よ．
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補題 5.4.4c. X ⊂ PN がコーエン・マコーレイ射影多様体ならば，i 6= N − nに

対して，

ExtiOPN (OX , OPN (KPN )) = 0

証明. 点 P ∈ X をとり，R = OPN ,P とする．また，Rにおける X の定義イデア

ルを I とおくと，点 P での局所化について
( ExtiOPN (OX , OPN (KPN ))

)
P

= Exti
R(R/I, R)

が成り立つ．R は正則局所環で，depthR R/I = Krull dimR R/I = n なので，前補

題より結論を得る．

ωX = ExtN−n
OPN

(OX , OPN (KPN ))

とおく．これを X の dualizing sheafという．特に，ωPN = OPN (KPN ) である．

ωX が埋めこみ X ⊂ PN に依存しないことは，以下で順次証明される．

補題 5.4.4d. X ⊂ PN がコーエン・マコーレイ射影多様体ならば，任意の OX -

加群 F に対して，以下が成り立つ．

Exti−N+n
OX

(F, ωX) ∼= Exti
OPN

(F, OPN (KPN ))

証明. 定理 6.3.16を T1(G) = HomOPN (OX , G), T2(G) = HomOX
(F, G) として

用いて，スペクトル系列

Ep,q
2 = RpT2(RqT1(OPN (KPN ))) =⇒ En = Rn(T2 ◦ T1)(OPN (KPN ))

を構成する．

(T2 ◦ T1)(G) = HomOX

(
F, HomOPN (OX , G)

) ∼= HomOPN (F, G)

であることは容易に証明できる．前補題と定理 6.3.3(7)(証明は [安藤] 定理 5.2.3 参

照)より，Ei−N+n,N−n
2

∼= Ei が分かるので，結論を得る．

補題 5.4.4e. X ⊂ PN が射影多様体ならば，OX -加群 F に対して，次の形の完

全系列が存在する．

s⊕

i=1

OPN (ai) −→
t⊕

j=1

OPN (bj) −→ F −→ 0

ここで，s, t, ai, bj は適当な整数である．
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証明. 補題 4.2.33dの完全系列をとり，さらに，Kを Fと考えて再び補題 4.2.33d

を適用すればよい．

この完全系列を以下何度か利用するので，

E1 =
s⊕

i=1

OPN (ai), E2 =
t⊕

j=1

OPN (bj)

とおき，E1 → E2 → F → 0 と書く．

補題 5.4.4f. 下の図式は C-ベクトル空間の可換図式で，横の 2 行はいずれも完

全系列であるとする．

L1
f1−→ L2

f2−→ L3
f3−→ L4

f4−→ L5

h1

y h2

y yh4

yh5

M1
g1−→ M2

g2−→ M3
g3−→ M4

g4−→ M5

もし，h1 が全射, h2 と h4 が同型写像，h5 が単射ならば，同型写像 h3:L3 → M3

で，h3 ◦ f2 = g2 ◦ h2, h4 ◦ f3 = g3 ◦ h3 を満たすものが存在する．(ただし，h3 は一

意的ではない.)

証明は基底を使って議論するだけで簡単なので省略する．

補題 5.4.4g. X ⊂ PN が射影多様体ならば，任意の連接な OPN -加群 F に対し

て，以下が成り立つ．

Exti
OPN

(F, ωPN ) ∼= HN−i(X, F)∨ 1©

証明. P = PN と略記する．

Step 1. X = PN , F = E1, E2 の場合に 1©が成立することを証明する．
F = OP(d) の場合に証明すれば十分である．定理 6.2.34より，

Exti
OP(OP(d), ωP) ∼= Hi

(
P, HomOP(OP(d), ωP)

) ∼= Hi(P, OP(−N − d− 1))

である．定理 4.2.32, 定理 4.2.32bより，F = OP(d) の場合には 1©が成立すること
がわかる．

Step 2. i = 0 の場合に 1©を証明する．
一般に，完全系列 · · · → M1 → M2 → M3 → · · ·が存在するとき，その双対加群

について完全系列 · · · → M∨
3 → M∨

2 → M∨
1 → · · ·が存在することに注意する．
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以下の可換図式が存在することは容易に証明できる．ここで，横の 2 本の系列は

完全であり，Step 1の結論より 3項目と 4項目の上下は同型である．

0 −→ HomOX
(F, ωP) −→ HomOP(E2, ωP) −→ HomOP(E1, ωP)y∼= y∼= y∼=

0 −→ HN (X, F)∨ −→ HN (P, E2)∨ −→ HN (P, E1)∨

補題 5.4.4fより，i = 0 の場合に 1©が成立することがわかる．
Step 3. i = 1 の場合を考える．

補題 5.4.4eの証明で述べたように補題 4.2.33dの完全系列 0 → K → E2 → F → 0

をとる．可換図式

Exti−1
OP (E2, ωP) −→ Exti−1

OP (K, ωP) −→ Exti
OP(F, ωP) −→ Exti

OP(E2, ωP)

∼=
y fi−1

y ygi

y∼=
HN−i+1(X, E1)∨ −→ HN−i+1(X, K)∨ −→ HN−i(X, F)∨ −→ HN−i(X, E1)

を考える．iに関する帰納法を Kと Fに適用すると図式を可換にする同型写像 fi−1

と gi−i が存在するので，補題 5.4.4fより図式を可換にする同型写像 gi が存在する．

定理 5.4.4h. X ⊂ PN がコーエン・マコーレイ射影多様体，Fが OX -加群のと

き，i ∈ Z に対して以下が成り立つ．
Exti

OX
(F, ωX) ∼= Hn−i(X, F)∨

特に，Hn(X, ωX) ∼= C で，ωX は埋めこみ X ⊂ PN に依存せず同型を除いて一意

的に定まる．

証明. Step 1. OX -加群 F に対して，

T i
1(F) = Exti

OX
(F, ωX), T i

2(F) = Hn−i(X, F)∨

とおく．T 0
1 , T 0

2 は連接 OX -加群の圏から C-ベクトル空間の圏への左半完全反変関

手である．また，OX -加群の完全系列 0 → F → G → H → 0に対して，以下の完全

系列が存在する．
0 → T 0

1 (H) → T 0
1 (G) → T 0

1 (F) → T 1
1 (H) → T 1

1 (G) → T 1
1 (F) → T 2

1 (H) → · · ·
0 → T 0

2 (H) → T 0
2 (G) → T 0

2 (F) → T 1
2 (H) → T 1

2 (G) → T 1
2 (F) → T 2

2 (H) → · · ·
T 0

1 , T 0
2 については，補題 5.4.4d, 補題 5.4.4gより,

T 0
1 (F) = HomOX

(F, ωX) ∼= ExtN−n
OPN

(F, OPN (KPN ))

∼= Hn(X, F) = T 0
2 (F)
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である．もし，任意の連接 OX -加群 F に対して F の局所自由分解 (命題 6.2.31a

参照)

· · · d2−→ P2
d1−→ P1

d0−→ P0
ε−→ F −→ 0 (∗)

で，任意の i = 1 と任意の j = 0 に対して，T i
1(Pj) = T i

2(Pj) = 0 を満たすような

ものが存在するならば，定理 6.2.32aまたは定理 6.2.24の証明のように

T i
1(F) ∼= Ker T 0

1 (di)/ Im T 0
1 (di−1) ∼= KerT 0

2 (di)/ Im T 0
2 (di−1) ∼= T i

2(F)

が成立することが証明でき，定理の結論が得られる．そこで，以下，上の性質を満

たす局所自由分解が存在することを証明する．

Step 2. m À 0, i = 1 のとき T i
1(OX(−m)) = 0 を示す．

定理 6.2.34より，Lが可逆 OX -加群ならば，

Exti
OX

(L, ωX) ∼= Hi
(
X, HomOX

(L, ωX)
) ∼= Hi(X, ωX ⊗OX

L∨)

である．特に，L = OX(−m) の場合，ωX ⊗OX
L∨ = ωX(m)だから，定理 4.2.34a

より，i = 1, m À 0 のとき，

Exti
OX

(OX(−m), ωX) ∼= Hi(X, ωX(m)) = 0

となる．

Step 3. Fが局所自由 OX -加群で，m À 0, i = 1 のとき T i
2(F(−m)) = 0 を示す．

補題 5.4.4gより，

HN−i(X, F(−m))∨ ∼= Exti
OP(F(−m), ωP) ∼= Exti

OP(F, ωP(m))

である．P ∈ X ⊂ P をとる．FP
∼= O⊕r

X,P であるから，M := FP はコーエン・マ

コーレイ R := OP,P 加群である．補題 5.4.4bより，i 6= N − n のとき
( ExtiOP(F, ωP(m))

)
P

= Exti
R(M, R) = 0

となる．よって，i 6= N − n のとき ExtiOP(F, ωP(m)) = 0である．系 6.3.18と定理

6.3.3(7)より，

Exti
OP(F, ωP(m)) ∼= Hi−N+n(P, ExtN−n

OP (F, ωP(m))) ∼= Hi−N+n(P, ωX(m))

である．定理 4.2.34aより，m À 0, i 6= 0 のとき Hi(P, ωX(m)) = 0 である．よっ

て，m À 0, i 6= n のとき HN−i(X, F(−m)) = 0 となる．

Step 4. T i
1(Pj) = T i

2(Pj) = 0 (∀i = 1, ∀j = 0)を満たす F の局所自由分解 (∗)が
存在することを証明する．

Step 2, 3より，ある m0 ∈ Nをとると，任意の m = m0 と任意の i = 1に対して，

T i
1(OX(−m)) = T i

2(OX(−m)) = 0となる．定理 4.2.35bより，ある m1 ∈ Nをとる
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と，任意の m = m1 に対して，ある自然数 r と全射 ϕ:O⊕r
X −→ F(m)が存在する．

m2 = max{m0, m1} とおくと，m = m2 のとき，全射 OX(−m)⊕r −→ F (∃r ∈ N)

が存在する．そこで，P0 = OX(−m)⊕r とおく．

P1 以降は，射影的分解を構成するときの要領で，上と同様に順次構成していけば

よい．

Step 5. Hn(X, ωX) ∼= Extn
OX

(OX , ωX) ∼= H0(X, OX) ∼= C である．また，別

の埋めこみ X ⊂ PN ′
によって定まる dualizing sheaf ω′X に対し，HomOX

(ω′X ,

ωX) ∼= Hn(X, ω′X)∨ ∼= C である．同様に，HomOX
(ωX , ω′X) ∼= C なので，1 ∈ C

に対応する f :ω′X → ωX , g:ωX → ω′X は f ◦ g = id, g ◦ f = id を満たすので，同型

写像である．

補題 5.4.4i. X ⊂ Pn は非特異射影多様体，Iは OPN における X の定義イデア

ルとする．すると，以下が成り立つ．

ωX
∼= HomOX

(
N−n∧

(I/I2), OX(KPN )

)

証明. n = dim X, r = N − n とおく．X は非特異だから，点 P ∈ X の PN に

おける座標開集合 U を十分小さく選べば，P の局所座標系 (x1,. . ., xn, f1,. . ., fr)

で，I(U) = (f1,. . ., fr) ⊂ OPN (U) であり，かつ，(x1,. . ., xn) が X ∩ U における

P ∈ X の局所座標系であるようなものが存在する．

S = OPN ,P , I = IP , R = OX,P = R/I, ωS = ωPN ,P , ωR = ωX,P とおく．S にお

ける fj の像を aj ∈ S とする．Rはコーエン・マコーレイ環で，a = (a1,. . ., ar) ⊂ S

は S-加群 R についての R-正則列になっている．また，I = Sa1 + · · · + Sar であ

る．例えば，[安藤]系 7.1.2, 定理 8.1.8より，

ωR =
( ExtrOPN (OX , OPN (KPN )

)
P
∼= Extr

S(R, ωS)

であって，これは R の標準加群 ([安藤]定義 8.1.2参照)である．Rはゴレンシュタ

イン環だから，ωR
∼= Rである ([安藤]定理 8.1.7参照)．特に，ωX は可逆 OX -加群

である．

L は e1,. . ., er を基底とする自由 S-加群，

Ki = Ka
i =

i∧
L (i 個の L の交代積)

とする．つまり，Ki は，
{
ej1 ∧ · · · ∧ eji

∣∣ 1 5 j1 < j2 < · · · < ji 5 r
}
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を基底とする自由 S-加群である．di = da
i : Ki → Ki−1 を，

da
i (ej1 ∧ · · · ∧ ejr ) =

r∑

k=1

(−1)k−1ajk
ej1 ∧ · · · ∧ ejk−1 ∧ ejk+1 ∧ · · · ∧ eji

と定義すると，di−1 ◦ di = 0 を満たし，

· · · → K2
d2−→ K1

d1−→ K0 −→ R −→ 0

(K0
∼= S)は R = S/I の S-自由分解になる ([安藤] 定理 7.6.3(2) 参照)．di:Ki →

Ki−1 から誘導される写像を

δi = δa
i : HomS(Ki−1, ωS) −→ HomS(Ki, ωS)

とすると，ホモロジー代数の一般論から，

ωR = Extr
S(R, ωS) ∼= Ker δr+1/ Im δr

であることが導かれる．δr+1 はゼロ写像で，Kr
∼= S だから，Ker δr+1 = HomS(S,

ωS) = ωS , Im δr = IωS である．よって，以下の同型写像が存在する．

ρa:ωR = Extr
S(R, ωS)

∼=−→ ωS/IωS

da
i の定義は正則列 aの選び方に依存していた．よって，同型 ρa も aの選び方に依存

する．b = (b1,. . ., br) ⊂ S を別の R-正則列で, I を生成するものとする．ある cij ∈ S

が存在して bi =
r∑

j=1

cijaj と書ける．Kb
1 の基底を e′1,. . ., e′r とし，e′i =

r∑

j=1

cijej で

Ka
k → Kb

k を定める (そうしないと di と可換にならない)．r 次正方行列 (cij) の行

列式を γ とすると，r 次の部分については db
r (e′1 ∧ · · · ∧ e′r) = γda

r (e1 ∧ · · · ∧ er)が

成り立つ．よって，ρb = γρa である．

L =
r∧

I/I2 とおく．1 ∈ R に a1 ∧ . . . ∧ ar の L における同値類を対応される写

像 ϕa:R −→ L は同型写像である．ϕb = γϕa が成り立つ．ρa と ϕa から同型写像

ψP :ωR = Extr
S(R, ωS)

∼=−→ HomR(L, ωS/IωS)

を作ると，これは正則列 a の選に方に依存しない同型写像になる．言い換えると ψP

は P の局所座標系の選び方に依存せずに，一意的に定まる．

L =
r∧

I/I2 とおく．ψP は P の十分小さいアフィン開近傍 U ⊂ PN に延長で

きて，

ψU :ωX |U = ExtrOU
(L|U , OU (KPN )) −→ HomOX∩U

(L|U , OX∩U (KPN ))
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は標準的に定まる同型写像になる．点 P を X 上を動かすとき，この同型は自然に

貼り合わさって，同型

ψX :ωX
∼= HomOX

(L, OX(KPN ))

を定める．

なお，OPN (KPN ) が PN の標準加群であることの正当性については，[安藤] 系

8.5.18の証明を見よ．PN の座標環 S = C[X0,. . ., XN ] を局所次数付き環と考えた

ときの次数付き標準加群は KS = S(−N − 1) (次数を −N − 1 シフトした次数付き

加群)である．

定理 5.4.4j. X ⊂ PN が非特異射影多様体のとき次が成り立つ．

ωX
∼= OX(KX)

証明. OPN における X の定義イデアルを I とする．参考 4.3.9aで説明したよう

に，完全系列

0 −→ I/I2 −→ Ω1
PN ⊗OPN OX −→ Ω1

X −→ 0

が存在する．n = dim X, r = N − n として，上の完全系列より，

OX(KPN ) ∼=
(

N∧
Ω1
PN

)
⊗OPN OX

∼=
(

n∧
Ω1

X

)
⊗OX

(
r∧

I/I2

)

∼= OX(KX)⊗OX

(
r∧

I/I2

)

である．これと前補題より，

OX(KX) =
n∧

Ω1
X
∼= HomOX

(
r∧

I/I2, OX(KPN )

)
∼= ωX

である．

さて，定理 5.4.4を証明する．定理 5.4.4h, 定理 5.4.4j, 命題 6.2.28, 定理 6.2.30

より，

Hn−i(X, OX(KX −D))∨ ∼= Exti
OX

(OX(KX −D), ωX)
∼= Exti

OX
(OX(KX −D), OX(KX))

∼= Exti
OX

(OX , OX(D))
∼= Hi(X, OX(D))

を得る．
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● 初版 p237, 新装版 p239. 定義 5.4.5の 7, 8, 10 行目

(3ケ所)

誤: N1(S)

正: N1(S)

● 初版 p237, 新装版 p239. 定義 5.4.5と定理 5.4.6の間

以下の命題を追加して下さい．

[追加原稿]

命題 5.4.5b. S は非特異射影曲面で，A はアンプル因子，D は 0 でない因子で

D = 0 とする．すると，(A ·D)S > 0 である．

証明. m À 0 に対し mA は非常にアンプルで，(mA ·D)S = m(A ·D)S だから，

最初から Aが非常にアンプルである場合に証明すればよい．点 P ∈ SuppD をとる．

ベルティニの定理の証明からわかるように，P ∈ SuppA′ となるような A′ ∈ |A|で，
しかも A′ のどの既約成分も SuppD に含まれないようなものがとれる．このとき，

P ∈ SuppA′ ∩ SuppD は有限集合だから，交点数の定義 (定義 5.1.1)に戻って考え

れば，(A ·D)S = (A′ ·D)S > 0 である．

● 初版 p237, 新装版 p239. 定理 5.4.6とその証明

(6ケ所)

誤: N1(S)

正: N1(S)

● 初版 p237, 新装版 p239. 定理 5.4.6の 3行目

誤: C1,. . ., Cρ を N1(C) の基底とし，

正: C1,. . ., Cρ を N1(S) の基底とし，

● 初版 p237, 新装版 p239. 定理 5.4.6の証明の最初の 6行

定理 5.4.6の証明の冒頭の 6 行を以下の原稿に差し替えて下さい．表現を変更し

ただけですが．

[差し替え原稿]

証明. 上の命題より，アンプル因子 H は (H2)S > 0を満たすので，J は少なくと

も 1つ正の固有値を持つ．R-因子 D の同値類を [D] ∈ N1(S) で表す．

W =
{
[D] ∈ N1(S)

∣∣ (D ·H)S = 0
}
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とおく．Qは Rで調密だから，整数係数因子 Dが [D] ∈ W を満たすとき (D2)S < 0

であることを示せば，定理が証明される．(D ·H)S = 0 である．

● 初版 p238, 新装版 p2401. 第 5.4.4項の直後

以下の「第 5.4.4b項 ザリスキー分解」を追加して下さい．

[追加原稿]

5.4.4b. ザリスキー分解

定義 5.4.6b. S は非特異射影曲面，D は S 上の R-因子とする．S 上の任意の曲

線 C に対し，(D · C)S = 0が成り立つとき，D はネフ (nef)であるという．

定理 5.4.6c. (ザリスキー (Zariski)分解) S は非特異射影曲面，D = 0は S 上の

因子とする．このとき，以下の条件 (1), (2), (3), (4)を満たす Q-因子 P , N =
r∑

i=1

aiEi

(ai ∈ Q, Ei は曲線)が一意的に存在する．この D = P + N を D のザリスキー分

解という．

(1) D = P + N .

(2) P はネフで，P = 0, N = 0.

(3) 各 i = 1,. . ., r に対して (P · Ei)S = 0.

(4) N の交点行列
(
(Ei · Ej)

)
i,j
は負定値．

証明. D =
n∑

i=1

biCi (bi ∈ N, Ci は曲線)，

V := {D′ ∣∣ D′ はネフな R-因子で 0 5 D′ 5 D
}

とおく．D1 =
n∑

i=1

ciCi, D2 =
n∑

i=1

c′iCi ∈ V に対し，D3 =
n∑

i=1

max{ci, c′i}Ci とおく．

例えば cj = c′j のとき (D3 · Cj)S = (D1 · Cj)S = 0 だから D3 もネフで，D3 ∈ V

となる．V は Rn の部分位相空間として完備だから，V には 5 について最大元

P =
n∑

i=1

piCi が存在する．V の定義より，P はネフである．N = D − P とおく．

(P · Ei)S > 0 となる N の成分 Ei が存在すると，0 < ε ¿ 1 のとき P + εEi もネ

フで，P + εEi ∈ V となって P の最大性に矛盾する．よって，(3)が成立する．ま

た (E2
i )S = 0 と仮定すると，0 < ε ¿ 1 のとき P + εEi ∈ V となって P の最大性

に矛盾するので，(E2
i )S < 0 である．
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(4)を示す．N の交点行列が負定値でないと仮定すると，ある R-因子 Z =
r∑

i=1

eiEi

で (Z2)S = 0を満たすものが存在する．Z = Z+−Z− (Z+ = 0, Z− = 0)と表すとき，

(Z2
+)S +(Z2

−)S = (Z2)S = 0だから，(Z2
+)S = 0または (Z2

−)S = 0である．そこで最

初から Z > 0と仮定してよい．もし Z がネフならば，0 < ε ¿ 1のとき P +εZ ∈ V

となって P の最大性に矛盾するので，Z はネフでなく，(Z ·Ei)S < 0を満たす Eiが

存在する．Z1 := Z− (Z · Ei)S

(E2
i )S

Ei とおく．(Z2
1 )S = (Z2)S − (Z · Ei)2S

(E2
i )S

> (Z2)S = 0

である．また，(Z1 · Ei)S = 0, 0 < Z1 < Z である．

Z から Z1 を作ったように，Z1 から Z2 を作り，以下同様に Zk から Zk+1 を

作る．Z > Z1 > Z2 > · · · > 0 なので，R-因子の列 {Zk}k の極限 Z∞ が R-因子

として存在する．(Z2
∞)S > (Z2)S = 0 だから Z∞ > 0 である．Z∞ の構成法か

ら，(Z∞ · Ei)S < 0 を満たす Ei は存在しないので，Z∞ はネフである．すると，

0 < ε ¿ 1 のとき P + εZ∞ ∈ V となって P の最大性に矛盾する．よって，(4)が

成立する．

(P ·Ei)S = 0 より
r∑

j=1

aj(Ej ·Ei)S = (N ·Ei)S = (D ·Ei)S ∈ Zである．aj はこ

の整数係数連立方程式の解として定まるので，ai ∈ Qである．よって，P , N は Q-

因子である．

最後に D のザリスキー分解の一意性を証明する．D = P + N = P ′ + N ′ を 2通

りのザリスキー分解とする．N ′ =
r+r′∑

i=1

a′iEi とし，E =
r∑

i=1

min{ai, a
′
i}Ei とおく．

D0 = D − E, N0 = N − E, N ′
0 = N ′ − E とすると，N , N ′ の交点行列は負定値な

ので，

0 = (N2
0 )S = ((P + N0) ·N0)S = (D0 ·N0)S = ((P ′ + N ′

0) ·N0)S = 0

となり，(N2
0 )S = 0 を得る．N の交点行列は負定値なので，N0 = 0 である．同様

に，N ′
0 = 0 が導かれるので，N = E = N ′ となりザリスキー分解の一意性がわか

る．

系 5.4.6d. 上の定理の仮定のもと，分数 a1,. . ., ar の分母の最小公倍数を m0 と

する．このとき，任意の m ∈ N に対して以下が成り立つ．
H0(S, OS(mm0D)) ∼= H0(S, OS(mm0P ))

証明. M を mm0D の可動部分とする．M はネフである．D = P + N が D のザ

リスキー分解ならば，mm0D = mm0P + mm0N は mm0D のザリスキー分解にな
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る．mm0P は mm0P 5 mm0D を満たすネフな R-因子の中で最大なものであるか

ら，M 5 mm0P である．よって，

H0(S, OS(M)) ⊂ H0(S, OS(mm0P )) ⊂ H0(S, OS(mm0D))

である．命題 4.2.17より，H0(S, OS(M)) = H0(S, OS(mm0D)) であるから，結

論を得る．

● 初版 p238～ 239, 新装版 p240～ 241. 補題 5.4.7

補題 5.4.7を以下の原稿と差し替えて下さい．証明を修正し，大幅に丁寧に書き直

しました．

[差し替え原稿]

補題 5.4.6e. S, T は非特異射影代数曲面，A ⊂ S と B ⊂ T は有限集合で，

ϕ: (S −A) → (T −B) は双有理全射正則写像であるとする．すると，ある正則写像

ϕ̃:S → T で，ϕ̃|(S−A) = ϕ を満たすものが存在する．

証明. 点 P ∈ A をとり，P の座標開集合 U : (x, y) をとる．同型写像 ϕ∗ を通し

て Rat(T ) = Rat(S) と考える．

t = (t0 : t1) ∈ P1 に対して ft = t1x− t0y とおき，U 上で ft = 0で定まる曲線を

Ct とする．また，ϕ(Ct −A) の T における閉包を Γt とする．Γt は射影曲線で，命

題 2.5.17の証明と同様な議論で ϕ から正則写像 ϕt:Ct → Γt が定まる．

E =
{
ϕt(P )

∣∣ t ∈ P1
}

とおく．E は T 上のある代数的集合で，ある正則写像による P1 の像になっている

から，E は射影曲線であるか 1点であるかのいずれかである．

もし E が 1 点ならば，ϕ(P ) = E として ϕ を P まで正則に延長できるから，E

が射影曲線の場合を考える．ϕ−1(E −B) の S における閉包を F とすると，F は射

影曲線である．勝手な点 Q ∈ F −Aをとる．ある t ∈ P1 が存在して ϕ(Q) ∈ Γt ∩E

であるから，Q ∈ Ct ∩ F であり，結局 Q = P となって矛盾する．

上の証明からわかるように，一般に，非特異代数曲面の間の支配的有理写像

ϕ:S · · · → T の不確定点の像は，何本かの有理曲線の和集合である．

補題 5.4.7. S, T が非特異射影代数曲面で，ϕ:T → S が同型写像でない全射

双有理正則写像ならば，ある点 P ∈ S を選んで，P を中心とするブロー・アップ

π:X → S を作ると，ある正則写像 ψ:T → X が存在し，ϕ = π ◦ ψ と分解できる．
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証明. 点 P ∈ S は ϕ−1(P ) が 1 点でないような点とする．T は正規だから，

ϕ−1(P ) が 2 点以上からなる有限集合になることはなく，ϕ−1(P ) は曲線を含む．

π:X → S を P を中心とするブロー・アップとし，E = π−1(P ) ⊂ X とする．有理

写像 ψ = π−1 ◦ϕ:T · · · → X が正則写像であることを証明する．S−ϕ−1(P ) 上では

ψ は同型写像であるので，ψが正則写像でないとすれば，ψ の不確定点 Qが ϕ−1(P )

上に存在する．まず，Qが ϕ−1(P ) の非特異点である場合を考える．つまり，Q を

含む ϕ−1(P ) の既約成分 C は唯一であって，Qは C の非特異点であると仮定する．

(x1, x2)を点 P のある座標近傍 W における局所座標系とする．W 上で xi = 0で

定まる代数的集合は既約曲線 Γi であると仮定してよい．Γ̃i を Γi の ϕによる強変換

とする．すなわち Γ̃i は ϕ−1(W ) 上の既約曲線で，ϕ(Γ̃i) = Γi を満たすものとする．

例えば，Q /∈ Γ̃1 と仮定しても一般性を失わない．点 Q の座標近傍 U を U ∩ Γ̃1 = φ

であり，U が C 以外の ϕ−1(P ) の既約成分を含まないようにとる．ϕ−1(W ) 上で

は ϕ∗xi = 0 で定まる代数的集合は重複度を無視すれば
(
ϕ−1(P ) ∪ Γ̃i

) ∩ ϕ−1(W )

であるので，U 上での ϕ∗x1 の零点集合は C ∩ U である．UFD OT,Q において

ϕ∗x1 = αym (α は可逆元)と素因数分解し，t を適当に選び，必要なら U を小さく

とり直して，αは OT (U)で可逆で，(t, y)が U の局所座標系で，U における C の

定義方程式が y = 0 で，tが C ∩ U での広義局所座標になるようにできる．必要な

ら x1 のかわりに x1 + βx2 (β ∈ C)をとり，β を少し動かしても m の値が変わらな

いようにしておく．必要なら，同様に x2 も適当に選び直すと，U 上のある正則関数

h により，ϕ∗x2 = ymh(t, y) (h は y の倍数でない)と書ける．

ブロー・アップの構成法から，E∩W 6= φであるような X のアフィン開集合W で，

広義座標系 (t1, y1)を持ち，π∗x1 = y1, π∗x2 = t1y1 を満たすものが選べる．同型写像

ϕ∗: Rat(S) → Rat(T ), π∗: Rat(S) → Rat(X)を通して Rat(T ) = Rat(S) = Rat(X)

と考えれば，y = x1 = y1 である．また，この関数体の中で，

h(t, y) =
x2

ym
=

t1y1

ym
= αt1

である．よって，ψ∗t1 = α−1h(t, y) である．ψ∗y1 = y も ψ∗t1 = α−1h(t, y) も U

で正則だから，Q′ ∈ U に対して

ψ(Q′) =
(
y1(Q′), α(Q′)−1h(Q′)

) ∈ X

であり，ψ は Q の近傍で正則である．これは，Qが不確定点であることに反する．

今の考察からわかるように，C ∩U において α−1h(t, y)が定数関数であれば ψ(C)

は 1点であるが，そうでない場合には ψ(C ∩U)は E の空でない開集合である．特

に，Γ̃2 ∩C 6= φ となる既約成分 C を選べば，C 上で α−1h(t, y)は定数関数でない
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(Γ̃2 ∩ C で 0 であるが，それ以外の点では 0 でない)から，ψ(C ∩ U) は E の空で

ないザリスキー開集合になる．

ところで，ϕ−1(P ) の特異点は有限集合であるから，ある有限集合 A ⊂ S, B ⊂ T

を選べば ψ: (S −A) → (X −B)は正則写像になる．上の補題から，ψ:S → X は正

則写像である．

上の証明において，その最終的な結果から C は非特異曲線であり，後の系 5.4.8

から m = 1 であることがわかる．

補題 5.4.7b. S, T は非特異射影曲面で，f :T → S は点 P ∈ S を中心とするブ

ロー・アップとする．このとき，ρ(T ) = ρ(S) + 1 である．

証明. E = f−1(P ) とするとき，定理 5.3.13bより Pic(T ) ∼= Pic(S)⊕ ZE である

ので，ρ(T ) 5 ρ(S) + 1である．もし，ρ(T ) = ρ(S) とすると，E ≡ f∗D (算術的同

値)を満たす S 上の R-因子 D が存在する．S 上の任意の因子 D′ に対して，

(D ·D′)S = (E · f∗D′)T = (f(E) ·D′)T = 0

であるので，D′ ≡ 0である．よって，E ≡ 0であるが，これは (E2)T = −1と矛盾

する．よって，ρ(T ) = ρ(S) + 1 である．

● 初版 p239, 新装版 p241. 系 5.4.8の証明

系 5.4.8の証明を以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. ϕが同型でない場合に証明すればよい．補題 5.4.7より，ある点でのブロー・

アップ π1:S1 → S0 = S によって，ϕ:T
ψ−→ S1

π1−→ S0 と分解できる．T 6∼= Siである

限り，Siをブロー・アップする操作を繰り返す．ρ(T ) = ρ(Si) = ρ(Si−1)+1 = ρ(S)+i

だから，この操作は ρ(T )− ρ(S) 回で終わり，T ∼= Si となる．

● 初版 p239～ 240, 新装版 p241～ 242. 定理 5.4.10とその証明

定理 5.4.10を以下の原稿と差し替えて下さい．証明を大幅に丁寧に書き直しました．

[差し替え原稿]

定理 5.4.10. (エンリッケス・カステルヌボーの定理, Enriques-Castelnuovo) S が

非特異射影曲面で，C ⊂ S が C ∼= P1 かつ (C2)S = −1 を満たす曲線ならば，ある

非特異射影曲面 Y と全射正則写像 f :S → Y が存在し，f(C)は 1点で，U = S−C

とおくと f |U :U → (Y − f(C)) は同型写像となる．また，f :S → Y は点 f(C) を
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中心とする Y のブロー・アップと同一視できる．このような C を第 1 種例外曲線

(exceptioal curve of the first kind)とか，(−1)-曲線という．また，この f :S → Y

を C のコントラクション (contraction)という．

証明. A を S 上の非常にアンプルな因子とし，m = (A · C)S , L = A + mC とお

く．定理 5.4.1より，H1(S, OS(A)) = 0 と仮定してよい．

まず，0 5 k 5 m を満たす任意の整数 k に対し，H1(S, OS(A + kC)) = 0 であ

ることを証明する．

今，0 5 k < m とし，H1(S, OS(A + kC)) = 0 であると仮定する．完全系列

0 −→ OS(A + kC) −→ OS(A + (k + 1)C) −→ OC(A + (k + 1)C) −→ 0

が存在し，C ∼= P1 で deg(A + (k + 1)C)|C = m− k − 1 = 0 より，H1(C, OC(A +

(k + 1)C)) = 0 である．したがって，完全系列
0 = H1(S, OS(A + kC)) −→ H1(S, OS(A + (k + 1)C))

−→ H1(C, OC(A + (k + 1)C)) = 0

より，H1(S, OS(A + (k + 1)C)) = 0 となる．

以上より，H1(S, OS(L− C)) = 0 であるから，コホモロジー完全系列

H0(S, OS(L)) −→ H0(C, OC(L)) −→ H1(S, OS(L− C)) = 0

から，制限写像 LS(L) → LC(L)が全射であることがわかる．Bs |A| = φ であるか

ら，Bs |L| = Bs |A + mC| ⊂ C である．C ∼= P1 で，P1 上の因子は固定点を持たな

いから，L|C は固定点を持たない．また，H0(C, OC(A + mC)) ∼= H0(C, OC) ∼= C
なので，補題 4.2.42a(2)より Bs |L| = φ であり，ΦL は正則写像になる．また，補

題 4.2.42a(1)より，ΦL(C) は 1 点である．

Y = ΦL(S) とし，ΦL の終域の制限を f :S → Y とおく．f(C) = ΦL(C) は 1 点

である．他方，U = S −C 上では L|U = A|U で，ΦL|U = ΦA|U であり，Aは非常

にアンプルだから，f |U = ΦA|U :U → f(U) は同型写像である．

Y が非特異であることを証明する．P = f(C), IC を OX における C の定義イデア

ル，mを OY における点 P の定義イデアルとし，局所環 OY,P の極大イデアルを mP

とする．十分小さいアフィン開集合 U 3 P をとると，h ∈ IC(f−1(U))は C 上では

0 なので，h ∈ m(U) とみなすことができるので，m(U) = IC(f−1(U)) = f∗IC(U)

である．よって，m = f∗IC である．これより，

mP /m2
P = f∗(IC/I2

C)(P ) = (IC/I2
C)(f−1(P )) = H0(C, IC/I2

C)

である．また，IC = OS(−C), I2
C = OS(−2C) で，完全系列

0 −→ OS(−2C) −→ OS(−C) −→ OC(−C) −→ 0
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が存在するから，IC/I2
C
∼= OC(−C) である．一般に，C = P1 上の因子 D1, D2

について，deg D1 = deg D2 であれば OC(D1) ∼= OC(D2) であるから，deg C|C =

(C2)S = −1 より，OC(−C) ∼= OP1(1) である．したがって，

mP /m2
P
∼= H0(C, IC/I2

C) ∼= H0(P1, OP1(1)) ∼= C2

となり，OY,P は正則局所環である．したがって，Y は非特異である．

f :S → Y がブロー・アップであることは，系 5.4.8からわかる．

● 初版 p241, 新装版 p243. 定義 5.5.1の 3行目

誤: Sing(C) /∈ SuppD1 ∪ SuppD2

正: Sing C ∩ SuppD1 = φ かつ Sing(C) ∩ SuppD2 = φ

● 初版 p241, 新装版 p243. 定義 5.5.1の最後から 3行目

旧: deg D|C = (D · C)S

新: deg D|C = (D · C)S = (D1 · C)S − (D2 · C)S

● 初版 p242. 新装版 p244. 定理 5.5.2の証明の 3行目

誤: D = C1 − C2 と書ける．

正: D ∼ C1 − C2 と書ける．

● 初版 p243, 新装版 p245. 定義 5.5.4の 5～ 7 行目

誤: ただし，|D| = P(LX(D)∨) のアフィン部分空間 Λに対しては，対応する複素ベ

クトル空間 V ⊂ LX(D) は一意的に定まる．

正: ただし，複素ベクトル空間 V ⊂ LX(D) に対し．対応するアフィン部分空間

Λ = V ∨/C× = P(V ∨) ⊂ P(LX(D)∨) = |D| は一意的に定まる．

● 初版 p243, 新装版 p245. 定義 5.5.4の 10 行目

誤: ΦV (P ) = (f1(P ) : · · · : fn(P )) = P(V ∨)

正: ΦV (P ) = (f1(P ) : · · · : fn(P )) ∈ P(V ∨)

● 初版 p243, 新装版 p245. 定義 5.5.4の 13～ 21行目

以下の原稿と差し替えて下さい.

[差し替え原稿]

曲面 S の場合に戻る．正規化 π:C ′ → C から定まる単射

π∗:H0(C, OC(D)) −→ H0(C ′, OC′(π∗D))
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の像を V ⊂ H0(C ′, OC′(π∗D))とする．もし，dimC V = 2ならば，ΦV :C ′ → P(V ∨)

は正則写像である．有理写像 ΦV ◦π−1:C · · · → P(V ∨)を，ΦD|C :C · · · → P(LC(D)∨)

と書き，D|C が定める有理写像という．
もし，ΦD|C が正則写像で中への同型写像であり，

Bs V :=
{
P ∈ C

∣∣任意の f ∈ V に対して f(P ) = 0
}

= φ

であるとき D|C は非常にアンプルであるという．また，ある m ∈ N が存在して
mD|C が非常にアンプルになるとき，D|C はアンプルであるという．

● 初版 p243, 新装版 p245. 定義 5.5.5の 1行目

旧: S が非特異射影曲面で，C が S 上の特異点を持つ曲線のとき，

新: 定理 4.3.8の類推として，S が非特異射影曲面で，C ⊂ S が特異点を持つ射影曲

線のとき，

● 初版 p244, 新装版 p246. 命題 5.5.6の証明の 1～ 6行目

命題 5.5.6の証明の 1～ 6行目を以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. W = C − Sing(C), W0 = π−1(W ) とするとき，KC′ |W0 = KC |W と仮定し
てよい．そこで，C の特異点 Qをとり，S における点 Q の近傍での局所座標系 (x,

y)を，Qが (x, y) = (0, 0)となるようにとる．また，C の定義方程式を f(x, y) = 0

とおく．f は 1次以下の項を持たない．fy =
∂f

∂y
等と書く．命題 4.3.8bより，

ResC

(
dx ∧ dy

f

)
=

dx

fy

であるので，ωS =
dx ∧ dy

f
, ωC =

dx

fy
とし，KS + C = div(ωS) とすれば，KC =

div(ωC) である．

● 初版 p245, 新装版 p247. 命題 5.5.8の直前

「が得られる．」の後に，以下の文を追加して下さい．

[追加する文] P ∈ Sing(C) ならば δP (C) = 1 であることに注意する．

● 初版 p246, 新装版 p248. 系 5.5.10の 1行目

旧: (非特異とは限らない)曲線 C が

新: (非特異とは限らない)射影曲線 C が

● 初版 p246, 新装版 p248. 系 5.5.10の証明の 3行目
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誤: = ((KS + C) · C)S = (C2)S + (C ·KS)

正: = ((KS + C) · C)S = (C2)S + (C ·KS)S

● 初版 p246, 新装版 p248. 系 5.5.10の証明の 7行目

旧: −2 5 deg KC′ < ((KS + C) · C)S 5 −2

新: −2 5 pa(C)− 2 = deg KC′ < ((KS + C) · C)S 5 −2

● 初版 p247, 新装版 p249. 定理 5.5.12の証明の 15 行目～最後

定理 5.5.12の証明のうち，r = 2 の場合の証明を以下の原稿と差し替えて下さい．

r = 2 の場合を考える．R の mによる完備化を R̂ とする．P を含む S の十分小

さい解析的開集合 U と，その狭義局所座標系 (x, y) を P が原点になるようにとる．

f(x, y)を U における C の定義方程式とする．C ′ における Qi の十分小さい解析的

開近傍を Wi とし，π(Wi) の U における定義方程式を gi ∈ R̂ とする．すると，R̂

において f = g1 · g2 · h と書ける．ここで，h は R̂ の可逆元である．自然な写像
ϕ: R̂ ∼= C[[X, Y ]]/(g1g2) −→ C[[X ,Y ]]/(g1)⊕ C[[X ,Y ]]/(g2)

ψ:C[[X ,Y ]]/(g1)⊕ C[[X ,Y ]]/(g2) −→ C[[T1]]⊕ C[[T2]] ∼= R̂′

を考える．dimC Cokerψ ◦ϕ = δP (C) = 1である．ところが，Cokerϕ 6= 0なので，ψ

は同型写像で，Cokerϕ ∼= Cでなければならない．ψ が同型だから，g1, g2 は X, Y

について 1次の項を持つ．X, Y を適当に 1次変換して，g1 の 1次の項は Y , g2 の

1次の項は aX + bY ((a, b) 6= (0, 0))であるとしておく．a 6= 0を示せば，P が単純

結節点であることがわかる．そこで，a = 0と仮定して矛盾を導く．g1 = Y + h1(X,

Y ), g2 = bY + h2(X, Y ) (h1, h2 はオーダー 2 以上の巾級数で b 6= 0)と書ける．

C[[X, Y ]]/(gi) = C[[X]]であるから，(c0 +c1X, c2 +c3X) ∈ C[[X, Y ]]/(g1)⊕C[[X,

Y ]]/(g1)という形の元を考えるとき，Im ϕに属するのは (c0 + c1X, c0 + c1X)とい

う形の元だけである．よって，dimC Cokerϕ = 2 となり矛盾する．

● 初版 p248, 新装版 p250. 定理 5.5.12の後

次の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

系 5.5.12b. C は P3 内の 3次曲線で，特異点を持つとする．すると，C は単純

尖点を 1 点だけ持つ有理曲線か，単純結節点を 1点だけ持つ有理曲線である．

証明. C は P3 内の 3 次曲線とする．H を P2 内の直線とするとき，C ∼ 3H,

KP2 ∼ −3H である．定理 5.5.9(2)より，

2pa(C)− 2 = ((KP2 + C) · C)P2 = ((3H − 3H) · 3H)P2 = 0
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であり，pa(C) = 1 である．よって，前定理より結論を得る．

● 初版 p248～ 250, 新装版 p250～ 252. 定理 5.5.13と定理 5.5.14

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定理 5.5.13a. S は非特異射影曲面，D は S 上の因子，V ⊂ H0(S, OS(D)) は

部分 C-ベクトル空間とする．

|V | = {
D′ ∈ |D| ∣∣ ∃f ∈ V − {0} によって D′ = D + div(f)

}

とおく．dimC V = 2 かつ Bs |V | =
⋂

D∈|V |
SuppD は曲線を含まないと仮定する．こ

のとき，|V | の一般の元は
r∑

i=1

Ci (Ci は S 上の曲線)と書け，各 Ci は Bs |V | 以外

の点で非特異で，かつ i 6= j のとき Ci ∩Cj ⊂ Bs |V |である．特に Bs |V | = φ なら

ば，|V | の一般の元は何本かの互いに交わらない非特異曲線の和集合である．

証明. |V |の普遍族と呼ばれる多様体 π:X → P(V ) = |V |を構成する．r = dimC V

とし，a = (a1 : · · · : ar) ∈ P(V ) に対し，ΦD:S · · · → P(V ∨) による P(V ∨) 内の超

平面 Ha : a1X1 + · · ·+ anXn = 0 の引き戻しを Da = Φ∗DHa ∈ V として，

π−1(a) = Da × a ⊂ X ⊂ S × P(V )

となるように，X と πを定める．正確に言うと，以下のようになる．fi = Φ∗i (Xi/Xr)

として V の基底 f1,. . ., fr を作り，S のアフィン開集合 U 上での D∩U の定義方程

式を g とする．gfi は U 上で正則で，その零点が Xi = 0で定まる超平面の引き戻し

を定めるので，h =
r∑

i=1

gfiXi = 0で定まる U ×P(V ∨)の超曲面が X ∩(
U ×P(V ∨)

)

である．

ヤコビアン判定法により，X の特異点 P = (x, a) (x ∈ S, a ∈ P(V )では外微分が

dh(P ) = 0 となる．dh(P ) = 0 ならば (gf1)(x) = (gf2)(x) = · · · = (gfr)(x) = 0 で

あるので，x ∈ Bs |V |である．したがって，Sing(X) ⊂ (
Bs |V |×P(V )

)∩X である．

定理 5.1.12の証明から，π:X → P(V ) の一般ファイバーは Sing(X) の外では非

特異である．これより結論を得る．

定理 5.5.14a. S は非特異射影曲面で，Aは非常にアンプルな S 上の因子とする．

(1) 任意の相異なる 2点 P , Q ∈ S に対し，P , Q を通る非特異曲線 C と，C を

成分に含む因子 D ∈ |A|が存在する．
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(2) P ∈ S と，接ベクトル 0 6= t ∈ TS,P を任意に与えたとき，P を通る非特異

曲線 C で t ∈ TC,P を満たすものと，C を成分に含む因子 D ∈ |A|が存在す
る．ここで，包含写像 ι:C ⊂−→ S から定まる自然な単射 TC,P −→ TS,P に

よって TC,P ⊂ TS,P と考える．

証明. ΦA(S) と S を同一視することにより，S ⊂ Pn = P(LS(A)∨) と仮定して

よい．(n = h0(S, OS(A))− 1 = 2) Pn の超平面全体の集合を (Pn)∨ とする．定理

4.2.37の証明のように，x ∈ S に対し，

Bx =
{
H ∈ (Pn)∨

∣∣ TS,x ⊂ H
} ⊂ (Pn)∨

とおく．dimBx 5 n− 3である．また，x ∈ H /∈ Bx ならば H ∩ S は xで非特異で

ある．

(1) Pn 内の直線 PQ を L とする．もし，L ⊂ S ならば，C = L とし，C を含む

超平面と S の交わりを D とすればよい．そこで，L ∩ S = {P1,. . ., Pr} 3 P , Q と

仮定する．

V =
{
f ∈ H0(S, , OS(A))

∣∣ f(P ) = f(Q) = 0
}

とおく．dimC V = (n + 1)− 2 = n− 1 である．また,

|V | = P(V ) =
{
H ∈ (Pn)∨

∣∣ P ∈ H かつ Q ∈ H
}

とみなせる．Bs |V | = L ∩ S = {P1,. . ., Pr} である．前定理より，|V | = P(V ) のあ

る空でない開集合 U で，任意の D ∈ U は Bs |V | 以外の点で非特異になるようなも
のが存在する．dimU = dim V − 1 = n− 2 で，BP1 ∪ · · · ∪BPr

は n− 3 次元の閉

部分集合なので，U の一般の元は非特異曲線である．その非特異曲線を D とすれば

よい．

(2) 点 P を通り，方向ベクトルが t であるような直線を L とすれば，(1)の証明

と全く同様である．

● 初版 p251, 新装版 p252. 定理 5.5.15(2)の 4行目

誤: |LX(D)| は無限に近い 2点を分離するとか，

正: |D| は無限に近い 2 点を分離するとか，

● 初版 p251, 新装版 p252. 定理 5.5.15の証明の 8行目

誤: Φ|D| = Φ|π∗D| ◦ π

正: Φ|π∗D| = ΦD ◦ π

● 初版 p251, 新装版 p252. 定理 5.5.15の証明の 9行目



139

誤: 点 P における接ベクトル t1 6= t2 ∈ TX,P

正: 点 P における 1次独立な接ベクトル t1, t2 ∈ TX,P

● 初版 p252～ 253, 新装版 p254～ 255. 補題 5.5.16～定理 5.5.17

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

補題 5.5.16a. S は非特異射影曲面，D は S 上の因子で D = 0 とする．このと

き，以下が成り立つ．

(1) 任意の点 P ∈ SuppD に対し，P を通る (非特異とは限らない)ある射影曲

線 CP ⊂ S と自然数 m0(P )が存在し，以下の条件 (a), (b), (c) を満たすとする．

(a) (D · CP )S = 0.

(b) 任意の m = m0(P ) に対して H0(CP , OCP
(mD)) 6= 0.

(c) 任意の m = m0(P ) に対して，

ψm:H0(S, OS(mD)) −→ H0(CP , OCP
(mD))

は全射である．

すると，ある自然数 nが存在し，任意の整数 m = nに対して Bs |mD| = φとなる．

(2) S 内の任意の非特異曲線 C に対し (D ·C)S > 0が成り立ち，かつ，ある自

然数 m0 = m0(C)が存在し，任意の自然数 m = m0 に対し，

ψm:H0(S, OS(mD)) −→ H0(C, OC(mD))

は全射であると仮定する．すると，D はアンプルである．

証明. 一般に代数多様体 X の閉部分集合列 X ⊃ F1 ⊃ F2 ⊃ · · · があると，ネー
ター環においてイデアルの増大列が昇鎖条件を満たすことの双対として，ある n0 ∈ N
が存在して Fn0 = Fn0+1 = · · · を満たす．

(1) Φm = Φ|mD|, Sm = Φm(S) とする．πP :C ′P → CP を CP の正規化とする．

系 3.5.17より，もし (D · CP )S > 0 ならば，m = 2g(C ′P ) + 1 のとき mπP ∗D は

C ′P 上の非常にアンプルな因子であるので，Bs |mπ∗P D| = φである．(D ·CP )S = 0

のときも，m = 2g(C ′P ) + 1 のとき mπ∗P D|C′
P
∼ 0なので，Bs |mπ∗P D| = φである．

いずれの場合も，定理 4.2.42a(3)より，P /∈ Bs |mD| である．

Bs |mD| ⊃ Bs |(m + 1)D| ⊃ · · ·で，
∞⋂

m=1

Bs |mD| = φであるので，ある n ∈ Nが

存在して，任意の m = n に対して Bs |mD| = φ となる．
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(2) (D · C)S > 0 ならば，m À 0 のとき，曲線のリーマン・ロッホの定理から，

dimH0(C, OC(mD)) = m(D · C)S + 1− g(C) > 0

であることに注意する．(1)より，Φm:S → Sm は正則写像である．そこで，十分大

きい mを固定し，D を mD でおきかえて，最初から Bs |D| = φで，任意の m ∈ N
に対し Φm は正則であると仮定してよい．

(I) ある m ∈ Nが存在して Φm は単射となることを示す．

勝手な 2点 P 6= Q ∈ Sをとる．P , Qを含む非特異曲線 C ⊂ Sをとる．Φm = Φ|mD|,

φm = ΦmD|C :C → P(LC(mD)∨) とすると，定理 4.2.42aより φm = Φm|C が成り
立つ．φm も正則写像である．ある m2(P , Q) ∈ Nが存在して，m = m2(P , Q) の

とき，φm(P ) 6= φm(Q) より Φm(P ) 6= Φm(Q)が成り立つ．いま，

Fn =
{
(P, Q) ∈ S × S

∣∣ Φn(P ) = Φn(Q)
}

は S × S の閉集合である．m > n のとき，全射正則写像 Φm,n:Sm → Sn が存在し

て Φn = Φm,n ◦ Φm を満たすので，Fm ⊂ Fn である．∆S を S × S の対角線集合

((P , P )という形の点全体の集合)とすると，上の考察から，
∞⋂

n=1

Fn = ∆S であるの

で，ある n0 ∈ Nが存在して，Fn0 = ∆S となる．すなわち，任意の P 6= Q ∈ S に

対し Φn0(P ) 6= Φn0(Q) である．つまり，m = n0 のとき，mD は前定理の条件 (1)

を満たす．

(II) P ∈ S と 1 次独立な接ベクトル t1, t2 ∈ TS,P を取る．

Q = Φm(P ) ∈ Sm, mP , mQ を OS,P , OSm,Q の極大イデアルとするとき，

Φ∗m:OSm,Q −→ OS,P が同型写像 ρP,m:mQ/m2
Q −→ mP /m2

P を誘導することを

示す．

φm(C) ⊂ Φm(S) ⊂ Pn = P(LS(mD)∨) と看做す．ある n1(P ) ∈ N が存在して
m = n1(P )のとき φm は同型写像であるから，φm(C)は非特異であり，点 Qを通る

P(LS(mD)∨) の超平面 H を適当に選ぶと，H は 点 Qにおける接ベクトル Φm(t2)

を含む．このことは，m = n1(P ) のとき，自然な写像 ρP,n:mQ/m2
Q −→ mP /m2

P が

全射であることを意味する．

Um =
{
P ∈ S

∣∣上のように構成される ρP,m:mQ/m2
Q −→ mP /m2

P が全射
}

とおく．ρP,m は局所的に正則な関数を成分とする行列で表されるから，m = n1(P )

のとき Um は S のザリスキー開集合になる．そして n > m のとき Un ⊃ Um であ

る．よって，ある n2 ∈ Nが存在して，任意の m = n2 に対して Um = S がわかる．

つまり，m = n2 のとき，mD は前定理の条件 (2)を満たす．
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したがって，m = max{n0, n2} のとき，mD は非常にアンプルである．

補題 5.5.16b. S は非特異射影曲面，D は S 上の因子で，Bs |D| = φ かつ

N = dimCLS(D) = 2 とする．

(1) (D2)S 6= 0ならば，正則写像 ΦD:S → PN−1 による S の像 ΦD(S)は曲面で

ある．

(2) (D2)S = 0 ならば，ΦD(S) は曲線である．

証明. T = ΦD(S) とする．命題 4.2.23cより，T を含む PN−1 の最小のアフィン

部分空間は PN−1 だから，T は 1 点ではない．

(1) T が曲線であると仮定する．H, H ′ を PN−1 の一般の超平面とすると，命

題 4.2.23c より H ∩ T は何個かの点の和集合であり，また，H ∩H ′ ∩ T = φ と

なるようにできる．D1 = Φ∗DH, D2 = Φ∗DH ′ とするとき，D ∼ D1 ∼ D2 で，

SuppD1 ∩ SuppD2 = φである．よって，(D2)S = (D1 ·D2)S = 0となる．これは，

(D2)S 6= 0 に矛盾する．したがって，T は曲面である．

(2) T が曲面であると仮定する．H, H ′ を PN−1 の一般の超平面とすると，

H ∩H ′ ∩ T 6= φ なので，D1 = Φ∗DH, D2 = Φ∗DH ′ とするとき，(D1 ·D2)S > 0 と

なる．これは，(D2)S = 0 に矛盾する．

定理 5.5.17. (セールの定理の逆) S は非特異射影曲面で，A は S 上の因子とす

る．S 上の任意の因子 D に対しある整数 m0(D) ∈ Nが存在し，m = m0 を満たす

任意の整数 m に対し，

H1(S, OS(mA + D)) = 0, H2(S, OS(mA + D)) = 0

が成り立つならば，A はアンプルである．

証明. Step1. d(m, k) = dimCH0(S, OS(mA + kC)) とおく．m À 0, i = 1 のと

き Hi(S, OS(mA + kC)) = 0 なので，曲面のリーマン・ロッホの定理から，m À 0

のとき，以下が成り立つ．

d(m, k) = dimCH0(S, OS(mA + kC)) = χ(OS(mA + kC))

=
1
2
(
(mA + kC) · (mA + kC −KS)

)
S

+ χ(OS)

S 上の任意の非特異曲線 C に対して (A · C)S > 0 であることと，m À 0 のとき

|mA| 6= φ であることは，後で示すことにし，これを認めて先に進む．完全系列

0 −→ OS(mA− C) −→ OS(mA) −→ OC(mA) −→ 0
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が存在する．m À 0 のとき H1(C, OC(mA − C)) = 0 であるので，ψm:H0(S,

OS(mA)) −→ H0(C, OC(mA))が全射であることがわかる．すると，補題 5.5.16a(2)

から，A はアンプルである．

Step 2. S 上の任意の非特異曲線 C に対して (A ·C)S > 0であることを示す．曲

線のリーマン・ロッホの定理から，

0 5 dimCH0(C, OC(mA + kC)) = m(A · C)S + k(C2)S + 1− g(C) (∗)
である．k を固定して m → +∞ とすると，(A · C)S = 0がわかる．

以下，(A · C)S = 0 と仮定して矛盾を導く．k À 0 のときも k ¿ 0 のときも (∗)
が成り立つので，(C2)S = 0 である．すると，(∗)より, g(C) 5 1 である．

もし，g(C) = 1 とすると，m = 3 のとき mA|C ∼ 0 である．すると，h0(C,

OC(mA)) = 1 となって，矛盾する．

よって，g(C) = 0である．以下，Step 2の最後まで，C ∼= P1 の場合を考察する．

このとき，A|C ∼ 0である．このとき，任意の整数 mに対して H0(C, OC(mA)) = C
で，Bs

∣∣mA|C
∣∣ = φ である．

(KS · C)S =
(
(KS + C) · C)S = deg(KS + C)|C = deg KC = 2g(C)− 2 = −2

なので，(A · C)S = 0, (C2)S = 0 とあわせて，

d(m, k) =
m2(A2)S −m(A ·KS)S

2
+ k + χ(OS)

となる．k がどんなに小さい負の整数でも m À 0 に対して d(m, k) = 0 だから，

(A2)S = 0 でなければならない．

(A2)S = 0 と仮定してみる．k ¿ 0 でも d(m, k) = 0 だから (A ·KS)S < 0 であ

る．m À 0, i = 1 のとき Hi(S, OS(mA + KS)) = 0 なので，
0 5 dimCH0(S, OS(mA + KS)) = χ(OS(mA + KS))

=
1
2
(
(mA + KS) · (mA + KS −KS)

)
S

+ χ(OS)

=
1
2
m(A ·KS)S + χ(OS)

となる．これより，(A ·KS)S = 0 となり，矛盾する．

以上より，(A2)S > 0である．すると，m → +∞ のとき d(m, k) → +∞ なので，
m À 0 のとき |mA| 6= φ である．

m À 0 のとき，ψm:H0(S, OS(mA)) −→ H0(C, OC(mA)) ∼= C は全射なので，
補題 5.5.16a(1)より，Bs |mA| = φである．十分大きい自然数 m を固定して，正則

写像 Φ|mA|:S −→ P(LC(mA)∨) による S の像を T = Φ|mA|(S) とし，Φ|mA| の終

域を T に制限した写像を ϕ:S → T と書く．補題 5.5.16bより，T は曲面である．
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H0(C, OC(mA)) = C であったので，定理 4.2.42a(1)より ϕ(C) = Φ|mA|(C) は

1点である．P = ϕ(C) とし，OT,P の極大イデアルを mP とする．また，OS にお

ける C の定義イデアルを IC とする．定理 5.4.10の証明で述べたように，C ∼= P1,

deg C|C = (C2)S = d のとき，

mP /m2
P = ϕ∗(IC/I2

C)(P ) = (IC/I2
C)(ϕ−1(P )) = H0(C, IC/I2

C)

IC/I2
C
∼= OC(−C) ∼= OP1(−d)

である．いま，d = 0だから，mP /m2
P
∼= Cとなる．これは，点 P における T の接

空間の次元が 2 以上であることに矛盾する．以上で，(A · C)S > 0が証明された．

Step 3. m À 0 のとき |mA| 6= φ であることを示す．

Step 1の最後で述べたように，m À 0 のとき ψm:H0(S, OS(mA)) −→ H0(C,

OC(mA)) は全射である．(∗)で k = 0 の場合を考えると，(A · C)S > 0 だか

ら，m → ∞ のとき dimCH0(C, OC(mA)) −→ ∞ である．よって，dimCH0(S,

OS(mA)) −→∞ であり，|mA| 6= φ である．

● 初版 p254～ 255, 新装版 p256～ 257. 定理 5.5.18の証明

定理 5.5.18の証明を以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. 必要であることは明らかである．十分であることを示す．

(D2)S > 0 とすると，リーマン・ロッホの定理より，m À 0 のとき L(mD) 6= 0

または L(KS −mD) 6= 0 となる．もし，∀m À 0に対して L(KS −mD) 6= 0 とす

ると，D′ ∈ |KS −mD| をとるとき，(2)より，アンプルな曲線 C に対し，m À 0

のとき 0 5 (D′ ·C)S = ((KS −mD) ·C)S < 0 となり矛盾する．したがって，ある

m À 0に対して L(mD) 6= 0である．そこで，D のかわりに |mD| の元をとること
により，最初から D = 0 と仮定してよい．

(I) C を S 上の任意の曲線，B を S 上の任意の因子とするとき，ある自然数 m0

が存在し m = m0 ならば，H1(C, OC(mD + B)) = 0 となることを証明する．

π:C ′ → C を C の正規化として，定義 5.5.7で登場した完全系列

0 −→ OC −→ π∗OC′ −→
⊕

P∈Sing(C)

(R′P /RP ) −→ 0

を考える．この完全系列から，以下の完全系列が誘導される．

0 −→ OC(mD + B) −→ π∗OC′(π∗(mD + B)) −→
⊕

P∈Sing(C)

(R′P /RP ) −→ 0
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deg π∗D = (D · C)S > 0 だから系 3.5.17より，m À 0 のとき π∗(mD + B) は C ′

上の非常にアンプルな因子である．任意の f ∈ R′P /RP は十分大きな m を選べば

LC′(π∗(mD + B)) の元の像として書け，Sing(C) は有限次元集合なので，m À 0

のとき

H0
(
C ′, OC′(π∗(mD + B))

) −→
⊕

P∈Sing(C)

(R′P /RP )

は全射になることがわかる．このとき，コホモロジー完全系列を考えれば

H1
(
C, OC(mD + B)

) −→ H1
(
C ′, OC′(π∗(mD + B))

)

は単射であることがわかる．m À 0 のとき右辺は 0 になる．したがって，H1(C,

OC(mD + B)) = 0 となる．

(II) Bs |mD| = φ (m À 0)を証明する．

m À 0 とする．完全系列

0 −→ OS(mD + B − C) −→ OS(mD + B) −→ OC(mD + B) −→ 0

から得られるコホモロジー完全系列において，H1(C, OC(mD + B)) = 0 だから，

H1(S, OS(mD + B − C)) −→ H1(S, OS(mD + B)) は全射である．

D = C1 + · · · + Cr と既約曲線の和で書いて，B = −(C1 + · · · + Ci), C = Ci+1

の場合に上の結果を使えば，i = 0, 1,. . ., r − 1 に対して，m À 0 のとき，

H1(S, OS(mD − C1 − · · · − Ci+1)) −→ H1(S, OS(mD − C1 − · · · − Ci))

が全射であることがわかる．特に，H1(S, OS((m− 1)D)) −→ H1(S, OS(mD))は

全射である．自然数列 am = h1(OS(mD))は広義単調減少だから，ある m1 À 0が

存在し，m > m1 ならば，h1(OS(mD)) = h1(OS(m1D)) となる．すると，
H1(S, OS((m− 1)D)) ∼= H1(S, OS(mD − C1 − · · · − Cr−1))
∼= · · · ∼= H1(S, OS(mD − C1 − C2)) ∼= H1(S, OS(mD − C1))
∼= H1(S, OS(mD))

である．C1 の代わりに他の Ci をとっても同じことだから，m > m1 のとき H1(S,

OS(mD − Ci)) ∼= H1(S, OS(mD)) である．よって，

H0(S, OS(mD)) −→ H0(Ci, OCi
(mD))

は全射である．補題 5.5.16a(1)(b)の条件が成立することはすぐ確かめられるので，

補題 5.5.16a(1)より Bs |mD| = φが得られる．

(III) m À 0をとり Y = Φ|mD|(S)とし，Φ|mD|:S → P(L(mD)∨) = Pn の終域

を Y に制限した写像を ϕ:S → Y とおくとき，ϕ:S → Y は有限写像であることを

証明する．
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D のかわりに mD をとることにより，はじめから m = 1 で Bs |D| = φ と仮定

してよい．ϕ が有限写像でないとすると，ある Q ∈ Y に対し ϕ−1(Q) がある曲線

E ⊂ S を含む．Q を通らない Pn の超平面 H をとり D′ = ϕ∗H ∈ |D| とおくと，
(SuppD′) ∩E = φ となる．すると，0 = (D′ ·E)S = (D ·E)S > 0 となり，矛盾す

る．よって，ϕ は有限写像である．

(IV) m À 0 のとき H1(S, OS(mD)) = 0 であることを証明する．

定理 4.4.14より，

H1(S, OS(mD)) ∼= H1(Y, ϕ∗OS(mD))

が成り立つ．F = ϕ∗OS とする．定理 4.4.14より Fは局所自由 OY -加群であり，連

接な OY -加群の簡易層である．

ϕ∗OS(mD) ∼= F(m) であることを証明する．そうすると，定理 4.2.34a より

m À 0 のとき H1(S, F(m)) = 0だから，(IV)の結論が得られる．Pn の斉次座標系

を (X0 : · · · : Xn) とする．D = ϕ∗H となる Pn の超平面 H をとる．H は X0 = 0

で定まると仮定してよい．W ⊂ Y を Xi 6= 0 で定まるアフィン開集合とする．命

題 4.4.12(1)より，U = ϕ−1(W )は S のアフィン開集合である．Y の斉次座標環を

RY =
∞⊕

d=0

RY,d とし，RW = OY (W ) =
(
RY [1/Xi]

)
0
, AU = OS(U) とする．ϕ は

有限写像だから，AU はランク有限の自由 RW -加群である．H|W = div(X0/Xi),

D|U = div(ϕ∗(X0/Xi)) と書ける．(
F(m)

)
(W ) = (RW [1/Xi])m ·F(W ) = (RW [1/Xi])m ·AU

=
{

GV

Xk
i

∣∣∣∣ k ∈ N, V ∈ AU , G ∈ Rm+k

}

∼=
{

GV

Xm+k
i

·
(

Xi

X0

)m
∣∣∣∣∣ k ∈ N, V ∈ AU , G ∈ Rm+k

}

= (RW [1/Xi])0 ·AU ·
(
ϕ∗(Xi/X0)

)m =
(
OS(mD)

)
(U)

であるので，F(m) ∼= ϕ∗OS(mD) である．

(V) 任意の曲線 C ⊂ S に対して，m À 0 のとき H1(S, OS(mD − C)) = 0 で

あることを証明する．

ϕ(C) を含む Pn の超曲面 Z をとる．Z が d 次超曲面であれば Z ∼ dH で，

π∗Z ∼ dD である．dD ∼ B = C + C ′2 + · · ·+ C ′k (C ′i は曲線)となるような B を

とり，(II)の証明と同じ議論を行えば，m À 0 のとき，

H1(S, OS((m− d)D)) ∼= H1(S, OS(mD − C)) ∼= H1(S, OS(mD))
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がわかる．(IV)の結果とあわせて，H1(S, OS(mD − C)) = 0 を得る．

S 上の任意の曲線 C に対して H0(S, OS(mD)) −→ H0(C, OS(mD)) は全射で

あって，(D · C)S > 0 だから，補題 5.5.16a(2)より，D はアンプルである．

● 初版 p255～ 257, 新装版 p257～ 259. 補題 5.5.19と定理 5.5.20

補題 5.5.19と定理 5.5.20を以下の原稿と差し替えて下さい．元の補題 5.5.19は補

題 5.5.16bに移動し，別の補題に差し替えました．定理 5.5.20は，証明がより詳細・

丁寧になっています．

[差し替え原稿]

補題 5.5.19a. d = 1 かつ m1 = m2 = m3 = m4 = m5 = m6 = 0 かつ

d2 −
6∑

i=1

m2
i = −1, 3d−

6∑

i=1

mi = 1

を満たす整数 (d, m1, m2, m3, m4, m5, m6) の組は，(1, 1, 1, 0, 0, 0, 0)と (2, 1, 1,

1, 1, 1, 0) の 2個だけである．

証明. コーシー・シュワルツの不等式より，

(3d− 1)2 =

(
6∑

i=1

1 ·mi

)2

5
(

6∑

i=1

12

)(
6∑

i=1

m2
i

)
= 6(d2 + 1)

である．この不等式から，3d2 − 6d− 5 5 0が得られ，1 5 d 5 2 となる．

d = 1 のときは，m1 = m2 = 1, m3 = m4 = m5 = m6 = 0 である．

d = 2 のときは，m1 = m2 = m3 = m4 = m5 = 1, m6 = 0 である．

定理 5.5.20. P1,. . ., P6 は P2 内の 6点で，これらの 6点は同一の 2次曲線上に

なく，またどの 3点も同一直線上にないとする．このとき，これらの 6点で (順に)

ブロー・アップして得られる曲面を S とすると，S は P3 内の 3次曲面と同型である．

また，S ⊂ P3 と考えたとき，S 上には丁度 27本の直線 (P3 内の直線)が存在し，

この 27 本は S の第 1種例外曲線である．

証明. P2 の 6 点ブロー・アップを π:S → P2 とし，Ei = π−1(Pi) (1 5 i 5 6)と

する．L を P2 内の直線とするとき，

KS = π∗KP2 +
6∑

i=1

Ei = −3π∗L +
6∑

i=1

Ei

である．



147

また，P2 内の直線 PiPj を L̃ij とし，L̃ij の π による強変換を Lij とする

(1 5 i < j 5 6)．つまり，π∗L̃ij = Lij +Ei +Ej である．(L2
ij)S = (L̃2

ij)P2−2 = −1,

Lij
∼= P1 なので，Lij は第 1種例外曲線である．

さらに，P1,. . ., P6 のうちの Pi 以外の 5点を通る 2次曲線 C̃iが一意的に定まるが，

C̃i の π による強変換を Ci とする (1 5 i 5 6)．(C2
i )S = (C̃2

i )P2 − 5 = 22− 5 = −1,

Ci
∼= P1 なので，Ci は第 1 種例外曲線である．

さて，P1,. . ., P6 を通る P2 内の 3 次曲線の 1 つを Γ とし，Γ の π による強

変換を A とする．P1,. . ., P6 を通る P2 内の 3 次曲線全体の集合を Λ とすると，

Λ = P(LS(A)∨) とみなせる．つまり，LS(A) は P1,. . ., P6 上で 0 になる 3 変数 3

次斉次式全体の集合と同一視できる．補題 4.2.32b等より，

A ∼ 3π∗L−
6∑

i=1

Ei

dimLS(A) = dimCLP2(3L)− 6 = 10− 6 = 4

である．

Bs |A| = φ を示す．Q ∈ Bs |A| とすると，任意の C ∈ Λ に対し π(Q) ∈ C であ

る．したがって，π(Q) = Pi (∃i)である．すなわち，Q ∈ Ei である．ところが，Pi

を通る任意の直線 `に対し，`を点 Pi における接線とするような Λ の元が存在する

から，Ei ∩ Bs |A| = φ である．したがって，Bs |A| = φ である．そこで，正則写像

ΦA:S → P3 を考える．T = ΦA(S) とする．前補題から T は P3 内の曲面である．

ΦA:S → P3 の終域を T に制限した写像を f :S → T とする．f が同型写像であ

ることを証明する．U = S − (E1 ∪ · · · ∪E6), U ′ = P2 − {P1,. . ., P6}とする．U ′ の

任意の 2 点 (無限に近い 2 点を含む)は Λ のある元によって分離されるから，U 上

の 2 点は |A| の元で分離される．したがって，f |U :U → T は中への同型写像であ

る．また，(A · Ei)S = −(E2
i )S = 1 だから，f(Ei) は 1 点ではない．f は双有理だ

から f :Ei → f(Ei) は全単射である．したがって，f :S → T は全単射である．

Ei 上の 1 点 P と点 P における接ベクトルを与えると，f(P ) を始点とするベク

トルとそれに接する曲率円が対応して定まる．この曲率円に点 f(P ) で接する Λ の

元が存在するので，定理 5.5.15により Aは非常にアンプルであり，f は同型写像で

ある．

H, H ′ を P3 内の一般の平面とするとき．(H|T ·H ′|T )T = (A2)S = 9− 6 = 3 で

ある．これは，H ∩H ′ ∩ T が一般には 3点からなる集合であることを意味する．直

線 H ∩H ′ と T が 3 点で交わるのだから，T は P3 内の 3次曲面である．

(H|T · f(Ei))T = (A · Ei)S = 1 より，f(Ei) は P3 内の直線である．同様に，
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(A · Lij)S = 1, (A · Ci)S = 1 より，f(Lij), f(Ci) は P3 内の直線である．

C が T 内の直線のとき，KT = −H|T より，(KT · C)T = −1 で，C ∼= P1 より，

(C2)T = −1 である．したがって，C は第 1種例外曲線である．

逆に，C が T 内の第 1種例外曲線のとき，−1 = (KT ·C)T = −(H|T ·C)T より，

C と H は P3 内の 1点で横断的に交わる．したがって，C は P3 内の直線である．

T 内の第 1 種例外曲線 C に対し，f(C ′) = C となる S 内の第 1 種例外曲線 C ′

をとる．C ′ 6= Ei の場合を考える．mi = (C ′ ·Ei)S = 0とおく．π(C ′)が P2 内の d

次曲線になるとすると，C ′ ∼ dπ∗L−
6∑

i=1

miEi なので，

− 1 = (C ′2)S = d2 −
6∑

i=1

m2
i

1 = (C ′ · f∗H)S = 3d−
6∑

i=1

mi

(d = 1)となる．この連立方程式の非負整数解は前補題の通りだから，C ′ = Lij か，

C ′ = Ci しかありえない．

● 初版 p260, 新装版 p262. 演習問題 5.7の 2行目

誤: π̃: C̃3 → C3

正: π̃: C̃3 → C3
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第６章

● 初版 p261, 新装版 p.263. 定義 6.1.1の 1行目

旧: 連結なコンパクトな位相空間 X と

新: 連結かつコンパクトな位相空間 X と

● 初版 p261, 新装版 p.263. 定義 6.1.1(1)の 1行目

誤: Rd のある開集合 Wi と，

正: Rn のある開集合 Wi と，

● 初版 p262, 新装版 p.264. 定義 6.1.2の 1行目

旧: 連結なコンパクトな位相空間 X と

新: 連結かつコンパクトな位相空間 X と

● 初版 p265, 新装版 p.267. 命題 6.1.3の後の解説

命題 6.1.3の後の解説の 1～ 4 行目と 12～ 15 行目を削除して下さい．この部分

の解説は，定理 6.1.7の後に移動します．結局，命題 6.1.3と定理 6.1.4の間の解説

は，以下のようになります．

[修正後]

ϕ:X → Y が位相空間の間の連続写像のとき，X 内の特異 r-単体 f :σ → X に

対し，Y 内の特異 r-単体 ϕ ◦ f :σ → Y を対応させつことにより，R-準同型 Cr(X,

R) −→ Cr(Y , R) が得られる．この準同型写像から，ϕ∗:Hr(X, R) −→ Hr(Y , R)

が自然に誘導される．

代数多様体や代数的集合 X について特異ホモロジー群を考えるときは，ザリス

キー位相ではなく，解析的位相によって X を位相空間と考えて，特異ホモロジー群

を定義する．(ザリスキー位相で特異コホモロジーを考えると，ほとんどの高次ホモ

ロジー群が消滅してしまい，有用な情報は得られない.)

上の命題より，X が n 次元代数的代数多様体，または，n 次元複素多様体のとき，

r < 0 または r > 2n のならば Hr(X, R) = 0 であり，さらに，X が射影代数多様

体，または，コンパクト複素多様体ならば，H2n(X, R) ∼= R である．

次の 2つの定理の証明は簡単ではない．モース理論による証明は，[Mi]p.43～

46(定理 7.1～系 7.3)を参照せよ．なお，ホッジ理論を利用した Lefschetszの定理の

証明が [小林]定理 7.29にある．

● 初版 p266, 新装版 p.268. 定理 6.1.7の後
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以下の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

X は n 次元非特異射影代数多様体，Y は X の r 次元閉部分多様体とする．ある

2r-単体 σ1,. . ., σk で，Y = σ1 ∪ · · · ∪ σk,かつ i 6= j のとき σ◦i ∩ σ◦j = φを満たすも

のが存在する．ここで，σ は σ の閉包，σ◦ は σ の内部である．Y は閉部分多様体

で境界を持たないので，∂2r

(
σ1 + · · ·+ σk) = 0 である．そこで，σ の Im ∂K

2r+1 を

法とする同値類を [σ] と書くことにすると，

[Y ] = [σ1] + · · ·+ [σk] ∈ H2r(K, R) ∼= H2r(X, R)

と考えることができる．もう少し一般に，Y1,. . ., Yr が X の r 次元閉部分多様体の

とき，ai ∈ R を係数とする形式和

[Z] =
m∑

i=1

ai[Yi] ∈ H2r(X, R) ∼= H2r(X, R)

[Z] を Z が定める (代数的) r-サイクルという．

X が n コンパクト可微分多様体，Y が X の r 次元閉部分多様体のときも，上と

同様に，[Y ] ∈ Hr(K, R) ∼= Hr(X, R) と考えられる．命題 6.1.3において，同型写

像 ϕn:Hn(X, R) −→ Rを ϕn([X]) = 1となるように定めることができる．この ϕn

を標準的同型写像という．以後，Hn(X, R) = R とみなすときは，この標準的同型

写像を通して同一視する．H0(X, R) = R とみなすときも，1点 P のホモロジー類

[P ] ∈ H0(X, R) を 1 ∈ R に対応させるものとする．

● 初版 p267, 新装版 p.269. 定義 6.1.8項の 10～ 11行目

誤: 胞体 σ = ϕ(Br)には，Br ⊂ Rr から定まる自然な向きを正の向きとして，向き

を定めておく．また，σ̇ にも，σ の向きから自然に向きを定めておく．

正: 胞体 σ = ϕ(Br)には，Br ⊂ Rr から定まる自然な向きを正の向きとして，向き

を定めておく．また，σ̇ の境界の r− 1 次元の成分にも，σ の向きから自然に向きを

定めておく．

● 初版 p267, 新装版 p.269. 定義 6.1.8の 14行目

旧: W r とし，|W r| =
r⋃

i=0

⋃

σ∈W i

σ◦ とする．

新: W r とする．

● 初版 p267, 新装版 p.269. 定義 6.1.8の 17行目

旧: (3) σ ∈ W r ならば σ̇ ⊂ |W r−1|.
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新: (3) σ ∈ W r ならば，ある τ1,. . ., τk ∈
r−1⋃

i=0

W i により，σ̇ = τ◦1 ∪ · · · ∪ τ◦k と書

ける．

(解説) CW 複体の通常の定義としては，古い版の弱い (広い) 条件が普通ですが，

代数幾何で使う場合は，新しい (3)のもっと強い (狭い)条件で考えるほうが簡明だ

と思います．例えば，自分で定理 6.1.9を証明しようとするとき，新しい (3)の条件

下で証明するほうが，証明がずっと簡単になります．

● 初版 p.269. 参考 6.1.13の 3行目 (新装版では修正済み)

誤: −→ Hr(X, R) −→
⊕

p+q=r−1

TorR
1 (Hp(X, R), Hq(Y, R)) −→ 0

正: −→ Hr(X × Y, R) −→
⊕

p+q=r−1

TorR
1 (Hp(X, R), Hq(Y, R)) −→ 0

● 初版 p.269の最下行と p.270の 3行目, 新装版 p.271の最下行と p272の 3行目.

第 6.1.8項の 5, 8行目 (2ケ所)

誤: 順同型写像全体

正: 準同型写像全体

● 初版 p.270, 新装版 p.272. 定理 6.1.18(1).

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定理 6.1.18. (1) X は位相空間，K は Z を含む体であるとする．このとき，
f ∈ Cr = Cr(X, K) と x ∈ Cr = Cr(X, K) に対して，〈f , x〉 = f(x) ∈ K で定ま

る写像 Cr × Cr → K から，誘導される 2次形式

ϕ:Hr(X, K)×Hr(X, K) −→ K

は非退化である．特に，dimK Hr(X, K) = dimK Hr(X, K) である．

● 初版 p.271, 新装版 p.273. 定理 6.1.18の直後.

以下の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

ϕ:X → Y が位相空間の間の連続写像のとき，ϕから誘導される R-準同型 Cr(X,

R) −→ Cr(Y , R) の双対写像として Cr(Y , R) −→ Cr(X, R) がが得られる．この

準同型写像から，ϕ∗:Hr(Y , R) −→ Hr(X, R)が自然に誘導される．

● 初版 p.271, 新装版 p.273. 第 6.1.9項．
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第 6.1.9 項「カップ積」全体を以下の原稿と差し替えて下さい．記述を厳密にし，

キャップ積の説明を追加しました．

[差し替え原稿]

6.1.9. カップ積

Rn 内の (p + q)-単体 σ = 〈e0, e1,. . ., ep+q〉 に対して，p-単体 σ′ = 〈e0, e1,. . .,

ep〉 と，q-単体 σ′′ = 〈ep, ep+1,. . ., ep+q〉 を考える．
X は位相空間，r = p + q, Cr = Cp+q(X, R) は特異複体，Cr = C∨r はその

双対加群として得られるコホモロジー複体とする．Cr の元 ϕ:σ → X に対し，

ϕ′ = ϕ|σ′ :σ′ → X で ϕ′ ∈ Cp を定め，ϕ′′ = ϕ|σ′′ :σ′′ → X で ϕ′′ ∈ Cq を定める．

そして，f ∈ Cp と g ∈ Cq に対し，

〈f ∪ g, ϕ〉 = (f ∪ g)(ϕ) = f(ϕ′) · g(ϕ′′) = 〈f, ϕ′〉 · 〈g, ϕ′′〉 ∈ R

によって，写像 ∪:Cp × Cq −→ Cp+q を定める．このとき，

∂p+q(f ∪ g) = (∂pf) ∪ g + (−1)pf ∪ (∂qg)

が成り立つ．したがって，この写像 ∪ から，
∪:Hp(X, R)×Hq(X, R) −→ Hp+q(X, R)

が誘導される．これをカップ積 (cup product)という．

H∗(X, R) =
∞⊕

i=0

Hi(X, R)とおくと，H∗(X, R)はカップ積 ∪について (非可換)

環になる．

また，上のように ϕ, ϕ′, ϕ′′ をとり，g ∈ Cq に対し，

g ∩ ϕ = g(ϕ′′)ϕ′ ∈ Cp

と定める．この ∩ を線形に拡張することにより，準同型写像 ∩:Cq × Cp+q −→ Cp

が得られる．この写像は，

〈f ∪ g, ϕ〉 = (f ∪ g)(ϕ) = f(ϕ′) · g(ϕ′′) = f(g ∩ ϕ)

= 〈f, g ∩ ϕ〉
∂p(g ∩ ϕ) = (−1)p∂q(g) ∩ ϕ + g ∩ ∂p+q(ϕ)

を満たす．よって，∩ は準同型写像
∩:Hq(X, R)×Hp+q(X, R) −→ Hp(X, R)

を誘導する．これをキャップ積 (cap product)という．

● 初版 p.271～ 272, 新装版 p.273～ 274. 第 6.1.10項．
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第 6.1.10項「ポアンカレーの双対定理」全体を以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

6.1.10. ポアンカレーの双対定理

定理 6.1.19. (Poincaré の双対定理) (1) 向きづけられた連結コンパクト n 次

元可微分多様体 X に対し，

Hn−r(X, R) ∼= Hr(X, R)

が成り立つ．この同型写像は，g ∈ Hn−r(X, R)に対し，[X] ∈ Hn(X, R)とのキャッ

プ積 g ∩ [X] ∈ Hr(X, R) を対応させることによって得られる．この同型写像を標準

的同型写像という．

(2) X は n 次元コンパクト複素多様体とする．このとき，0 5 r 5 2n に対し，

カップ積

∪:Hr(X, Z)free ×H2n−r(X, Z)free −→ H2n(X, Z) ∼= Z
はユニモジュラーである．つまり，x1,. . ., xm を Hr(X, Z)free の基底，y1,. . ., ym

を H2n−r(X, Z)free の基底とするとき，xi ∪ yj を (i, j)-成分とする m 次正方行列

の行列式の絶対値は 1 である．

X は向きづけられた連結コンパクト n次元可微分多様体とし，ポアンカレーの双

対定理によって与えられる標準的同型写像を

µr:Hr(X, Z) −→ Hn−r(X, Z)

とする．また，[X] を 1に対応させて Hn(X, Z) = Z と考える．Y を X の p次元

部分多様体，Z を X の q 次元部分多様体とし，p + q = n と仮定する．このとき，

(Y · Z)X = µp(Y )∪ µq(Z) ∈ Hn(X, Z) = Z

として，Y と Z の交点数を定義する．

今，Y ∩ Z = {P1,. . ., Pm} で，各点 Pi で Y と Z は横断的に交わると仮定する．

点 Pi における Y の正の局所座標系 (y1,. . ., yp) と，Z の正の局所座標系 (z1,. . .,

zq) を並べて得られる X の座標系 (y1,. . ., yp, z1,. . ., zq) が正の座標系なら IPi(Y ,

Z) = +1，負の座標系なら IPi
(Y , Z) = −1 と定めるとき，

(Y · Z)X =
m∑

i=1

IPi(Y, Z)

が成り立つ．

X が n 次元非特異射影代数多様体のとき，Y ∈ H2r(X, Z) がある代数的サイク

ル [Z] ∈ H2n−2r(X, Z) によって Y = µ2n−2r([Z]) と書けるとき，Y を Z が定め
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るコホモロジー類という．また，Y は代数的サイクルという．そうでない H2r(X,

Z) の元を超越サイクルという．やや混乱する記号ではあるが，µ2n−2r([Z]) を単に

[Z] ∈ H2r(X, Z) と書く場合も多い．X 内の非特異とは限らない r 次元閉部分多様

体 Y と n− r 次元閉部分多様体 Z に対しても，上と同様にして交点数

(Y · Z)X = µ2r([Y ])∪ µ2n−2r([Z]) ∈ H2n(X, Z) = Z

が定義できる．これが第 5 章で定義した交点数と一致することは，次の定理で保証

される．

定理 6.1.20. X は n 次元非特異射影代数多様体，C は X 内の代数曲線，D は

X の因子とする．また，π: C̃ → C を C の正規化とする．このとき，

µ2([C])∪ µ2n−2([D]) = µ2n−2([D])∪ µ2([C]) = deg π∗D|C
が成り立つ．

● 初版 p.273～ 274, 新装版 p.275～ 276. 第 6.1.12項．

第 6.1.12項「チェック・ホモロジー群」全体を以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

6.1.12. チェック・ホモロジー群

双対的に，チェック・ホモロジー群が定義できるが，繁を避けて，強い仮定のもと

に説明する．

X は向きづけられたコンパクト n 次元可微分多様体で，有限単体分割 K を持つ

とする．K に属する n-単体 σ ∈ Kn に対し，σ を含む十分小さい開集合 Uσ を以下

の条件を満たすようにとる．

(1) Uσ は Rn と同相である．

(2) 任意の空でない部分集合 J ⊂ Kn に対し，UJ =
⋂

σ∈J

Uσ は Rn と同相である

か空集合であるかのいずれかである．

(3) 一般に，τ ∈ K に対し τ を面として含むKnの元全体の集合を σ1,. . ., σk ∈ Kn

とし，Uτ = Uσ1 ∩ · · · ∩ Uσk
とする．すると，τ1, τ2 ∈ K で τ1 ∩ τ2 = φ のと

き Uτ1 ∩ Uτ2 = φ である．

U = {Uσ}σ∈Kn は X の開被覆である．

Kr =
{
J ⊂ Kn

∣∣ #J = n− r + 1 かつ UJ 6= φ
}

Cr(U, R) =
⊕

J∈Kr

R · UJ
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とおく．ここで，R ·UJ
∼= Rは UJ を基底とするランク 1 の自由 R-加群である．定

義より，

Cr(U, R) ∼= Cn−r(U, R)

である．そこで，dn−r:Cn−r → Cn−r+1 を境界作用素 dr:Cr → Cr−1 であると定

義する．この複体 {Cr, dr}からチェック・ホモロジー群 Hr(U, R)が定義できるが，

定義からこれは Hn−r(U, R)と同型である．ただし，開被覆 Vが U の細分のとき，

自然な写像は，

Hr(V, R) −→ Hr(U, R)

という方向に走り，コホモロジーと反対向きになる．また，dr:Cr(U, R) −→ Cr+1(U,

R) は本質的には単体的複体の境界作用素 ∂K
r :Cr(K, R) −→ Cr+1(K, R) と同じよ

うな写像であるから，

Hr(U, R) ∼= Hr(K, R) = Hr(X, R)

となる．以上とポアンカレーの双対定理より，次の定理を得る．

命題 6.1.21a. 以上の仮定のもと，以下が成立する．

Hr(U, R) ∼= Hn−r(U, R)

Hr(U, R) ∼= Hr(K, R) ∼= Hr(X, R)

Hr(U, R) ∼= Hr(X, R)

上の定理から，X が非特異射影代数多様体のとき，解析的位相についてチェック・

コホモロジー群やチェック・ホモロジー群を考えれば，それは，特異単体や単体分割

や胞体分割を利用して定義したコホモロジー群やホモロジー群と一致する．(ザリス

キー位相で考えてはいけない.)

● 初版 p.276, 新装版 p.278. 定義 6.2.1の中の層化の定義の 4～ 8行目

旧: で，次の条件 (1), (2)を満たすもの全体の集合を F+(U) とする．

(1) 任意の点 Q ∈ U に対し，s(Q) ∈ FQ ⊂
⋃

P∈U

FP .

(2) 任意の点 Q ∈ U に対し，ある開近傍 Q ∈ W ⊂ U と元 t ∈ F(W ) が存在

し，任意の点 R ∈ W に対し，ϕWR:F(W ) → FR を自然な写像とするとき，

ϕWR(t) = s(R)が成り立つ．

新: で，次の条件 (5), (6)を満たすもの全体の集合を F+(U) とする．

(5) 任意の点 Q ∈ U に対し，s(Q) ∈ FQ ⊂
⋃

P∈U

FP .
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(6) 任意の点 Q ∈ U に対し，ある開近傍 Q ∈ W ⊂ U と元 t ∈ F(W ) が存在

し，任意の点 P ′ ∈ W に対し，ρWP ′ :F(W ) → FP ′ を自然な写像とすると

き，ρWP ′(t) = s(P ′)が成り立つ．

● 初版 p.276, 新装版 p.278. 下から 3～ 2行目

誤: ただし，F, G, Hが OX -加群の簡易層の場合には逆も成立する．

正: ただし，命題 4.1.18で証明したように，F, G, Hが連接な OX -加群の簡易層の

場合には逆も成立する．

● 初版 p.278, 新装版 p.280. 定義 6.2.3の最後の 2行

旧: また，テンソル積 F⊗OX
G は，

(
F⊗OX

G
)
(U) = F(U)⊗OX(U) G(U)

で定まる前層の層化として定義する．

新: また，テンソル積 F⊗OX
G は，

T(U) = F(U)⊗OX(U) G(U)

で定まる前層 T の層化として定義する．

● 初版 p.278, 新装版 p.280. 定義 6.2.4～定義 6.2.6

以下の原稿と差し替えて下さい．説明不十分な点がいろいろありました．

[差し替え原稿]

定義 6.2.4a. X 上の層 F に対し，
{
P ∈ X

∣∣ FP 6= 0
}

の閉包を SuppF と書き，F の台とかサポートという．

Y = SuppF とおくとき，F は以下のようにして Y 上の層とみなすことができ

る．Y の勝手な空でない開集合 U をとると，U = Y ∩W1 = Y ∩W2 を満たすよ

うな X の開集合 W1, W2 が存在するが，層化の定義から容易に証明できるように，

F(W1) = F(W2)が成り立つ．そこで，F′(U) = F(W1)によって Y 上の層 F′ を定

義することができる．F′ = F と同一視することによって，F を Y 上の層と考える．

同様に，Y ⊂ Z ⊂ X を満たす集合 Z に対し，Fは Z 上の層とみなすことができる．

定義 6.2.5a. X の何個かの閉部分多様体の和集合 Y に対し，Y = Supp(OX/I)

となるような OX の被約なイデアル Iが一意的に存在する．そこで，

F|Y = F/IF = F⊗OX
(OX/I)
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と定義し，F の Y への制限という．つまり，Y の開集合 U はある X の開集合 W

によって，U = W ∩ Y と書ける．そこで，前層 F′ を

F′(W ) = F(U)⊗OX(U) OY (W )

によって定義し，F′ を層化して得られる層を F|Y と定義する．
なお，Y ⊃ SuppF の場合には，F|Y は F を Y 上の層とみなしたものと一致す

ることに注意する．

定義 6.2.6a. (X, OX), (Y , OY ) は環付き空間で，連続写像 ϕ:X → Y が与え

られているとする．さらに，Y の各開集合 U に対し，環の準同型写像 ϕ∗U :OY (U)

−→ OX(ϕ−1(U)) が与えられていて，ϕ∗ = {ϕ∗U} が OY -加群としての準同型写像

になっているとする．このとき，ϕと ϕ∗ の組を環付き空間の写像といい，通常，単

に ϕ:X → Y と書く．

ϕ∗ を通して OX を OY -加群と考える．

Fが X 上の層のとき，Y の開集合 U に対して，(ϕ∗F)(U) = F(ϕ−1(U))によっ

て，Y 上の層 ϕ∗F を定める．ϕ∗F を F の順像 (direct image)という．F が OX -

加群ならば，ϕ∗F は OY -加群になる．

特に，Z が X の閉集合で，j:Z → X が包含写像のとき，Z 上の層 H を X 上

の層 j∗H と同一視して，H を X 上の層と考えることがしばしばある．

Gが OY -加群のとき，X の開集合 U に対して，W ⊃ ϕ(U)を満たす Y の開集合

全体の集合を包含関係によって帰納系とみなし帰納的極限 lim
−→

G(W ) を U に対応さ

せる前層を考え，その層化を ϕ−1G と書く．そして，

ϕ∗G = OX ⊗ϕ−1OY
ϕ−1G

として，OX -加群 ϕ∗G を定義する．ϕ∗G を ϕ による G の引き戻し (pull back)と

いう．

X, Y が代数多様体で，ϕ:X → Y が正則写像であり．アフィン開集合 U ⊂ X,

W ⊂ Y が ϕ(U) = W ∩ ϕ(X) を満たすとき，

(ϕ∗G)(U) = OX(U)⊗OY (W ) G(W ) = OX(U) · G(W ) (係数拡大)

が成り立つことに注意する．実際，W ′ ⊂ W もアフィン開集合で ϕ(U) = W ′ ∩ ϕ(X)

を満たすとき，制限写像 OX(U)⊗OY (W ) G(W ) −→ OX(U)⊗OY (W ′) G(W ′)は同型

写像になるので，これが帰納的極限を与える．
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命題 6.2.6b. (射影公式) ϕ:X → Y は環付き空間の写像，F は OX -加群，G は

ランク有限の局所自由 OY -加群とする．すると以下が成り立つ．

ϕ∗
(
F⊗OX

ϕ∗G
) ∼= (ϕ∗F)⊗OY

G

証明. W ⊂ Y を十分小さい開集合とし，U = f−1(W ) ⊂ X とする．
(
(ϕ∗F)⊗OY

G
)
(W ) = F(U)⊗OY (W ) G(W ) の元 f ⊗ g に対し，f ⊗ ϕ∗g ∈ (

F⊗OX
ϕ∗G

)
(U) =

(
ϕ∗

(
F ⊗OX

ϕ∗G
))

(W ) を対応させる写像を ψ: (ϕ∗F) ⊗OY
G −→ ϕ∗

(
F ⊗OX

ϕ∗G
)

とする．十分小さい各開集合 W 上で ψW が同型であることを示せばよい．W が十

分小さければ G|W は自由 OW -加群になるので，G = OY の場合に証明すれば十分

であるが，その場合，結論は自明である．

命題 6.2.6c. X, Y は非特異射影多様体，f :X → Y は全射正則写像，D は Y

上の因子とする．このとき以下が成り立つ．

(1) f∗OY (D) ∼= OX(f∗D)

(2) もし，f∗OX = OY が成り立つならば，f∗
(
OX(f∗D)

) ∼= OY (D) である.

(3) Lが可逆 OX -加群で，f∗Lが可逆 OY -加群であるならば，自然な単射

ψ: f∗(f∗L) −→ L

が存在する．

証明. (1) U ⊂ X, W ⊂ Y をザリスキー開集合とし，f(U) = W と仮定する．

h ∈ (OY (D))(W ) に対して f∗h = h ◦ f ∈ OX(f∗D)(U) であることは，f∗D の定

義からすぐわかる．よって，自然な写像 ϕ: f∗OY (D) −→ OX(f∗D)が定義できる．

h ◦ f が定数関数 0 ならば h = 0 であるので，ϕ は単射である．

f∗OY (D) は可逆 OX -加群なので，練習問題 4.2より，X 上のある因子 E によ

り f∗OY (D) = OX(E) と書ける．ϕ の構成法から，W 上で D = div(h) であれば

E = div(1⊗ h) = div(f∗h) である．よって，E = f∗D である．

(2) 前命題より，ランク有限の局所自由 OY -加群 G に対し，f∗(f∗G) ∼= G が成

り立つ．G = OY (D) とし (1)を使うと結論を得る．

(3) U ⊂ X, W ⊂ Y を十分小さい開集合とし，f(U) = W が成り立つと仮定する．

h ∈ (f∗f∗L)(U) = OX(U)⊗OY (W ) (f∗L)(W ) = OX(U)⊗OY (W ) L(f−1(W ))

をとる．f−1(W ) ⊃ U なので，h ∈ OX(U)⊗OX(U) L(U) = L(U)とみなせる．よっ

て，自然な写像 ψ: f∗f∗L −→ Lが存在する．f∗Lが可逆 OY -加群だから，f∗f∗L

は可逆 OX -加群である．構成法から ψ はゼロ写像でないので，単射である．
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● 初版 p.278～ 279, 新装版 p.280～ 281. 第 6.2.2項の最初の 8行

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

X は位相空間，F は X 上の加群の層とする．U = {Ui}i∈I を X の開被覆とし，

K ⊂ I に対し，UK =
⋂

i∈K

Ui とする．一般には，Uが無限開被覆の場合を考える必

要があるが，本書では性質のよい X しか扱わないので，Uが有限開被覆の場合だけ

を扱う．
Ir =

{
K ⊂ I

∣∣ #K = r + 1 かつ UK 6= φ
}

Cr(U, F) =
⊕

K∈Ir

F(UK)

とおく．dr:Cr → Cr+1 は，第 3.3.3 項で定義した dr:Cr → Cr+1 と同様に定義す

る．ただし，うるさく言うと，

gL =
r+1∑

k=0

(−1)kfLk
∈ F(UL) ⊂ M

と書かれている行は，

gL =
r+1∑

k=0

(−1)kρULk
UL

(fLk
) ∈ F(UL)

と書き直す必要があるが，写像 ρULk
UL
を書くのを省略しても，誤解を生じる可能

性はないので，以下でも省略する．

Hr(U, F) = Ker dr/ Im dr−1

によって，層 F を係数とするチェック・コホモロジー群を定義する．

● 初版 p.279～ 280, 新装版 p.281～ 282. 定理 6.2.7

定理 6.2.7とその証明を下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定理 6.2.7. X は位相空間，L は X 上の加群の層，U = {Ui}i∈I は X の開被

覆で，任意の空でない部分集合 J ⊂ I と r = 1 に対し，Hr(UJ , L) = 0 (ただし，

UJ =
⋂

i∈J

Ui)を満たすとする．このとき，次が成り立つ．

(1) Hr(U, L) ∼= Hr(X, L).

(2) M, N は X 上の加群の層で，0 → L → M → N → 0 は定義 4.1.17の意味

での完全系列であると仮定する．すると，加群の完全系列
0 −→ H0(U, L) −→ H0(U, M) −→ H0(U, N)
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−→ H1(U, L) −→ H1(U, M) −→ H1(U, N)

−→ H2(U, L) −→ H2(U, M) −→ H2(U, N) −→ · · ·

が存在する．

証明. (2)を示す．仮定から，各点 P ∈ UJ に対し，P の開近傍 WP ⊂ UJ で

0 → L(WP ) → M(WP ) → N(WP ) → 0 が完全系列になるようなものが存在す

る．W =
{
WP

∣∣ P ∈ UJ

}
は UJ の開被覆である．例えば [小平 1] 定理 3.4に

書いてあるように，H1(W, L) ⊂ H1(UJ , L) = 0 である．UJ , W を定理 4.1.19

の証明の中の X, U として適用すると，定理 4.1.19の証明はそのまま働くので，

0 → L(UJ) → M(UJ) → N(UJ) → H1(W, L) = 0 は完全系列であることがわか

る．すると，X と U に対して，定理 4.1.9の証明がそのまま働くので，(2)の結論

が得られる．

(1)は，後の定理 6.2.24で証明する．

● 初版 p.280, 新装版 p.282. 定義 6.2.8～注意 6.2.9

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定義 6.2.8. F が位相空間 X 上の層で，U が X の開集合のとき，U の開集合

W は X の開集合である．このとき，

F|U (W ) = F(W )

として，U 上の層 F|U が定まる．F|U を F の U への制限という．

Fが OX -加群の場合には，F|U は OU -加群になる．

U が X の開集合でも閉集合でも，j:U → X を包含写像とするとき，F|U = j∗F

であることに注意する．

定義 6.2.9a. X は位相空間, U は X の開集合，j:U → X は包含写像とする．

(1) F は U 上の層とする．X 上の前層 G を，X の開集合 W が W ⊂ U を満

たすときは G(W ) = F(W ), そうでないときは G(W ) = 0 として定義する．前層 G

の層化を j!Fと書き，U の外では 0として F を X に延長した層という．j!Fは X

上の層である．

(2) F は X 上の層とする．FU = j!(F|U ) とおく．Fが OX -加群ならば FU も

OX -加群である．また，ストークについては，P ∈ U ならば (FU )P = FP であり，

P ∈ X − U ならば (FU )P = 0 である．
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V は U の開集合であるとする．X の開集合 W に対し，ϕW :FV (W ) → FU (W )

を以下のように定義する．

(i) もし W ⊂ V ならば ϕW は恒等写像．

(ii) そうでないときは ϕW はゼロ写像．

{ϕW } から OX -加群の準同型 ϕ:FV → FU が定まり，ϕ は単射になる．

● 初版 p.280～ 281, 新装版 p.282～ 283. 定義 6.2.11

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定義 6.2.11. X はアフィン代数多様体，OX はその構造層，R = OX(X) は座

標環とする．R-加群 M が与えられたとき，OX -加群 F を，X の開集合 U に対し

F′(U) = M ⊗R OX(U)

で定まる前層 F′ の層化として定義する．この Fを M から定まる層といい，F = M̃

などと書く．

● 初版 p.281, 新装版 p.283. 命題 6.2.13の直前

以下の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

例 6.2.12b. 定義 6.2.9aにおいて U $ X のとき，F が連接 OX -加群であって

も，FU = j!(F|U ) は連接 OX -加群ではない．

命題 6.2.12c. X は代数多様体，F, G は連接 OX -加群とする．このとき，以下

が成り立つ．

(1) F⊕ G, F⊗OX
G, HomOX

(F, G) も連接 OX -加群である．

(2) ϕ:F → G が OX -準同型ならば，Kerϕ, Im ϕ, Cokerϕ も連接 OX -加群で

ある．

命題 6.2.12d. (X, OX) は環付き空間，0 → F → G → H → 0 は OX -加群の完

全系列で，G, Hは局所自由 OX -加群であるとする．すると，F も局所自由 OX -加

群で，rankF + rankH = rankGが成り立つ．

● 初版 p.281, 新装版 p.283. 定義 6.2.13の末尾

以下の文を追加して下さい．

また，Hr(SuppD, F|D) を単に Hr(D, F|D) とか Hr(D, F) と書く．

● 初版 p.282～ 283, 新装版 p.284～ 285. 定理 6.2.19
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以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定理 6.2.19. (1) 任意の OX -加群 F は移入的分解を持つ．

(2) 0 −→ F
f−→ G

g−→ H −→ 0 は OX -加群の完全系列，

0 −→ F
εF−→ I0

F

δ0
F−→ I1

F

δ1
F−→ I2

F

δ2
F−→ · · ·

0 −→ H
εH−→ I0

H

δ0
H−→ I1

H

δ1
H−→ I2

H

δ2
H−→ · · ·

はそれぞれ F, H の任意の移入的分解とする．このとき，In
G = In

F ⊕ In
H とおけば，

次のような可換図式が存在し，I∗G が G の移入的分解を与える．

0 0 0y y y
0 −→ F −→ G −→ H −→ 0

εF

y yεG

yεH

0 −→ I0
F −→ I0

G −→ I0
H −→ 0

δ0
F

y yδ0
G

yδ0
H

0 −→ I1
F −→ I1

G −→ I1
H −→ 0

δ1
F

y yδ1
G

yδ1
H

0 −→ I2
F −→ I2

G −→ I2
H −→ 0

δ2
F

y yδ2
G

yδ2
H

...
...

...

ここで，縦の 3本の系列は移入的分解であり，横の系列はすべて完全系列である．こ

の可換図式を，0 → F → G → H → 0 の移入的分解という．

証明. (1) ε:F → I0 は定理 6.2.16のように構成する．Coker ε を含む移入的加

群を I1 とし，この包含写像を延長して δ0:I0 → I1 を作る．以下同様，Coker δi を

含む移入的加群を Ii+1 とし，この包含写像を延長して δi:Ii → Ii+1 を作ればよい．

(2) I0
F は移入的だから，ある h:G → IF

G が存在し，εF = h ◦ f を満たす．そこ

で，εG = h⊕ (εH ◦ g) : G −→ I0
G = I0

F ⊕ I0
H が定義でき，下の図式を可換にする．

蛇の補題より，εG は単射である．

0 −→ F
f−→ G

g−→ H −→ 0
εF

y yεG

yεH

0 −→ I0
F

F 0

−→ I0
G

G0

−→ I0
H −→ 0
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以下同様に，0 → In
F → In

G → In
H → 0 まで構成できたとき，Coker δn−1

F ,

Coker δn−1
G , Coker δn−1

H (ただし，δ−1
F = εF 等) を F, G, H とし，上で εG を構成

したように δn+1
G を構成すれば，In+1 の行までの可換性が得られる．

● 初版 p.283～ 284, 新装版 p.285～ 286. 定理 6.2.19の証明の後の説明

定理 6.2.19のあとの説明の「なお，上の (2)から得られる可換図式」という行か

ら，次のページの，6.2.5脆弱層の直前までの説明は，後の定理 6.3.12と重複してい

るので削除して下さい．

● 初版 p.284～ 285, 新装版 p.286～ 287. 命題 6.2.21～命題 6.2.22

命題 6.2.21～命題 6.2.22の部分を下記の原稿と差し替えて下さい．両方の命題に

証明を付けました．

[差し替え原稿]

命題 6.2.21. (X, OX)は環付き空間，Fは OX -加群とする．もし，Fが移入的

ならば，F は脆弱である．

証明. j:U → X を包含写像とする．x ∈ F(U)をとる．j!OU の単位元 1に対して x

を対応させることにより，OX -加群の準同型 f : j!OU −→ Fが定まる．0 −→ j!OU
ι−→

OX は完全系列で Fは移入的だから，OX -加群の準同型 g:OX −→ Fで，g ◦ ι = f

を満たすものが存在する．gX :OX(X) −→ F(X) の 1 の像を y = gX(1) ∈ F(X)と

おけば，ρXU (y) = x である．よって，F は脆弱である．

命題 6.2.22. U は位相空間 X の開被覆，F は X 上の脆弱層とする．すると，

任意の r = 1 に対し，次が成り立つ．

Hr(U, F) = 0

証明. r に関する帰納法で証明する．X は連結と仮定してよい．第 3.3.3 項の

記号を用いる．後の説明 (定理 6.2.30aなど)の都合上，T = F, T (U) = F(U),

TZ = F|Z などと記号を変更する．以下の証明では，開集合 W ⊂ U ⊂ X に対し

ρUW :T (U) → T (W )が全射である，という性質だけが使われる．

I = {0, 1,. . ., n}, U =
{
Ui

∣∣ i ∈ I
}
としておく．また，U′ = {U0,. . ., Un−1},

Y = U0 ∪ · · · ∪ Un−1, I ′ = I − {n},

I′r =
{
K ⊂ I ′

∣∣ #K = r + 1
}

とおく．



164

r = 1 の場合を考える．n = 0 なら H1 = 0 だから，n = 1 とし，n に関する帰

納法で，H1(U′, TY ) = 0 と仮定する．g = (gij

∣∣ 0 5 i < j 5 n) ∈ Z1(U, T ) をと

る．g′ = (gij

∣∣ 0 5 i < j < n) ∈ Z1(U′, TY ) である．n についての帰納法の仮定

から，ある f ′ = (fi

∣∣ 0 5 i < n) ∈ C0(U, TY ) (fi ∈ TY (Ui) = T (Ui))が存在して，

d0(f ′) = g′ を満たす．F は軟弱層だから，ある fn ∈ F(Un) = T (Un)が存在して，

ρUnU0n(fn) = g0n + ρU0U0n(f0) ∈ T (U0 ∩ Un)

を満たす．例えば 1 5 i < j < n のとき，

ρUinUijn
(gin) = ρUijUijn

(gij) + ρUjnUijn
(gjn)

=
(
ρUjUijn(fj)− ρUiUijn(fi)

)
+

(
ρUnUijn(fn)− ρUjUijn(fj)

)

= ρUnUijn
(fn)− ρUiUijn

(fi)

であり，1 5 j < i < nのときも同様な等式が証明できる．よって，gin = ρUnUin
(fn)−

ρUiUin(fi)が成り立つ．したがって，f = (fi

∣∣ 0 5 i 5 n)とおけば，d0(f) = g であ

り，H1(U, T ) = 0 となる．

r = 2 の場合を考える．r = 1 の場合と同様に，n についての帰納法も使う．

f = (fi0···ir
) ∈ Zr(U, T )をとる．f ′ = (fi0···ir

∣∣ ir < m) ∈ Zr(U′, TY )とおけば，n

に関する帰納法の仮定から Hr(U′, G|Y ) = 0なので，ある g′ = (gi0 · · · gir−1) ∈ Cr(U′,

TY )が存在して，dr−1(g′) = f ′ を満たす．

L = {i0 < · · · < ir−1 < n} ∈ Irをとり，L′ = {i0 < · · · < ir−1} ∈ Ir−1とおく．ま

た，Wi = Ui ∩ Un, W = {W0,. . ., Wn−1 とおく．hL′ = gL + (−1)r−1ρUL′UL
(fL′) ∈

T (UL) とし，h = (hL′) ∈ Cr−1(W, TUn
) を考える．h ∈ Zr−1(W, TUn

) であ

ることは容易に証明できる．帰納法の仮定から，Hr−1(W, TUn
) = 0 であるの

で，ある e ∈ Cr−2(W, TUn
) が存在して，h = dr−2(e) と書ける．K = {i0 <

· · · < ir−2 < n} ∈ Ir−1 に対し，K ′ = {i0 < · · · < ir−2} ∈ I′r−2 とする．fK =

ρWK′WK
(eK′) ∈ TUn

(WK) = T (UK) とおき，f = (fK

∣∣ fK ∈ Ir−1) ∈ Cr(U, T ) と

おけば，dr−1(f) = g となることは，容易に確認できる．

なお，Uが無限被覆の場合には，帰納法のかわりに，ツォルンの補題を使えばよ

い．

● 初版 p.285, 新装版 p.287. 定義 6.2.23の 1 行目

誤: 各 r 5 0 に対し

正: 各 r = 0 に対し

● 初版 p.285～ 286, 新装版 p.287～ 288. 定理 6.2.24の証明
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下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. まず，Hr(UJ , F) = 0 (r = 1)という仮定をしないで，代わりに，各 UJ に

対して

0
δ−1

J−→ I0(UJ)
δ0

J−→ I1(UJ)
δ1

J−→ I2(UJ)
δ2

J−→ · · · (∗)
は完全系列である，と仮定して定理を証明する．

Cp,q = Cq(U, Ip) =
⊕

#J=q+1

Ip(UJ)

とおくと，自然に δp,q
1 :Cp,q −→ Cp+1,q, δp,q

2 :Cp,q −→ Cp,q+1 が定義でき，2 重複

体になる．

この 2重複体から構成されるスペクトル系列 Ep,q
2 = Hp

1 (Hq
2 (C)) =⇒ En = Hn(C)

を考える．Ip は脆弱だから，q = 1に対し，Ep,q
1 = Hq(U, Ip) = 0である．よって,

Ep,q
2 = 0 である．定理 6.3.3(4)より，Ker δp/ Im δp−1 = Ep,0

2
∼= Ep である．

次に，Eq,p
2 = Hq

2 (Hp
1 (C)) =⇒ En = Hn(C)を考える．Eq,p

0 = Cp,q で，(∗)が完
全系列だから，任意の q = 0に対して，Eq,0

0 → Eq,1
0 → Eq,2

0 → · · · は完全系列であ
る．よって，p = 1 のとき，Eq,p

1 = 0, Ep,q
2 = 0 である．定理 6.3.3(4)より，Hq(U,

F) = Eq,0
2

∼= Eq である．

したがって，Ker δp/ Im δp−1 ∼= Ep ∼= Hp(U, F) となる．

さて，上で証明されたことを X = UJ として適用すると，チェック・コホモロジー

群 Hr(UJ , F) = 0 (r = 1)という条件から，(∗)が完全系列であることが導かれる．
よって，定理が証明された．

● 初版 p.286, 新装版 p.288. 系 6.2.25の 2行目

旧: (6.1)の脆弱分解を持つとする．

新: δr:Ir(X) −→ Ir+1(X) は前定理と同様とする．

● 初版 p.286～ 292, 新装版 p.288～ 294. 第 6.2.6項～第 6.2.7項

この部分は大幅な書き直しになります．まず，第 6.3.5項の導来関手の説明の一部

を第 6.2.6項の前に移動し，第 6.2.7項の一部を第 6.3.5項に移動します．

[差し替え原稿]

6.2.5b. 導来関手

定義 6.2.25b. (X, OX), (Y , OY ) は環付き空間とする．各 OX -加群 F に対し，

ある 1つの OY -加群 T (F)を対応させる規則 T があり，また，OX -加群の準同型写
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像 ϕ:F → G に対し，OY -加群の準同型写像

T (ϕ):T (F) → T (G)

を対応させる規則 T があって，以下の (1)～ (3)を満たすとする．

(1) 任意の f :F → G, g:G → H に対して，T (g ◦ f) = T (g) ◦ T (f).

(2) 恒等写像 idF に対しては，T (idF) = idT (F).

(3) 任意の f , g ∈ HomOX
(F, G) に対して，T (f + g) = T (f) + T (g).

このとき，T は OX -加群の圏から OY -加群の圏への共変関手 (covariant functor)

であるという．この場合，T はさらに，以下の (4)を満たすことに注意する．

(4) ゼロ加群 0 やゼロ写像 0 に対して T (0) = 0.

共変関手 T が次の条件 (5)を満たすとき，T は左半完全という．

(5) 0 −→ F
ϕ−→ G

ψ−→ Hが OX -加群の完全系列ならば，

0 −→ T (F)
T (ϕ)−→ T (G)

T (ψ)−→ T (H)

は OY -加群の完全系列である．

この場合，T はさらに，以下の (6)を満たす (例えば，[安藤]補題 4.3.4参照)．

(6) T (F⊕ G) ∼= T (F)⊕ T (G).

T が左半完全共変関手のとき，OX -加群 F の移入的分解

0 −→ F
ε−→ I0 d0

−→ I1 d1

−→ I2 d2

−→ · · ·
をとり，i = 0 に対して，

RiT (F) = Ker T (di)/ Im T (di−1), (ただし 0
T (d−1)−→ T (I0) はゼロ写像)

とおく．RiT (F)は Fの移入的分解の選び方に依存せずに同型を除いて一意的に定ま

ることが，ルーティンワークで証明できる (例えば，[安藤]定義 4.4.1参照)．RiT (F)

を T の i 次右導来関手という．

Rが可換環で，X が 1点からなる位相空間のとき，OX(X) = R として環付き空

間 (X, OX) を定めると，OX -加群と R-加群は同一視できる．このとき，OX -加群

の圏を R-加群の圏という．

命題 6.2.25c. (X, OX)は環付き空間とし，記号は上の通りとする．T は左半完

全共変関手とする．このとき，以下が成り立つ．

(1) 任意の OX -加群 F に対して，

R0T (F) = T (F).
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(2) Iが移入的 OX -加群ならば，任意の i = 1 に対して，

RiT (I) = 0.

証明. (1) 0 → T (F) → T (I0) → T (I1)が完全系列であることからわかる．

(2) 0 → I → I → 0 を I の移入的分解として選べる．この複体 {Ci}は，C0 = I

で，i = 1 のとき Ci = 0 なので，RiT (I) = 0 である．

定理 6.2.25d. 上の記号のもと，T は左半完全共変関手とする．このとき，

0 → F → G → H → 0 が OX -加群の完全系列であれば，次の OY -加群の完全系列

が存在する．

0 −→ T (F) −→ T (G) −→ T (H)

−→ R1T (F) −→ R1T (G) −→ R1T (H)

−→ R2T (F) −→ R2T (G) −→ R2T (H) −→ · · ·

証明. Iが移入的 OX -加群で，0 → I → G → H → 0 という OX -加群の完全系列

があるとき，G ∼= I⊕Hが成り立つ．よって，0 → T (I) → T (G) → T (H) → 0 は

完全系列になる．よって，定理 6.2.19(2)の可換図式に T を作用させると，以下の

可換図式が得られる．

0 −→ T (Ir
F ) −→ T (Ir

G) −→ T (Ir
H) −→ 0

dr
F

y ydr
G

ydr
H

0 −→ T (Ir+1
F ) −→ T (Ir+1

G ) −→ T (Ir+1
H ) −→ 0

この図式から，定理 4.1.19の証明と同様に，下の図式が得られる．

Coker dr−1
F −→ Coker dr−1

G −→ Coker dr−1
H −→ 0y y y

0 −→ Ker dr+1
F −→ Ker dr+1

G −→ Ker dr+1
H

命題 4.1.16より，これに蛇の補題を適用すると，所望の完全系列が得られる．

定理 6.2.25e. X は代数多様体，U は X のアフィン開被覆とする．OX -加群 G

に対し，T (G) = F(X) で左半完全共変関手 T を定める．F が準連接 OX -加群な

らば，

RiT (F) = Hi(U, F)

である．
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証明. [Ha] 第 III 章・定理 3.5に書いてあるように，X の任意のアフィン開集合

U と任意の i = 1 に対して，Hi(U , F) = 0 であるから，定理 6.2.24より結論を得

る．

6.2.6. Hom と Ext

定義 6.2.26. (X, OX) は環付き空間とする．X 上の OX -加群 F, G に対し，F

から G への OX -加群の準同型写像全体の集合を

HomOX
(F, G)

と書く．これは，OX(X)-加群になる．

また，X の各開集合 U に対し，

H(U) = HomOX |U (F|U , G|U )

によって定まる層 H を

HomOX
(F, G)

と書く．これは，OX -加群になる．俗称，Hom を固いホム，Hom を柔らかいホム

などという．

命題 6.2.26b. 上の定義の記号を用いる．F を固定し，G を変数と考えて，

T1(G) = HomOX
(F, G), T2(G) = HomOX

(F, G)

によって，関手 T1, T2 を定めると，T1 も T2 も左半完全共変関手になる．

ホモロジー代数学の周知の事実なので，証明は省略する．

定義 6.2.27a. 上の命題の記号を用いる．関手 T1, T2 の右導来関手を，それぞれ，

Extr
OX

(F, G) = RrT1(G)

ExtrOX
(F, G) = RrT2(G)

と書く． Extr
OX

(F, G) は OX(X)-加群であり，ExtrOX
(F, G) は OX -加群の層で

ある．

次に，U = {Ui}i∈I は X の開被覆とし，K ⊂ I に対し，UK =
⋂

i∈K

Ui とする．定

義 6.2.9のように，FUK
= j!(F|UK

) を定める．

Ir =
{
K ⊂ I

∣∣ #K = r + 1 かつ UK 6= φ
}

Cr(U) =
⊕

K∈Ir

HomOX
(FUK

, G)
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とおく． UL ⊂ UK のとき完全系列 0 → FUL
→ FUK

が存在するから，dr:Cr(U) →
Cr+1(U)が定義される．そこで，

Extr
OX

(U; F, G) = Ker dr/ Im dr−1

と書く．また，上の定義で，Cr(U) の定義を変更し，

Cr(U) =
⊕

K∈Ir

HomOX |UK
(F|UK

, G|UK
)

として定まるコホモロジー群を

ExtrOX
(U; F, G)

と書く．ただし，これらのチェック・コホモロジーを使って定義した Ext や Extは，

導来関手として定義された Ext や Ext とかなり異なる場合が多い．

定理 6.2.28a. 0 → L → M → N → 0が X 上の連接 OX -加群の完全系列で，F

が OX -加群のとき，次の完全系列が存在する．

0 −→HomOX
(F, L) −→ HomOX

(F, M) −→ HomOX
(F, N) (1)

−→Ext1OX
(F, L) −→ Ext1OX

(F, M) −→ Ext1OX
(F, N)

−→Ext2OX
(F, L) −→ Ext2OX

(F, M) −→ Ext2OX
(F, N) −→ · · ·

0 −→HomOX
(N, F) −→ HomOX

(M, F) −→ HomOX
(L, F) (2)

−→Ext1OX
(N, F) −→ Ext1OX

(M, F) −→ Ext1OX
(L, F)

−→Ext2OX
(N, F) −→ Ext2OX

(M, F) −→ Ext2OX
(L, F) −→ · · ·

0 −→HomOX
(F, L) −→ HomOX

(F, M) −→ HomOX
(F, N) (3)

−→Ext1OX
(F, L) −→ Ext1OX

(F, M) −→ Ext1OX
(F, N)

−→Ext2OX
(F, L) −→ Ext2OX

(F, M) −→ Ext2OX
(F, N) −→ · · ·

0 −→HomOX
(N, F) −→ HomOX

(M, F) −→ HomOX
(L, F) (4)

−→Ext1OX
(N, F) −→ Ext1OX

(M, F) −→ Ext1OX
(L, F)

−→Ext2OX
(N, F) −→ Ext2OX

(M, F) −→ Ext2OX
(L, F) −→ · · ·

証明. (1)と (3)は命題 6.2.26bと定理 6.2.25dから得られる．

(2) OX -加群 F の移入的分解

0 −→ F
ε−→ I0

X

d0
X−→ I1

X

d1
X−→ I2

X

d2
X−→ · · ·
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をとる．Cr
L = HomOX

(L, Ir) などと書くことにすると，

0 0 0y y y
0 −→ C0

N −→ C0
M −→ C0

L −→ 0y y y
0 −→ C1

N −→ C1
M −→ C1

L −→ 0
y y y
...

...
...

という可換図式が存在する．この図式に対して定理 6.2.25dの証明と同じ議論を行え

ば，求める完全系列を得る．

(4)は (2)の証明において，Cr
L = HomOX

(L, Ir) などと書き換えればよい．

定理 6.2.29a. (X, OX) は環付き空間，F は OX -加群とする．このとき，次が

成立する．

(1) Extr
OX

(OX , F) ∼= Hr(X, F). (r は任意の整数)

(2) L が局所自由 OX -加群ならば，r = 1 のとき ExtrOX
(L, F) = 0 である．特

に，r = 1 に対して ExtrOX
(OX , F) = 0 である．

(3) Iが移入的 OX -加群ならば，r = 1 のとき，

ExtrOX
(F, I) = 0, Extr

OX
(F, I) = 0.

証明. (1) Extr も Hr も，T (F) = HomOX
(OX , F) ∼= F(X) の導来関手である．

(2) T2(F) = HomOX
(OX , F) ∼= Fは恒等関手だから，i = 1に対し ExtrOX

(OX ,

F) = RiT2(F) = 0 である．

X のアフィン開被覆 {Ui} を L|Ui
∼= O⊕r

Ui
となるようにとる．r = 1 のとき

ExtrOX
(L, F)|Ui

∼= ExtrOUi
(L|Ui

, F|Ui
) = 0

なので結論を得る．

(3)は命題 6.2.25cよりわかる．

定理 6.2.30a. X は代数多様体，Uは X のアフィン開被覆，Fは OX -加群とす

る．このとき，次が成立する．

(1) Extr
OX

(U; OX , F) ∼= Hr(X, F). (r は任意の整数)
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(2) Lが局所自由 OX -加群で，U = {Ui}が任意の iに対して L|Ui
∼= O⊕r

Ui
を満

たす開被覆ならば，r = 1 のとき ExtrOX
(U; L, F) = 0 である．特に，r = 1

に対して ExtrOX
(U; OX , F) = 0 である．

(3) Iが移入的 OX -加群ならば，r = 1 のとき，

ExtrOX
(U; F, I) = 0, Extr

OX
(U; F, I) = 0.

証明. (1) 定義 6.2.27aのように，jU :U → X を埋入写像として，O!
U = (jU )!OU

とおく．f ∈ HomOX
(O!

U , F) に対して，fU (1) ∈ F(U) を対応させる写像

ϕ: HomOX
(O!

U , F) −→ F(U)

が同型写像であることは，逆写像を構成することによって容易に確認できる．よっ

て，定義 6.2.27aの Extr
OX

(U; OX , F) を定義する複体は，

Cr(U) =
⊕

K∈Ir

HomOX
(O!

UK
, F) ∼=

⊕

K∈Ir

F(UK)

となり，Hr(X, F) を定義する複体と一致する．

(2) 定義より，

Cr(U) =
⊕

K∈Ir

HomOX |UK
(L|UK

, F|UK
) ∼=

⊕

K∈Ir

F|⊕r
UK

となる．命題 6.2.22の証明を T (U) = HomOX |U (L|U , F|U ) として用いると，W ⊂
U ⊂ X が開集合のとき T (U) −→ T (W ) は全射であるので，Hr(U) = 0 (r = 1)が

証明できる．

(3) まず ExtrOX
(U; F, I) = 0 を示す．T (U) = HomOX |U (F|U , I|U ) とおく．I

は移入的だから，開集合 W ⊂ U ⊂ X に対して自然な写像 T (U) −→ T (W )は全射

であることが，容易に証明できる．よって，命題 6.2.22の証明と同様に，ExtrOX
(U;

F, I) = 0 (r = 1)がわかる．

最後に Extr
OX

(U; F, I) = 0 を示す．定義 6.2.27aのように FU = j!(F|U ) を定

め，T (U) = HomOX
(FU , I) とおく．W ⊂ U のとき 0 → FW → FU は OX -加群

の完全系列で，Iは移入的だから，T (U) → T (W ) → 0は完全系列である．よって，

命題 6.2.22の証明と同様に，Extr
OX

(U; F, I) = 0 (r = 1)がわかる．

命題 6.2.31a. X はアフィン代数多様体または射影代数多様体とし，F は連接

OX -加群とする，このとき，ランクが有限の局所自由 OX -加群 Pr (r = 0)と，完全

系列

· · · d2−→ P2
d1−→ P1

d0−→ P0
ε−→ F −→ 0

が存在する．この完全系列を F の局所自由分解という．
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証明. 例えば X が射影代数多様体の場合に証明する．S の座標環を適当にとると，

次数付き S-加群 M で，F = M̃ となるものが存在する．S-加群 M の次数付き局所

自由分解をとり，それからできる層を考えればよい．

一般に，可換環上の加群の場合と異なり，層の場合には，自由加群層や局所自由

加群層は射影的対象ではないので，局所自由分解は射影的分解であるとは限らない．

しかし，次の定理のように，F の局所自由分解を利用して，HomOX
(F, G) の導来

関手を定義することができる．

定理 6.2.32a. (X, OX)は環付き空間，Gは OX -加群，Fは連接 OX -加群とし，

ランクが有限の局所自由 OX 加群 Pr (r = 0) と，完全系列

· · · d2−→ P2
d1−→ P1

d0−→ P0
ε−→ F −→ 0

が存在すると仮定する．この完全系列から誘導される (完全とは限らない)系列を

0 δ−1

−→ HomOX
(P0, G) δ0

−→ HomOX
(P1, G) δ1

−→ HomOX
(P2, G) δ2

−→ · · · (∗)
とする．このとき，各非負整数 i に対し，

ExtiOX
(F, G) ∼= Ker δi/ Im δi−1

が成り立つ．

証明. 移入的分解 0 −→ G → I0 → I1 → · · · をとり，Cp,q = HomOX
(Pp, Iq) と

して 2 重複体を作る．

第 1のスペクトル系列 Ep,q
2 = Hp

1 (Hq
2 (C)) =⇒ En = Hn(C) を考えると，定理

6.2.29aより，q = 1に対して Ep,q
1 = ExtqOX

(Pp, G) = 0なので，Ep,0
2

∼= Ep となる．

第 2のスペクトル系列 Eq,p
2 = Hq

2 (Hp
1 (C)) =⇒ En = Hn(C) を考える．G = Iq

の場合には，(∗)は完全系列になることが容易に証明できる．よって p = 1に対して

Eq,p
1 = 0 である．よって，Eq,0

2
∼= Eq となる．これより，結論を得る．

一般には，Extq
OX

(Pp, G)が消えないので，Extについては上のような定理は成立

しない．チェック・コホモロジーとの関係もちょっと微妙である．

命題 6.2.33a. (X, OX) は環付き空間，F, G は OX -加群とする．

U = {Ui}i∈I が X の開被覆とする．φ 6= K ⊂ I に対して，UK =
⋂

i∈K

Ui とする．

(1) もし，任意の φ 6= K ⊂ I と任意の i = 1 に対して Exti
OX

(FUK
, G) = 0 な

らば，

Exti
OX

(U; F, G) ∼= Exti
OX

(F, G)
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が成り立つ．

(2) もし，任意の φ 6= K ⊂ I と任意の i = 1に対して ExtiOUK
(F|UK

, G|UK
) = 0

ならば，

ExtiOX
(U; F, G) ∼= ExtiOX

(F, G)

が成り立つ．

証明. (1) 定義 6.2.27aの記号を用いて，

Cp,q =
⊕

K∈Iq

HomOX
(FUK

, Ip)

とおくと，これは 2 重複体になる．この 2 重複体から構成されるスペクトル系列

Ep,q
2 = Hp

1 (Hq
2 (C)) =⇒ En = Hn(C) を考える．定理 6.2.30a(3)より，q = 1 に対

し，Ep,q
1 = Extq(F, Ip) = 0 である．あとは，定理 6.2.24の証明とまったく同じで

ある．

(2)の証明も同様である．

したがって，X が代数多様体，Fが有限ランクの局所自由加群で，U = {Ui}がア
フィン開被覆ならば，ExtiOX

(F, G) をチェック・コホモロジーで計算してもかまわ

ない．さらに，各 UK 上 F|UK
が自由加群になる場合には，Exti

OX
(F, G) をチェッ

ク・コホモロジーで計算してもかまわない．

命題 6.2.33b. X は代数多様体，F, Gは連接 OX -加群とする．すると，ExtrOX
(F,

G) も連接 OX -加群である．

証明. X がアフィン代数多様体の場合に証明すれば十分である．F の局所自由分

解をとり，それを利用して Ext を記述すれば，直ちに結論を得る．

系 6.3.18で証明するように，スペクトル系列

Ep,q
2 = Hp

(
X, ExtqOX

(F, G)
)

=⇒ En = Extn
OX

(F, G)

が存在する．これを使うと次が証明できる．

定理 6.2.34. Fが局所自由層ならば，

Extr
OX

(F, G) ∼= Hr
(
X, HomOX

(F, G)
)

である．

証明. 後で述べる定理 6.3.3(4)よりすぐわかる．
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定理 6.2.35a. (セールの双対定理, Serre duality) n 次元非特異射影多様体 X 上

の局所自由層 F に対し，

Hi(X, F) ∼= Hn−i
(
X, HomOX

(F, OX(KX))
)

が成り立つ．

証明は，定理 5.4.4h, 定理 5.4.4jなどから得られる．

6.2.7. 高次順像

定義 6.2.36a. (X, OX), (Y , OY ) は環付き空間で，ϕ:X → Y は環付き空間の

写像とする．また，F は連接 OX -加群とする．Y の開集合 U に対して，

(ϕ∗F)(U) = F
(
f−1(U)

)

によって，OY -加群 ϕ∗Fが定義され，これを F の ϕ による順像と言った．

0 → F → G → H → 0 が OX -加群の完全系列のとき，0 → F
(
f−1(U)

) →
G

(
f−1(U)

) → H
(
f−1(U)

)
は完全系列なので，f∗ は OX -加群の圏から OY -加群の

圏への左半完全共変関手である．この関手の導来関手を

Rrϕ∗F

と書き，ϕ の高次順像 (heigher direct image sheaf) という．

命題 6.2.37a. 記号は上の定義の通りとする．

(1) 非負整数 r を固定する．Y の開集合 U に対し，

Rr
F(U) = Hr(ϕ−1(U), F|ϕ−1(U))

として OY -加群 Rr を定義する．すると，

Rr
F
∼= Rrϕ∗F

が成り立つ．

(2) Fが X 上の簡易層のときは，Y のアフィン開被覆 U に対し，

Cr(U) =
⊕

K∈Ir

F|ϕ−1(UK)

を使って定義したチェック・コホモロジー群が Rrϕ∗F と一致する．
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証明. (1) F に Ri
F を対応させる関手を Ti とする．T0 = f∗ である．F を含む

移入的 OX -加群 I をとり，G = I/F とおく．i = 1に対して Ti(I) = 0 なので，完

全系列

0 → T0(F) → T0(I) → T0(G) → T1(F) → 0

が存在し，i = 1 に対して Ti(G) ∼= Ti+1(F) である．同様に，完全系列

0 → f∗(F) → f∗(I) → f∗(G) → R1f∗(F) → 0

が存在して，T0 = f∗ なので，T1(F) ∼= R1f∗F である．また，Rif∗H ∼= Ri+1f∗F

なので，i に関する帰納法で Ti+1F ∼= Ri+1f∗F を得る．

(2)は (1)よりすぐわかる．

● 初版 p.293. 定義 6.3.1(5). (新装版では修正済み)

誤: (5) 各 n に対し，ある p0, p1 が存在し，F p1(En) = En, F p2(En) = 0.

正: (5) 各 n に対し，ある p1, p2 が存在し，F p1(En) = En, F p2(En) = 0.

● 初版 p.293, 新装版 p.295. 注意 6.3.2の 3行目

誤: (5)を「F 0(En) = En, Fn+1(Fn) = 0」で置き換える

正: (5)を「F 0(En) = En, Fn+1(En) = 0」で置き換える

● 初版 p.293. 定理 6.3.3(2)の冒頭 (新装版では修正済み)

誤: (2) 整数 i = 2 を固定する．E1,i−1
2 = E2,i−2

2 = · · · = Ei−2,2
2 = Ei−1,1

2 = 0,

E1,i
2 = E2,i−1

2 = · · · = Ei−1,2
2 = Ei,1

2 = 0 ならば，完全系列

正: (2) 整数 i = 2 を固定する．E1,i−2
2 = E2,i−3

2 = · · · = Ei−3,2
2 = Ei−2,1

2 = 0,

E1,i−1
2 = E2,i−2

2 = · · · = Ei−2,2
2 = Ei−1,1

2 = 0, E2,i−1
2 = E3,i−2

2 = · · · = Ei−1,2
2 =

Ei,1
2 = 0 ならば，完全系列

● 初版 p.294～ 295, 新装版 p.296～ 297. 定理 6.3.3の証明

細かい誤植が沢山あって，結局以下の原稿のように修正してください．

[差し替え原稿]

証明. スペクトル系列の定義 (2)より，Ep,q
r = 0ならば Ep,q

r+1 = 0である．このと

き，定義 (3)より，Ep,q
∞ = 0 である．p < 0 または q < 0 ならば Ep,q

∞ = 0 だから，

定義 (4), (5)より，F 0(En) = En, Fn+1(En) = 0 となる．

(1)～ (3)を示す．i − 1 5 p + q 5 i + 1, p = 1, 1 5 q 5 i − 1 ならば Ep,q
2 = 0

であると仮定する．p, q がこの条件を満たすとき，r = 2 および r = ∞ に対し，
Ep,q

r = 0 である．
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r > i または 2 5 r < i とする．di,0
r :Ei,0

r −→ Ei+r,1−r
r = 0, di−r,r−1

r : 0 =

Ei−r,r−1
r −→ Ei,0

r はゼロ写像だから，Ei,0
r+1 = Ker di,0

r / Im di−r,r−1
r = Ei,0

r であり，

Ei,0
2 = Ei,0

3 = · · · = Ei,0
i →→ Ei,0

i+1 = Ei,0
i+2 = · · · = Ei,0

∞

である．同様に，r > i+1または 2 5 r < i+1のとき Ei+r+1,1−r
r = 0, Ei−r+1,r−1

r = 0

より，

Ei+1,0
2 = Ei+1,0

3 = · · · = Ei+1,0
i+1 →→ Ei+1,0

i+2 = Ei+1,0
i+3 = · · · = Ei+1,0

∞

となる．したがって，

Ei,0
i+1 = Ei,0

∞ ∼= F i(Ei)/F i+1(Ei) = F i(Ei)

となる．包含写像 F i(Ei) ⊂ Ei より，完全系列 0 → Ei,0
i+1 → Ei, および，0 →

Ei+1,0
i+2 → Ei+1 ができる．

1 5 j < i のとき，F j(Ei)/F j+1(Ei) ∼= Ej,i−j
∞ = 0 なので，F 1(Ei) = F i(Ei) で

ある．したがって，

Ei/Ei,0
i+1 = F 0(Ei)/F i(Ei) = F 0(Ei)/F 1(Ei) ∼= E0,i

∞

である．これより，完全系列

0 → Ei,0
i+1 → Ei → E0,i

∞ → 0

を得る．r > 0 のとき，d−r,i+r−1
r : 0 = E−r,i+r−1

r −→ E0,i
r はゼロ写像だから，

E0,i
r+1 = Ker d0,i

r / Im d−r,i+r−1
r = Ker d0,i

r ⊂ E0,i
r

であり，E0,i
∞ ⊂ E0,i

2 である．

さらに，2 5 r 5 i または r = i + 2 のとき，Er,i−r+1
2 = 0 より Er,i−r+1

r = 0 で，

d0,i
r :E0,i

r −→ Er,i−r+1
r = 0はゼロ写像なので，E0,i

r+1 = Ker d0,i
r / Im d−r,i+r−1

r = E0,i
r

である．したがって，E0,i
2 = E0,i

i+1 である．つまり，

E0,i
2 = E0,i

3 = · · · = E0,i
i+1 ⊃ E0,i

i+2 = E0,i
i+3 = · · · = E0,i

∞

である．また，r = i + 1 のとき Im d−i−1,2i+1
r = 0 だから，

Ker

(
E0,i

2 = E0,i
i+1

d0,i
i+1−→ Ei+1,0

i+1 = Ei+1,0
2

)
= E0,i

i+2 = E0,i
∞

である．したがって，完全系列

0 → Ei,0
i+1 → Ei → E0,i

2 → Ei+1,0
2
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が存在する．Ker di+1,0
i+1 = Ei+1,0

i+1 だから，Ei+1,0
i+2 = Ei+1,0

i+1 / Im d0,i
i+1 である．また，

Ker(Ei+1,0
i+2 → Ei+1) = 0 だから，

Ker(Ei+1,0
i+1 → Ei+1) ∼= Im d0,i

i+1

したがって，完全系列

0 → Ei,0
i+1 → Ei → E0,i

2 → Ei+1,0
2 → Ei+1

が存在する．これと，全射 Ei,0
2 →→ Ei,0

i+1 を合成して，求める完全系列を得る．

(4), (5)は (3)よりすぐわかる．

(6), (7)の証明も上と同様にできる．詳細な証明は，[安藤] 定理 5.2.3を参照せよ．

● 初版 p.296, 新装版 p.298. 第 6.3.3項の最初の行

誤: 複体とそのフルターづけから，

正: 複体とそのフィルターづけから，

● 初版 p.296, 新装版 p.298. 定義 6.3.6の 1～ 6行目

誤:

定義 6.3.6. A =
⊕

r∈Z
Ar は次数付き加群とする．各 p ∈ Z に対し，部分加群

F p(A) ⊂ Aが与えられていて，F p(An) = F p(A) ∩An とおくとき，⋃

p∈Z
F p(A) = A, F p+1(A) ⊂ F p(A), d(F p(A)) ⊂ F p(A),

F 0(A) = A, F p+1(Ap) = 0, F p(A) =
⊕

n∈Z
(F p(An))

正:

定義 6.3.6. (A, d) は前定義のような複体とする．各 p ∈ Z に対し，部分加群
F p(A) ⊂ Aが与えられていて，F p(An) = F p(A) ∩An とおくとき，

F p+1(A) ⊂ F p(A), d(F p(A)) ⊂ F p(A), F p(A) =
⊕

n∈Z
F p(An)

F 0(A) = A, F p+1(Ap) = 0

● 初版 p.296, 新装版 p.298. 定義 6.3.7の 2行目

「(A, d) は複体で，フィルターづけ F p(A) が与えられているとする．」の後に次

の文を追加して下さい．

追加する文: p, q, r ∈ Z に対し，
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● 初版 p.297. 11行目. (新装版では修正済み)

誤: dp,q
r :Ep,q

r =
Zp,q

r

Zp+1,q−r+1
r−1 + Bp,q

r−1

正: dp,q
r :Ep,q

r =
Zp,q

r

Zp+1,q−1
r−1 + Bp,q

r−1

● 初版 p.297, 新装版 p.299. 命題 6.3.8の直前の行

旧: F p(Ker dn) = F p(A) ∩Ker dn の Ker dn/ Im dn−1 = En における像を F p(En)

とする．

新: F p(Ker dn) = F p(A) ∩Ker dn の Ker dn/ Im dn−1 = En における像を

F p(En) =
F p(A)∩Ker dn

F p(A)∩ Im dn−1

とする．

● 初版 p.297, 新装版 p.299. 命題 6.3.8

命題 6.3.8に，次の (7), (8), (9)を追加して下さい．

[追加原稿]

(7) F 0(En) = En, Fn+1(En) = 0．

(8) Ep,q
0 = F p(Ap+q)/F p+1(Ap+q) = Ap,q/Ap+1,q−1.

(9) Ep,q
1 = Hp+q

(
F p(A∗)/F p+1(A∗)

)
.

● 初版 p.298, 新装版 p.300. 命題 6.3.8の証明～第 6.3.3項の末尾

命題 6.3.8の (2), (3), (5), (6)の証明を下記の原稿と差し替えて下さい．また，(7),

(8)の証明を追加し，命題 6.3.8の証明の後の文章を，下記のように書き換えて下さい．

[差し替え・追加原稿]

(2) Ker dp,q
r の等式を示すには，d から自然に誘導される写像を

δp,q
r :Zp,q

r −→ Zp+r,q−r+1
r

Zp+r+1,q−r
r−1 + Bp+r,q−r+1

r−1

とおき，Ker δp,q
r = Zp+1,q−1

r−1 + Zp,q
r+1 を示せばよい．x ∈ Ker δp,q

r をとると，d(x) ∈
Zp+r+1,q−r

r−1 + Bp+r,q−r+1
r−1 である．Bp+r,q−r+1

r−1 = d(Zp+1,q−1
r−1 ) なので，ある y ∈

Zp+1,q−1
r−1 ⊂ Zp,q

r と z ∈ Zp+r+1,q−r
r−1 により，d(x) = z + d(y)と書ける．u = x− y ∈

Zp,q
r とおくと，d(u) = z ∈ Zp+r+1,q−r

r−1 ⊂ F p+r+1(A) であるので，u ∈ Zp,q
r+1 とな

る．したがって，Ker δp,q
r ⊂ Zp+1,q−1

r−1 + Zp,q
r+1 である．反対向きの包含関係は容易に
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わかる．

Im

(
dp−r,q+r−1

r :
Zp−r,q+r−1

r

Zp−r+1,q+r−2
r−1 + Bp−r,q+r+1

r−1

−→ Zp,q
r

Zp+1,q−1
r−1 + Bp,q

r−1

)

に関する等式は，d(Zp−r,q+r−1
r ) = Bp,q

r より容易にわかる．

(3) Bp,q
r ⊂ Zp,q

r+1 である．また，(1)より，Zp,q
r+1 ∩ Zp+1,q−1

r−1 = Zp+1,q−1
r である．

これらと (2)に注意し，第 2 同型定理を使うと，

Ker dp,q
r

Im dp−r,q+r−1
r

=
Zp+1,q−1

r−1 + Zp,q
r+1

Zp+1,q−1
r−1 + Bp,q

r

∼= Zp,q
r+1

Zp,q
r+1 ∩ (Zp+1,q−1

r−1 + Bp,q
r )

=
Zp,q

r+1

Zp+1,q−1
r + Bp,q

r

= Ep,q
r+1

である．

(5) Zp,q
r =

{
x ∈ Ap,q

∣∣ d(x) ∈ F p+r(A)
}
であるが，r > q + 1 のとき，

F p+r(Ap+q+1) = 0 なので，r > q + 1 のとき，Zp,q
r = Ap,q ∩Ker dp+q である．

r > p のとき，Ap−r,q+r−1 = Ap+q−1 なので，Bp,q
r = dp+q−1(Zp−r,q+r−1

r ) =

Ap,q ∩ Im dp+q−1 である．また，

F p(Ep+q) =
F p(A) ∩Ker dp+q

F p(A) ∩ Im dp+q−1
=

Ap,q ∩Ker dp+q

Ap,q ∩ Im dp+q−1
=

Zp,q
∞

Bp,q
∞

.

(6) Ap+1,q−1 ⊂ Ap,q に注意すると，

Zp+1,q−1
∞ ∩Bp,q

∞ = (Ap+1,q−1 ∩Ker dp+q)∩(Ap,q ∩ Im dp+q−1)

= Ap+1,q−1 ∩ Im dp+q−1 = Bp+1,q−1
∞

となる．これと第 2同型定理より，

Zp+1,q−1
∞ + Bp,q

∞
Bp,q
∞

∼= Zp+1,q−1
∞

Zp+1,q−1
∞ ∩Bp,q

∞
=

Zp+1,q−1
∞

Bp+1,q−1
∞

= F p+1(Ep+q)

が得られる．第 1同型定理より，

Ep,q
∞ =

Zp,q
∞

Zp+1,q−1
∞ + Bp,q

∞
∼= Zp,q

∞ /Bp,q
∞(

Zp+1,q−1
∞ + Bp,q

∞
)
/Bp,q

∞
=

F p(En)
F p+1(En)

が得られる．

(7) F 0(A) = A より F 0(En) = En, F p+1(Ap) = 0 より Fn+1(En) = 0.

(8) Zp,q
0 = Zp,q

−1 = Ap,q, Bp,q
0 = d(Ap,q−1), Bp,q

−1 = d(Ap+1,q−2) ⊂ Ap+1,q−1

より，

Ep,q
0 =

Zp,q
0

Zp+1,q−1
−1 + Bp,q

−1

=
Ap,q

Ap+1,q−1 + d(Ap+1,q−2)
=

Ap,q

Ap+1,q−1
.
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(9) dp,q:Ap,q → Ap,q+1 から dp,q
0 :Ep,q

0 → Ep,q+1
0 が誘導されるので，Ep,q

1 =

Hp+q
(
F p(A)/F p+1(A)

)
である．

F 0(A) = A より F 0(En) = En, F p+1(Ap) = 0 より Fn+1(En) = 0である．これ

と以上の結果から，構成された {Ep,q
r , dp,q

r , En, F p(En)} はスペクトル系列の定義
を満たす．このスペクトル系列は Ep,q

2 の項が明解でないので，Ep,q
1 のほうを用いて，

Ep,q
1 = Hp+q

(
F p(A)/F p+1(A)

)
=⇒ En = Hn(A)

などと表すことが多い．

● 初版 p.299, 新装版 p.301. 定義 6.3.9の 1行目

誤: C =
⊕

p,q∈Z
Cp,q (Cp,q は加群)

正: C =
∞⊕

p=0

∞⊕
q=0

Cp,q (Cp,q は加群)

● 初版 p.299, 新装版 p.301. 定義 6.3.9の 4行目

誤: δp+1,q
2 ◦ δp,q

1 + δp,q+1
1 ◦ δp,q

2 = 0

正: δp+1,q
2 ◦ δp,q

1 = δp,q+1
1 ◦ δp,q

2

(解説) 2重複体の定義としては，δp+1,q
2 ◦δp,q

1 +δp,q+1
1 ◦δp,q

2 = 0でも，δp+1,q
2 ◦δp,q

1 =

δp,q+1
1 ◦ δp,q

2 でもどちらでもよいのですが，後で登場する二重複体の大半の条件に合

わせます．元の条件のままだと，14行目の dr の定義は，

dr(x) =
r∑

i=0

(
δi,r−i
1 (xi,r−i) + δi,r−i

2 (xi,r−i)
)

でないといけません．

● 初版 p.300, 新装版 p.302. 定理 6.3.10の 3 行目

旧: Ep,q
2 = Hp

1 (Hq
2 (C)), En = Hn(C)

新: Ep,q
0 = Cp,q, Ep,q

1 = Hq
2 (Cp,∗), Ep,q

2 = Hp
1 (Hq

2 (C)), En = Hn(C)

● 初版 p.300, 新装版 p.302. 定理 6.3.10の証明の 1行目

誤: Ep,q
0 = Ap,q/Ap+1,q = Cp,q で，

正: Ep,q
0 = Ap,q/Ap+1,q−1 = Cp,q で，

● 初版 p.300～ 305, 新装版 p.302～ 307. 第 6.3.5項～第 6.2.6項
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以下の原稿と差し替えて下さい．第 6.3.5項は「導来関手」から「高次順像再論」

に変わります．

[差し替え原稿]

6.3.5a. 高次順像再論

定理 6.3.11a. · · · → Cn−1 dn−1

−→ Cn dn

−→ Cn+1 → · · · を複体とする．このとき，
以下の条件 (1)～ (3)を満たす移入的分解

0 −→ Cn εn−→ I0
n

δ0
n−→ I1

n

δ1
n−→ I2

n → · · ·
が存在する．

(1) 次の可換図式が存在する．

0 0 0y y y
· · · → Cn−1 dn−1

−−→ Cn dn

−−→ Cn+1 → · · ·
εn−1

y yεn

yεn+1

· · · → I0
n−1

d0
n−1−−→ I0

n

d0
n−−→ I0

n+1 → · · ·
δ0

n−1

y yδ0
n

yδ0
n+1

· · · → I1
n−1

d1
n−1−−→ I1

n

d1
n−−→ I1

n+1 · · · →
δ1

n−1

y yδ1
n

yδ1
n+1

−→ I2
n−1

d2
n−1−−→ I2

n

d2
n−−→ I2

n+1 → · · ·
δ2

n−1

y yδ2
n

yδ2
n+1

...
...

...

ここで，縦の系列はすべて完全である．

(2) Ki
n = Ker di

n, J i
n = Im di

n−1 とおくと，

0 −→ Zn(C) εn−→ K0
n

δ0
n−→ K1

n

δ1
n−→ K2

n → · · ·
0 −→ Bn(C) εn−→ J0

n

δ0
n−→ J1

n

δ1
n−→ J2

n → · · ·
0 −→ Hn(C) −→ K0

n/J0
n −→ K1

n/J1
n −→ K2

n/J2
n → · · ·

はいずれも移入的分解になる．

(3) Cn = 0であるような nに対しては，Im
n = 0 (∀m)であり，Im dn−1 = Ker dn

が成り立つような nに対しては，Jm
n = Km

n (∀m)が成り立つ．特に · · · → Cn−1

dn−1

−→ Cn dn

−→ Cn+1 → · · ·が完全系列ならば，(1)の図式の横の系列もすべて

完全系列である．
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この図式を複体 C = {Cn, dn} の移入的分解という．

証明. まず，J i
0 = 0 (i = 0)とし，Z0(C) = H0(C) = Ker d0 の移入的分解 K∗

0

をとる．m = 0, 1, 2,. . . に対して，以下の操作を帰納的に行う．

完全系列 0 → Ker dm → Cm → Im dm → 0 に対し，定理 6.2.19(2)を適用して，

Cm, Bm+1(C) = Im dm の移入的分解 I∗m, J∗m+1を構成する．完全系列 0 → Im dm →
Ker dm+1 → Hm+1(C) → 0に定理 6.2.19(2)を適用して，Zm+1(C) = Ker dm+1 と

Hm+1(C) の移入的分解 K∗
m+1, L∗m+1 を構成すると，K∗

m+1/J∗m+1 = L∗m+1 となる．

ただし，Im dm = Ker dm+1 の場合は，Ki
m+1 = J i

m+1 とする．

0 0 0 0y y y y
Cm−1 →→ Im dm−1 ⊂−→ Ker dm ⊂−→ Cm

εm−1
y yεm

yεm

yεm

I0
m−1 →→ J0

m
⊂−→ K0

m
⊂−→ I0

m

δ0
m−1

y yδ0
m

yδ0
m

yδ0
m

I1
m−1 →→ J1

m
⊂−→ K1

m
⊂−→ I1

m

δ1
m−1

y yδ1
m

yδ1
m

yδ1
m

I2
m−1 →→ J2

m
⊂−→ K2

m
⊂−→ I2

m

δ2
m−1

y yδ2
m

yδ2
m

yδ2
m

...
...

...
...

再び，m の値を +1して，以上の操作を繰り返す．このようにすると，求める移入

的分解が得られる．

補題 6.3.12a. f : (X, OX) −→ (Y , OY ) は環付き空間の写像，F は脆弱 OX -加

群とする．

(1) f∗F は脆弱 OY -加群である．

(2) i = 1 に対し，Rif∗F = 0 である．

証明. (1) U を Y の開集合とすると，F は脆弱なので，制限写像 F(f−1(Y ))

= F(X) −→ F(f−1(U)) は全射である．したがって，f∗F(Y ) −→ f∗F(U) も全射

で，f∗F も脆弱 OY -加群である．

(2)は命題 6.2.37(1)より分かる．

定理 6.3.13a. 連接 OX -加群層 Fが脆弱分解

0 −→ F −→ G0 −→ G1 −→ G2 −→ · · ·
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を持つとき，それから誘導される複体

0 δ−1

−→ ϕ∗G0 δ0

−→ ϕ∗G1 δ1

−→ ϕ∗G2 δ2

−→ · · · (∗)

を考えると，各整数 r = 0 に対し次が成り立つ．

Rrϕ∗F ∼= Ker δr/ Im δr−1

証明. 定理 6.3.11aを利用して，(∗)の移入的分解 0 → Gn → I0,n → I1,n → · · ·
をとる．Cp,q = ϕ∗Ip,q として 2重複体を構成する．

この 2重複体から構成されるスペクトル系列 Ep,q
2 = Hp

1 (Hq
2 (C)) =⇒ En = Hn(C)

を考える．定理 6.3.11aより，

Ip,0 −→ Ip,1 −→ Ip,2 → · · ·

も完全系列であるから，q = 1 に対し，Ep,q
1 = 0 である．よって, Ep,q

2 = 0 である．

定理 6.3.3(4)より，Ker δp/ Im δp−1 = Ep,0
2

∼= Ep である．

次に，Eq,p
2 = Hq

2 (Hp
1 (C)) =⇒ En = Hn(C) を考える．q = 1 のとき，Eq,p

1 =

Rqϕ∗Jp) = 0 である．よって，p = 1 のとき，Eq,p
1 = 0, Ep,q

2 = 0 である．定理

6.3.3(4)より，Rqϕ∗F = Eq,0
2

∼= Eq である．

したがって，Ker δp/ Im δp−1 ∼= Ep ∼= Rpϕ∗F となる．

系 6.3.17で述べたように，

Ep,q
2 = Hp(Y, Rqf∗F) =⇒ Ep+q = Hp+q(X, F)

というスペクトル系列が存在するという事実から，次の定理が成り立つ．

定理 6.3.14a. 環付き空間の写像 ϕ:X → Y と連接 OX -加群 F に対し，以下が

成り立つ．

(1) 次の完全系列が存在する．

0 −→ H1(Y, ϕ∗F) −→ H1(X, F) −→ H0(Y, R1ϕ∗F)

−→ H2(Y, ϕ∗F) −→ H2(X, F)

(2) 整数 i = 2 を固定する．もし，i 5 p + q 5 i + 1 かつ p = 1 かつ q = 1 を満

たす任意の整数 (p, q) に対して，Hp(Y , Rqf∗F) = 0 ならば，次の完全系列

が存在する．

Hi(Y, ϕ∗F) −→ Hi(X, F) −→ H0(Y, Riϕ∗F)

−→ Hi+1(Y, ϕ∗F) −→ Hi+1(X, F)
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(3) 1 5 p 5 n, 1 5 q 5 n − 1, p + q 5 n + 1 を満たす任意の整数 p, q に対し

Hp(Y , Rqf∗F) = 0 ならば，次の完全系列が存在する．

0 −→ H1(Y, ϕ∗F) −→ H1(X, F) −→ H0(Y, R1ϕ∗F)

−→ H2(Y, ϕ∗F) −→ H2(X, F) −→ H0(Y, R2ϕ∗F)

−→ H3(Y, ϕ∗F) −→ H3(X, F) −→ H0(Y, R3ϕ∗F) −→ · · ·

(4) p = 0, 1 5 q 5 n− 1 を満たす任意の整数 p, q に対し Hp(Y , Rqf∗F) = 0 な

らば，任意の i に対し

Hi(Y, ϕ∗F) ∼= Hi(X, F)

が成り立つ．

命題 6.3.15a. (1) Y は 1 点からなる集合で，ϕ:X → Y は環付き空間の写像，

F は OX -加群とする．すると，

Rrϕ∗F = Hr(X, F).

(2) X は代数多様体，Y はアフィン代数多様体，ϕ:X → Y は正則写像，F は

準連接 OX -加群とする．すると，

(Rrϕ∗F)(Y ) ∼= Hr(X, F).

証明. (1) F の移入的分解 0 → F → I0 → · · · をとり，複体 0 → I0(X) →
I1(X) → · · ·を作る．Rrϕ∗F =

(
Rrϕ∗F

(
Y ) も Hr(X, F) も，この複体のコホモロ

ジーである．

(2) i = 1 のとき Hi(Y , ϕ∗F) = 0であるので，前定理 (3)より結論を得る．

6.3.6. ルレイ・スペクトル系列

ここでは，2 重複体を利用してルレイ・スペクトル系列を構成する．なお，命題

6.3.4を用いる別のトリッキーな構成法が，[石井] p.62～ 67に紹介されている．

定理 6.3.16. (X, OX), (Y , OY ), (Z, OZ)は環付き空間で，T1 は OX -加群の圏

から OY -加群の圏への左半完全共変関手，T2 は OY -加群の圏から OZ-加群の圏へ

の左半完全共変関手とする．さらに，任意の移入的 OX -加群 I と任意の i = 1に対

して RiT2(T1(I)) = 0が成り立つと仮定する．すると，スペクトル系列

Ep,q
2 = RpT2(RqT1(F)) =⇒ En = Rn(T2 ◦ T1)(F)

が存在する．
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証明. OX -加群 F の移入的分解

0 −→ F
ε−→ I0

X

d0
X−→ I1

X

d1
X−→ I2

X

d2
X−→ · · ·

をひとつとる．FY = T1(F), Ii
Y = T1(Ii

X), di
Y = T1(di

X) とすると，完全とは限ら

ない系列

0
d−1

Y−→ I0
Y

d0
Y−→ I1

Y

d1
Y−→ I2

Y

d2
Y−→ · · ·

が得られ，RiT1(F) = Ker di
Y / Im di−1

Y である．定理 6.3.11aより，次の Claim 1が

証明される．

Claim 1: 各非負整数 q に対し，I
q
Y の移入的分解

(Iq) : 0 −→ I
q
Y

εq

−→ J
0,q
Y

δ0,q
Y−→ J

1,q
Y

δ1,q
Y−→ J

2,q
Y

δ2,q
Y−→ · · ·

で以下の条件を満たすものが存在する．

(1) 各非負整数 p, q に対し，準同型写像 dp,q
Y :Jp,q

Y −→ J
p,q+1
Y が存在し，

dp,q+1
Y ◦ dp,q

Y = 0, dp+1,q
Y ◦ δp,q

Y = δp,q+1
Y ◦ dp,q

Y

を満たす．

(2) 各 p, q について，Ker dp,q
Y , Im dp,q

Y は移入的である．

(3) G
p,q
Y = Ker dp,q

Y / Im dp,q−1
Y とし，δp,q

Y から誘導される写像を δ
p,q

Y :Gp,q
Y → G

p+1,q
Y

とすると，完全系列

0 −→ RqT1(F) −→ G
0,q
Y

δ
0,q

Y−→ G
1,q
Y

δ
1,q

Y−→ G
2,q
Y

δ
2,q

Y−→ G
3,q
Y

δ
3,q

Y−→ · · ·
は，RqT1(F) = Ker dq

Y / Im dq−1
Y の移入的分解になっている．

Cp,q = T2(J
p,q
Y ), δp,q

Z = T2(δ
p,q
Y ), dp,q

Z = T2(d
p,q
Y ) とすると，2 重複体 C = {Cp,q,

δp,q
Z , dp,q

Z }が得られる．これより，スペクトル系列 Ep,q
2 = Hp

1 (Hq
2 (C)) = Hp

δ (Hq
d(C))

=⇒ En = Hn(C) を構成できる．

Claim 2: Ep,q
2 = Hp

δ (Hq
d(C)) ∼= RpT2(RqT1(F)) を示そう．

0 −→ Im dp,q−1
Y −→ Ker dp,q

Y −→ G
p,q
Y −→ 0

は移入的加群の完全系列だから，これに T2 を作用させて得られる

0 −→ T2(Im dp,q−1
Y ) −→ T2(Ker dp,q

Y ) −→ T2(G
p,q
Y ) −→ 0

も完全系列で，

Ker dp,q
Z / Im dp,q−1

Z = T2(Ker dp,q
Y )/T2(Im dp,q−1

Y ) ∼= T2(G
p,q
Y )

となる．dp,q
0 = dp,q

Z :Cp,q −→ Cp,q+1 だから，

Ep,q
1

∼= Ker dp,q
0 / Im dp,q−1

0
∼= T2(G

p,q
Y )



186

である．したがって，

Hp
δ (Hq

d(C)) ∼= Hp
δ (T2(G

p,q
Y )) = RpT2(RqT1(F))

となる．

Claim 3: En ∼= Rn(T2 ◦ T1)(F) を示そう．

2重複体 C から定まるもうひとつのスペクトル系列

Ẽq,p
2 = Hq

2 (Hp
1 (C)) = Hq

d(Hp
δ (C)) =⇒ En = Hn(C)

を考える．p = 1 に対し，RpT2(I
q
Y ) = RpT2(T1(I

q
X)) = 0 だから，p = 1, q = 0 に

対し，Ker δp,q
Z = Im δp−1,q

Z が成り立つ．したがって，p = 1, q = 0に対し Ẽq,p
1 = 0

であり，Ẽq,p
2 = 0 である．よって，定理 6.3.3(4)より，

Eq ∼= Ẽq,0
2 = Hq

δ (H0
d(C)) ∼= Hq

2 (T2(I∗Y )) = Rq(T2 ◦ T1)(F)

が成り立つ．したがって，Hq(C) ∼= Rq(T2 ◦ T1)(F) である．

系 6.3.17. f : (X, OX) −→ (Y , OY ), g: (Y , OY ) −→ (Z, OZ) は環付き空間の

写像とする．このとき，スペクトル系列

Ep,q
2 = Rpg∗(Rqf∗F) =⇒ En = Rn(g ◦ f)∗(F)

が存在する．これを，ルレイ・スペクトル系列 (Leray spectral sequence)という．特

に，Z が 1点の場合を考えると，次のルレイ・スペクトル系列が存在する．

Ep,q
2 = Hp(Y, Rqf∗F) =⇒ En = Hn(X, F)

証明. T1 = f∗, T2 = g∗ として定理 6.3.16を適用するには，任意の移入的 OX -加

群 I と任意の i = 1に対して Rig∗(f∗(I)) = 0が成り立つことを証明すればよいが，

それは，補題 6.3.12aからわかる．

系 6.3.18. スペクトル系列

Ep,q
2 = Hp

(
X, ExtqOX

(F, G)
)

=⇒ En = Extn
OX

(F, G)

が存在する．

証明. X = Y , Z = (1 点) とする．さらに，F を固定して，T1(G) = HomOX
(F,

G) とおき，T2(H) = H0(X, H) として定理 6.3.16を適用する．任意の移入的 OX -

加群 I と任意の i = 1 に対して RiT2(T1(I)) = 0 であることを証明しよう．それに

は，Gが移入的のとき，HomOX
(F, G) は脆弱であることを証明すればよい．

U ⊂ X を勝手な開集合とする．自然な全射 HomOX
(F, G) −→ HomOU

(F|U , G|U )

が存在することを示せばよい．fU ∈ HomOU
(F|U , G|U )をとる．j:U → X を包含写
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像として，FU = j!(F|U ) とする．fU は OX -加群の準同型 f̃ :FU → G を誘導する．

0 → FU
ι−→ F は完全系列で，G は移入的だから，ある fX :F → G で fX ◦ ι = f̃

を満たすものが存在する．この fX の像が fU である．

● 初版 p.307. 命題 6.4.1の証明の 2～ 3 行目. (新装版では修正済み)

誤:

d(df) = d

(
n∑

i=1

∂f

∂xi
dxi

)
=

n∑

i=1

d

(
∂f

∂xi
dxi

)
=

n∑

i=1

n∑

j=1

∂2f

∂xj ∂xi
dxi ∧ dxj

=
∑

i<j

(
∂2f

∂xj ∂xi
− ∂2f

∂xi ∂xj

)
dxi ∧ dxj = 0

正:

d(df) = d

(
n∑

i=1

∂f

∂xi
dxi

)
=

n∑

i=1

d

(
∂f

∂xi
dxi

)
=

n∑

i=1

n∑

j=1

∂2f

∂xj ∂xi
dxj ∧ dxi

=
∑

i<j

(
∂2f

∂xi ∂xj
− ∂2f

∂xj ∂xi

)
dxi ∧ dxj = 0

● 初版 p.308～ 309, 新装版 p.310～ 311. 第 6.4.3項

第 6.4.3 項「ドラームの定理」の次の行から定理 6.4.5の直前の行までの説明を，

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

X は向きづけられた n次元コンパクト可微分多様体，M は X の r 次元閉部分可

微分多様体であるとする．X の適当な単体分割をとれば，M ∈ Zr(X, R) とみなせ

る．第 6.1.3 項で説明したように，M ∈ Zr(X, R) の Br(X, R) を法とする同値類

を [M ] ∈ Hr(X, R) と書くことにする．Hr(X, R) は，何個かの r 次元閉部分多様

体の同値類で生成される．

また，ω ∈ Zr
dR(X, R) の Br

dR(X, R) を法とする同値類を [ω] ∈ Hr
dR(X, R) と書

く．以下， ∫

[M ]

[ω] =
∫

M

ω (6.4)

が，[M ], [ω]の代表元 M , ω の選び方に依存せずに，矛盾なく定義できることを示す．

まず，[ω] = [ω′] の場合に，
∫

M

ω =
∫

M

ω′ が成り立つことを示す．[ω] = [ω′]なら

ば，ある η ∈ Cr−1
dR (X, R)により，ω − ω′ = dη と書ける．η の定義域を M に制限
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すれば η ∈ Cr−1
dR (M , R)と考えられるので，ストークスの定理から，

∫

M

dη =
∫

∂M

η

が成り立つ．しかし，コンパクト多様体は境界を持たないので ∂M = 0 であり，
∫

M

(ω − ω′) =
∫

M

dη =
∫

φ

η = 0

となる．同様に，[M ] = [M ′] のとき，X の単体分割を適当に取り直せば，ある

σ ∈ Cr+1(X, R) により，M −M ′ = ∂σ と書ける．ここで，σ は何個かの (r + 1)-

単体の合併集合と同一視できる．ω ∈ Zr
dR(X, R) だから dω = 0 で，

∫

M

ω −
∫

M ′
ω =

∫

∂σ

ω =
∫

σ

dω = 0

となる．したがって，(6.4)が矛盾なく定義できる．

● 初版 p.313, 新装版 p.315. 下から 4 行目

誤: Y における W の閉包が Y に一致するもが存在する．

正: Y における W の閉包が Y に一致するものが存在する．

● 初版 p.314. 定義 6.5.6の 1～ 2 行目. (新装版では修正済み)

誤: Y1,. . ., Yr を n− 1 次元の X 内の解析多様体として，

正: Y1,. . ., Yr を X の閉集合であるような n− 1 次元の解析多様体として，

● 初版 p.314, 新装版 p.316. 定義 6.5.6の 7行目

誤: 解析的正則写像 f : (X − U) −→ P1 を X 上の

正: 解析的正則写像 f :U −→ P1 を X 上の

● 初版 p.314, 新装版 p.316. 定義 6.5.6の後

定義 6.5.6の後に以下の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

命題 6.5.6b. (X, OX)は環付き空間，Fは有限ランクの局所自由 OX -加群，G,

H は OX -加群とする．このとき，

HomOX
(F, OX)⊗OX

G ∼= HomOX
(F, G)

HomOX

(
F⊗OX

G, H
) ∼= HomOX

(
F, HomOX

(G, H)
)

が成り立つ．特に，X が非特異代数多様体または複素多様体で，D1, D2, D が X

上の因子のとき，以下が成り立つ．

OX(D1)⊗OX
OX(D2) ∼= OX(D1 + D2)

HomOX

(
OX(D1), OX(D2)

) ∼= OX(D2 −D1)
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証明は簡単だが，自力で証明できない人は，[Ha]日本語訳第 II章演習問題 5.1(b),

(c)の解答を見よ．

● 初版 p.315, 新装版 p.317. 定義 6.5.8の下の 1～ 7 行目

誤:

もし，Rathol(X) 6= C ならば，定数でない f ∈ Rathol(X) をとり，X 上の有理型

微分形式

ω = f dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn

が定義できる．このとき，KX = div(ω) とすると，KX は線形同値を除いて一意的

に定まる．KX を X の標準因子という．

Rathol(X) = Cとなってしまうようなコンパクト複素多様体 X 上では，上のよう

な KX が定義できないが，Ω1
X は定義できるので，可逆層 detΩ1

X で代用する．

正:

X が複素多様体のときも，0 6= f ∈ Rathol(X) をとり，X 上の有理型微分形式

ω = f dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn

が定義できる．このとき，KX = div(ω) とすると，KX は線形同値を除いて一意的

に定まる．KX を X の標準因子という．

● 初版 p.315. 定理 6.5.9の 1行目. (新装版では修正済み)

誤: 1次元コンパクト複素多様体 (リーマン面) X は，X は非特異射影代数曲線と複

素多様体として同型になる．

正: 1 次元コンパクト複素多様体 (リーマン面) は，非特異射影代数曲線と複素多様

体として同型になる．

● 初版 p.316, 新装版 p.318. 第 6.5.5項の 11行目

誤: X を複素多様体体と考えると，

正: X を複素多様体と考えると，

● 初版 p.317, 新装版 p.319. 定義 6.6.1項の 3行目

誤: (gij は複数値 C∞ 級関数)

正: (gij は複素数値 C∞ 級関数)

● 初版 p.317, 新装版 p.319. 定義 6.6.1項の 14 行目

誤: {ΩU}U は X 上の (1, 1)-形式を定める．

正: Ω = {ΩU}U は X 上の (1, 1)-形式を定める．
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● 初版 p.318, 新装版 p.320. 第 6.6.2項の 8行目

初版誤: Jc = {j′1,. . ., j′n−q} (j′1 < · · · < j′n−p),

新装版誤: Jc = {j′1,. . ., j′n−q} (j′1 < · · · < j′n−p) とし ,

正: Jc = {j′1,. . ., j′n−q} (j′1 < · · · < j′n−q) とし ,

● 初版 p.320, 新装版 p.322. 定義 6.6.7の 2行目

誤: (harmnic (p, q)-form)という．

正: (harmonic (p, q)-form)という．

● 初版 p.321, 新装版 p.323. 定理 6.6.9の証明の 6～ 9行目

以下のように書き直して下さい．少し説明を丁寧にしました．

[差し替え原稿]

0 となる．したがって，自然な写像

ϕ:Hp,q(X) −→ Hp,q

∂
(X)

が存在する．ω ∈ Hp,q(X) が ω = ∂η と書ければ, (ω, ω) = (η, δω) = 0 なので

ω = 0 となる．よって，ϕ は単射である．

さて，ω ∈ Ap,q(X) は，

ω = K(ω) + ∂(δ(G(ω))) + δ(∂(G(ω)))

と分解できる．このことと，内積を使った簡単な議論で

● 初版 p.322, 新装版 p.324. 定義 6.7.1の 4行目

誤: (Kähler manifld)という．

正: (Kähler manifold)という．

● 初版 p.322, 新装版 p.324. 定理 6.7.2の証明

以下の原稿と差し替えて下さい．微妙に表現を改めました．

[差し替え原稿]

証明. Pn ⊃ Cn : (x1,. . ., xn) において，

h =
n∑

i=1

n∑

j=1

(
∂2

∂xi ∂xj
log

(
1 +

n∑

k=1

xkxk

))
dxi dxj

Ω =
√−1

2
·

(
1 +

n∑

i=1

xixi

)
n∑

i=1

dxi ∧ dxi −
n∑

i=1

n∑

j=1

xixj dxi ∧ dxj

(
1 +

n∑

i=1

xixi

)2
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とおくと, dΩ = 0 であり，これがケーラー計量を与える．

● 初版 p.324, 新装版 p.326. 定理 6.7.9の 3行目

以下の文を削除して下さい (重複があるので)．

削除: hp,q(X) = dimCHp,q

∂
(X) と書くことにすれば，

● 初版 p.325, 新装版 p.327. 定義 6.8.1の 5行目

誤: トーラース

正: トーラス

● 初版 p.325, 新装版 p.327. 定義 6.8.1の 9行目

誤: xi = ϕU0(x̃i) とおくと，

正: xi = x̃i ◦ (π|U0)
−1 とおくと，

● 初版 p.325, 新装版 p.327. 最終行 (定義 6.8.3の 9行目)

旧: 全射正則写像 ϕ:T → T ′ が存在するとする．

新: 解析的全射正則写像 ϕ:T → T ′ が存在するとする．

● 初版 p.326, 新装版 p.328. 5行目 (定義 6.8.3の最終行)

誤: T と T ′ は同種 (isogeny)であるという．

正: T と T ′ は同種 (isogenous)であるといい，ϕ を同種写像 (isogeny)という．

● 初版 p.326, 新装版 p.328. 第 6.8.2項の見出し

誤: 6.8.2 　ネロン・ゼベリ群

正: 6.8.2 　ネロン・セベリ群

● 初版 p.326, 新装版 p.328. 第 6.8.2項の 3行目

誤: 局所定数層を F を ZX と書く．

正: 局所定数層 F を ZX と書く．

● 初版 p.326, 新装版 p.328. 第 6.8.2項の 4行目

誤: k ∈ ZX に対し，

正: k ∈ ZX(U) = Z に対し，

● 初版 p.326～ 327, 新装版 p.328～ 329. 定義 6.8.5から注意 6.8.6の直前まで

以下の原稿と差し替えて下さい．
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[差し替え原稿]

定義 6.8.5. 解析的位相でチェック・コホモロジーを考えると，

Hi(X, ZX) ∼= Hi(X, Z)

となる．このとき，

Pic0(X) = Ker
(
c1:H1((Ohol

X )×) → H2(ZX)
) ∼= H1(X, OX)/H1(X, Z)

と定義する．H1(Ohol
X ) = Cqとすれば，系 6.7.8,定理 6.7.9より dimCH1(X, C) = 2q

なので，H1(ZX) ∼= Z2q で，Pic0(X)は q 次元複素トーラスになる．Pic0(X) を X

のピカール多様体 (Picard variety)という．

また，NS(X) = Pic(X)/ Pic0(X) ⊂ H2(X, Z) をネロン・セベリ群 (Neron-Severi

group)という．

また，D ∈ Pic(X) に対し c1(D) ∈ NS(X) ⊂ H2(X, Z) を，D の第 1チャーン

類 (Chern class; Chern Shing-Shen=陳省身)という．

X 内の曲線 C と n − 1 次元部分多様体 D に対して，第 6.1.10 項で定義した

ように交点数 D · C が定義できるが，代数多様体の場合の記号にあわせて，以下,

(D ·C)X = D ·C と書くことにする．定理 6.1.20より，X が射影代数曲面の場合に

は，この交点数は第 5.1節で定義された交点数と一致する．

交点数の定義を少し復習しておこう．D の線形同値類は Pic(X) の元を定めるが，

その c1 による像を c1(D) ∈ H2(X, Z) と書く．これは，D から定まる H2n−2(X,

Z) の元の，ポアンカレー双対 µ2n−2:H2n−2(X, Z) −→ H2(X, Z) による像と一致

する．正射影 H2(X, Z) −→ H2(X, Z)free による c1(D) の像を h(D) と書くこと

にしよう．同様に，C から定まる H2n−2(X, Z)free の元を h(C) とする．すると，

(D · C)X = h(D) ∪ h(C) ∈ H2n(X, Z) = Z

である．ポアンカレーの双対定理 (定理 6.1.19)より，このカップ積はユニモジュラー

であった．

定義 6.8.5b. D1, D2 は X 上の因子とする．X 内の任意の曲線 C に対し

て (D1 · C)X = (D2 · C)X が成り立つとき，D1 と D2 は算術的同値であるとい

い，D1 ≡ D2 と書く．D1 ∼ D2 (線形同値)ならば D1 ≡ D2 である．そこで，

N1(X) = Pic(X)/ ≡ と定義する．また，ρ(X) = dimRN1(X) と書く．これは，定

義 5.4.5の自然な拡張になっている．
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カップ積 H2(X, Z)free ×H2n−2(X, Z)free −→ Z はユニモジュラーだから非退
化なので，

D1 ≡ D2 ⇐⇒ h(D1) = h(D2)

が成り立つ．よって，N1(X) = NS(X)⊗Z Rである．H2(X, Z)は有限生成アーベ

ル群だから，NS(X) も有限生成アーベル群であり，N1(X) は有限次元実ベクトル

空間になる．したがって，ρ(X) = dimRN1(X) < ∞ である．よって，以下の定理
が得られた．

定理 6.8.5c. X はコンパクト複素多様体とする．すると，

N1(X) ∼= NS(X)⊗Z R, 　ρ(X) = dimRN1(X) < ∞
である．

● 初版 p.328, 新装版 p.330. 命題 6.8.7

下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

命題 6.8.7a. (1) α∗:H0(T , Ω1
T ) → H0(X, Ω1

X) は同型写像である．

(2) α(X) を含む T = Cq/Lの部分トーラスは T 以外に存在しない．とくに，

q = 1 のとき，dimα(X) = 1 である．

(3) X が複素トーラスならば，Alb(X) ∼= X である．

(4) A が複素トーラスで，正則写像 β:X → A が存在すれば，ある正則写像

ϕ:T → A で β = ϕ ◦ α を満たすものが一意的に存在する．

証明. (1) H0(T , Ω1
T ) の基底 dx1,. . . dxq に対し，定義から α∗dxi = ωi である．

(2) もし α(X) を含む部分トーラス T0 $ T があると，全射 α∗:H0(T0, Ω1
T0

) →
H0(X, Ω1

X)が存在することになり矛盾する．

(3) Alb(X) の定義からすぐわかる．

(4) A ∼= H0(A, Ω1
A)∨/H1(A, Z)free で，自然な写像 H0(A, Ω1

A)
β∗−→ H0(X,

Ω1
X) ∼= H0(T , Ω1

T )が存在するから，求める ϕが一意的に構成される．

● 初版 p.329, 新装版 p.331. 定義 6.8.9の 7行目

誤: UY ⊂ g−1(Z)

正: UY ⊂ g−1(UZ)

● 初版 p.329～ 330, 新装版 p.331～ 332. 定義 6.8.11

以下の原稿と差し替えて下さい．
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[差し替え原稿]

定義 6.8.11a. X, Y は代数多様体または複素多様体，π:Y → X は全射有限正

則写像とする．

Rat(Y )が Rat(X) のガロア拡大であるとき，π:Y → X はガロア被覆であるとい

う．さらに，Aut(Y/X) がアーベル群であるとき，π:Y → X はアーベル被覆であ

るという．さらに，Aut(Y/X) が巡回群 Z/mZ に同型なとき，π:Y → X を X の

m次巡回被覆 (cyclic covering)という．

定義 6.8.11b. X, Y は非特異射影多様体，ϕ:X → Y は有限写像とする．Y の

超曲面 E に対し，因子としての引き戻しを ϕ∗E =
r∑

i=1

eiDi (Di は X の超曲面)と

おくとき，ei = 2 であれば ϕ は Di で分岐しているといい，ei を Ei の分岐指数と

いう．このような Di 上の点を分岐点という．

X, Y は非特異代数多様体または複素多様体とする．正則写像 ϕ:X → Y がエター

ル (étale)であるとは，ϕ:X → Y が全射有限写像で，X の任意の点 P ∈ X に対し，

P の十分小さい解析的開近傍 P ∈ U ⊂ X を選べば，ϕ|U :U → ϕ(U)が同型写像に

なることをいう．

正則写像 ϕ:X → Y が平坦 (flat)であるとは，任意の点 x ∈ X に対して，局所環

OX,x が平坦な OY,ϕ(x)-加群であることをいう．

命題 6.8.11c. X, Y は非特異代数多様体または複素多様体，ϕ:X → Y は正則

写像とする．このとき，ϕがエタールであるための必要十分条件は，ϕが平坦かつ

不分岐であることである．

証明は，[Ha]日本語版の第 III章演習問題 10.3の解答を見よ．本書でこの命題は

使わない．

定理 6.8.11d. X, Y は非特異射影多様体，ϕ:X → Y は有限写像とする．

(1) ϕ の分岐点全体の集合は X 上のある因子の台になる．

(2) P ∈ X が分岐点でなければ，P の十分小さい解析的開近傍 U を選べば，

ϕ|U :U → ϕ(U) は同型写像になる．

(3) X 上の因子 R = 0 で，KX = ϕ∗KY + Rϕ を満たすものが存在する．また，

SuppR は ϕ の分岐点全体の集合と一致する．

Rϕ を ϕ の分岐因子という．Rϕ = 0 のとき ϕ は不分岐であるという，ϕが不分

岐であることは ϕがエタールであることと同値である．
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証明. d = deg ϕ, Rϕ = KX − ϕ∗KY とする．適当な局所座標系を用いれば，ϕ

は多項式 yi = fi(x1,. . ., xn) (i = 1,. . ., n)によって定義される．Y 上の一般の点

y = (y1,. . ., yn)に対しては，この連立方程式は d 個の相異なる解 x1,. . ., xd を持つ．

この連立方程式が d 個未満の解しか持たないような y ∈ Y 全体の集合 Z は，ある

種の判別式 (ヤコビ行列式)の零点集合であるので，X 上のある因子の台になる．

y ∈ Y −Z のとき，y の単連結な解析的開集合 W を W ∩ Z = φとなるようにと

れば，yが W を連続的に動くとき，連立方程式の解 x1,. . ., xd はそれぞれ互いに交

わらない解析的開集合 U1,. . ., Ud ⊂ X 上を動く．そして，Ui
∼= W である．この場

合，ϕ∗KY |W ∼ KX |Ui
であるので，点 xi は Rϕ の成分として現れる因子に含まれ

ない．

Z に含まれる超曲面 E をとり，Y の超曲面 E に対し，因子としての引き戻しを

ϕ∗E =
r∑

i=1

eiDi (Di は X の超曲面)とする．P を Di の一般の点とし Q = ϕ(P )と

する．Qが E の非特異点であるように P を選んでおく．Qの局所座標系 (y1,. . ., yn)

を E の定義方程式が y1 = 0であるように選ぶ．P の近傍 Uiでは ϕ∗(E|W ) = eiDi|Ui

であるので，P の局所座標系 (x1,. . ., xn) を以下の条件を満たすようにとることが

できる．

(i) Ui における Di の定義方程式は x1 = 0 である．

(ii) ϕ∗y1 = xei
1 である．

(iii) 2 5 j 5 n に対しては ϕ∗yj = xj である．

すると，定理 3.5.2の証明と同様にして，(KX)|Ui
∼ ϕ∗(KY |W ) + (ei − 1)(Di|Ui

)

であることがわかる．RE =
r∑

i=1

(ei − 1)Di とし，Z = E1 ∪ · · · ∪Em とすれば，今

の考察から，Rϕ =
m∑

i=1

REi
であることがわかる．

以上をあわせて，(1), (2), (3)がわかる．また，(2)より不分岐とエタールの同値

性がわかる．

● 初版 p.330～ 331, 新装版 p.332～ 333. 定理 6.8.12

定理 6.8.12を下記の原稿と差し替えて下さい．B = 0 の場合の記述に不備があり，

B 6= 0 の場合と B = 0 の場合に分けて書くことにしました．

[差し替え原稿]

定理 6.8.12. X は非特異射影多様体 (あるいは複素多様体)で，m は自然数,
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D 6= 0 は X 上の因子とする．

(1) ある因子 0 6= B ∈ |mD|は特異点を持たない (既約でなくてもよいが被約で各

既約成分は交わらない)と仮定する．すると，ある非特異射影多様体 (あるい

は複素多様体) Y による巡回被覆 π:Y → X が存在し，Aut(Y/X) ∼= Z/mZ
を満たす．さらに，E = π−1(B) とすると，

KY ∼ π∗(KX + (m− 1)D), π∗D ∼ E

を満たす．π:Y → X を E で分岐する m 重被覆という．

(2) mD ∼ 0 かつ，1 5 i < m に対しては iD 6∼ 0 であるとする．すると，ある

非特異射影多様体 (あるいは複素多様体) Y による巡回被覆 π:Y → X が存

在し，Aut(Y/X) ∼= Z/mZ を満たす．さらに，KY ∼ π∗KX , π∗D = 0 を満

たす．π:Y → X を不分岐 m重被覆という．

証明. (1) B = div(f) + mD となるような f ∈ H0(X, OX(mD)) をとる．

B ∩U 6= φであるような十分小さい X の座標開集合 U において，B ∩U の定義方程

式を h = 0 とし，(h, x2,. . ., xn) という形の U の局所座標系を選ぶ．RU = H0(U ,

OX) とする．g ∈ H0(U , OX(D)) と 0 6= a ∈ H0(U , O×
X) を適当に選んで，

f = ahgm, H0(U, OX(kD)) = RU · gk

と書くことができる．

SU,k = H0(U, OX(−kD)) = RU · g−k, SU =
m−1⊕

k=0

SU,k

とおく．SU は RU -加群であるが，以下のように RU -代数の構造を定めることがで

きる．g−k 倍写像を ϕk:RU = SU,0 → SU,k と書く．x ∈ SU,i, y ∈ SU,j に対し，積

xy ∈ SU を以下のように定める．

xy =

{
ϕi+j(ϕ−1

i (x)ϕ−1
j (y)) ∈ SU,i+j (i + j < m の場合)

a−1f · ϕi+j−m(ϕ−1
i (x)ϕ−1

j (y)) ∈ SU,i+j−m (i + j = m の場合)

すると，a−1fg−m = h だから SU
∼= RU [T ]/(Tm − h) となる．これは体 K =

Rat(X)[T ]/(Tm − h) の部分環なので整域である．SU を座標環とするアフィン代数

多様体 (または複素多様体)を YU とする．T の同値類を t とするとき，(t, x2,. . .,

xn) は YU の局所座標系なので，YU は非特異である．

W が X のアフィン開集合 (または解析的開集合)で W ⊂ U のとき，包含写像

RU ⊂ RW を通して SU ⊂ SW とみなせ，YW ⊂ YU とみなせる．W = U1 ∩ U2 の

とき，この YW ⊂ YU1 , YW ⊂ YU2 という同一視により YU1 と YU2 を貼り合わせ
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YU1 ∪YU2 を作る．このようにして，X の開被覆 {Ui}s
i=1 から，Y = YU1 ∪ · · · ∪YUs

を作る．

RU ⊂ SU より，全射有限正則写像 π:Y → X が構成でき，Aut(Y/X) ∼=
Aut(YU/U) ∼= Z/mZ となる．
各 YU 上で t = 0で定まる Y の超曲面を E とすると，π∗D = div(π∗g) ∼ div(t) =

mE である．

また，dh = mtm−1dt より，

π∗(dh ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn) = mtm−1 · dt ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn

である．定理 3.5.2の証明と同様にして，KY ∼ π∗KX + (m− 1)E が得られる．

(2) OU (D) = OU · gU となるような gU ∈ Rat(X) をとる．mD ∼ 0 より U に

依存しない fX ∈ Rat(X) と aU ∈ H0(U , O×
X) が存在して，aUgm

U = fX となる．

SU =
m−1⊕

k=0

RU · g−k
U とおき，(1)と同じ要領で SU に積を定めると SU は RU -代数に

なり，整域になる．SU を座標環とするアフィン代数多様体 (または複素多様体)を

YU とする．あとは，(1)の証明と同様である．

● 初版 p.331, 新装版 p.333. 参考 6.8.13の直後

以下の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

定理 6.8.13b. X は n 次元非特異射影多様体とし，X 上の因子 D =
r∑

i=1

Si (Si

は X の超曲面)は正規交叉 (定義 6.8.19参照)であるとする．m1,. . ., mr は自然数

とする．すると，非特異射影多様体 Y と全射有限写像 π:Y → X で，以下の (1),

(2)を満たすものが存在する．

(1) Rat(Y ) は Rat(X) のアーベル拡大体で，そのガロア群を G = Gal(Rat(Y )

/ Rat(X)) とするとき，G は Y に作用して X ∼= Y/G となる．

(2) すべての成分の係数が 1 である Y 上の因子 (被約因子) Ei が存在して，

π∗Di = mrEi となる．さらに，
r∑

i=1

Ei は正規交叉である．

証明は，[川又]定理 4.3.1を見よ．

● 初版 p.332, 新装版 p.334. 定理 6.8.14の後の 2～ 3行目

誤: U を X の空でないアフィン開集合 D = X − U とする．
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正: U = D+(F ) を X の空でないアフィン開集合, D = X − U とする．

● 初版 p.333. 11行目. (新装版では修正済み)

誤: ただし，X が非特異でも X/G は特異点と持つことがある．

正: ただし，X が非特異でも X/G は特異点を持つことがある．

● 初版 p.333～ 334, 新装版 p.335～ 336. 定理 6.8.16.

定理 6.8.16の証明を追加します．かわりに，系 6.8.17の直後の 1行 (証明の参照)

を削除して下さい.

[追加原稿]

証明. 定理 6.5.11より，層はすべて解析的層として考えても差し支えない．mD

が非常にアンプルになるような m ∈ N をとり，非特異超曲面 B ∈ |mD| をとる．
π:Y → X を定理 6.8.12(1)のような π−1(B) で分岐する m 重被覆とする．C の
元を局所定数関数を考え，自然な単射 τ :CY → OY を作ると，これから τ̂ :Hr(Y ,

C) −→ Hr(Y , OY )が誘導される．Hr(Y, C) ∼=
⊕

p+q=r

Hq(Y, Ωp
Y )であるが，τ̂ はこ

のホッジ分解における正射影になる．後で証明する系 6.9.11aを用いると，

π∗OY
∼=

m−1⊕

k=0

OX(−kD), π∗CY
∼= Cm

X

となる．具体的にこの同型を観察しよう．U ∩B = φとなるような解析的開集合 U ⊂ X

に対し，Y の互いに交わらない解析的開集合 W0,. . ., Wm−1 で π|Wk
:Wk → U が同

型であるようなものが存在し，(π∗OY )|U = OW0 ⊕ · · ·⊕OWm−1，OWk
= OU (−kD)

と同一視できる．また，(π∗CZ)|U ∼= CW0 ⊕ · · · ⊕CWm−1 である．よって，τ から誘

導される ρ:π∗CY → π∗OY は ρk:CX → OX(−kD) (k = 0,. . ., m− 1)の直和に分

解できる．ρk から導かれる写像 ρ̂k:Hr(X, C) −→ Hr(X, OX(−kD)) は τ̂ の直和

成分であって，τ̂ は全射であったから ρ̂k も全射である．

U ∩B 6= φ となるような連結解析的開集合 U ⊂ X においては，定理 6.8.12(1)の

証明のように SU =
m−1⊕

k=0

SU,k を定めれば，τ は定数関数 1 に対して 1 ∈ SU,0 ⊂ SU

を対応させる写像なので，k 6= 0 のとき ρk(1) = 0 であり，U 上では ρk はゼロ写

像である．以下，k, l ∈ N とし，自然な単射 ι:OX(−kD − lB) −→ OX(−kD) を

考える．B の外では ι は同型写像で，B と交わる連結開集合上では ρk がゼロ写

像だから，ある層の準同型 µ:CX → OX(−kD − lB) が存在して，ι ◦ µ = ρk を

満たす．ι, µ からコホモロジーの準同型 Hr(X, C) ι̂−→ Hr(X, OX(−kD − lB))
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µ̂−→ Hr(X, OX(−kD)) が誘導される．ρ̂k = µ̂ ◦ ι̂ は全射であったから，µ̂ も全射

である．定理 4.2.34aとセールの双対定理より l À 0, r < dimX のとき，Hr(X,

OX(−kD − lB)) = 0 であるから，Hr(X, OX(−kD)) = 0が得られる．

● 初版 p.335～ 336, 新装版 p.337～ 338. 定義 6.8.25から第 6.8.8項の最後まで．

定義 6.8.25から第 6.8.8項の最後までを，以下の原稿と差し替えて下さい.

[差し替え原稿]

定義 6.8.22. X は非特異射影代数多様体，D は X 上の R-因子とする．X 上の

任意の曲線 C に対し，(D ·C)X = 0が成り立つとき，D はネフ (nef)であるという．

c1(D) ∈ H2(X, R) の n 個のカップ積を，

(Dn)X = c1(D) ∪ · · · ∪ c1(D)︸ ︷︷ ︸
n 個

∈ H2n(X, R) ∼= R

と書く．ネフな因子 D が (Dn)X > 0 を満たすとき，D はネフかつ巨大 (big)であ

るという．巨大の正確な定義は，次項で与える．

Z =
r∑

i=1

aiCi (Ci は X 内の射影曲線で, ai ∈ R)という形の元を X 内の 1-サイク

ルという．因子 Dと 1-サイクル Z に対して，交点数 (D ·Z)X =
r∑

i=1

ai(D ·Ci)X が定

義できる．X 内の 1-サイクル Z1, Z2が，任意の因子Dに対して (D·Z1)X = (D·Z2)X

を満たすとき Z1 ≡ Z2 と書き，Z1 と Z2 は算術的同値であるという．X 内の 1-サ

イクルの算術的同値類全体のなす実ベクトル空間を N1(X)と書く．

N1(X) の中で，Z =
r∑

i=1

aiCi (ai > 0, r = 1)という形の 1-サイクル全体で生成

される凸錐の閉包を NE(X) と書く．

定理 6.8.22b. (クライマン (Kleiman)の判定法) X は非特異射影多様体とする．

X 上の因子 Dがアンプルであるための必要十分条件は，任意の 0 6= Z ∈ NE(X)に

対し (D · Z)X > 0が成り立つことである．

証明は，[M-K] p.24～ 45, [川又] p.117～ 119を見よ．

アンプルな Q-因子の算術的同値類全体の集合の N1(X)における閉包を Amp(X)

と書く．D1, D2 がアンプルならば，クライマンの判定法より，D1 + D2 もアンプル

だから，Amp(X) は凸錐になる．
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命題 6.8.23. X は n 次元非特異射影多様体とする．X 上のネフかつ巨大な R-

因子 D の算術的同値類を [D] ∈ N1(X) とすると，[D] ∈ Amp(X) である．

証明. D が Q-因子の場合に示せば十分である．X 上のアンプル因子 H を 1つと

る．クライマンの判定法から，任意の十分 0 に近い正の有理数 ε に対し，D + εH

がアンプルになることがわかり，[D + εH] ∈ Amp(X)である．ここで，ε → +0 と

すれば，[D] ∈ Amp(X)が得られる．

定理 6.8.24. (川又・フィーベックの消滅定理) D が X 上の (整数係数の) 因子

で，Dがネフかつ巨大ならば，i = 1に対し，Hi(X, OX(D +KX)) = 0が成り立つ．

証明は [川又]p.150～ 151を見よ．

● 初版 p.336. 下から 4 行目 (定義 6.8.25(1)の 1行目). (新装版では修正済み)

誤: (1) もし，任意の m ∈ N に対し H0(OX(mD))) = 0 ならは，

正: (1) もし，任意の m ∈ N に対し H0(OX(mD)) = 0 ならば，

(閉じカッコが余計)

● 初版 p.336. 下から 1～ 2行目 (定義 6.8.25(2)). (新装版では修正済み)

誤: (2) もし，任意の m ∈ N に対し h0(OX(mD))) 5 1 であって，ある m0 ∈ N に
対し，h0(OX(m0D))) = 1 ならば，κ(D, X) = 0.

正: (2) もし，任意の m ∈ N に対し h0(OX(mD)) 5 1 であって，ある m0 ∈ N に
対し，h0(OX(m0D)) = 1 ならば，κ(D, X) = 0.

(閉じカッコが余計なところが 2ケ所あります)

● 初版 p.337. 1行目 (定義 6.8.25(3)の冒頭). (新装版では修正済み)

誤: (3) h0(OX(mD))) = 2 となるような

正: (3) h0(OX(mD)) = 2 となるような

(閉じカッコが余計)

● 初版 p.337, 新装版 p.339. 定理 6.8.26の直前の行

定理 6.8.26の直前の，以下の行を削除して下さい．

削除: 飯高次元の定義から，次の定理が容易に得られる．

(「容易」ではありません)

● 初版 p.337, 新装版 p.339. 定理 6.8.26の直後の 2行
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旧: 次の定理は本書では利用しないが，その証明に関しては，[飯高 1] 第 10 章を参

照されたい．

新: 証明は，[飯高 1]定理 10.9を見よ．関連して，[飯高 1]第 10章全体を参照され

たい．

● 初版 p.337, 新装版 p.339. 定理 6.8.27の直後の行

旧: 次の予想は，飯高予想 Cm,n と呼ばれている．

新: 証明は [飯高 1]定理 10.22を見よ．次の予想は，飯高予想 Cm,n と呼ばれている．

● 初版 p.337, 新装版 p.339. 第 6.8.9項の末尾

第 6.8.9項の末尾に以下の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

定義 6.8.28b. X は n 次元射影代数多様体または n 次元コンパクト複素多様体，

D は X 上の因子とする．因子 D が κ(D, X) = dimX を満たすとき，D は巨大で

あるという．

定理 6.8.28c. X は n 次元非特異射影多様体，D は X 上の因子とする．このと

き，次の (1)～ (3)は同値である．

(1) D はネフで，κ(D, X) = n を満たす．

(2) D はネフで，(Dn)X > 0 を満たす．

(3) 因子 E = 0 を適当に選ぶと，任意の十分小さい正の有理数 ε > 0 に対して，

D − εE はアンプルな Q-因子になる．

証明は，[M-K]命題 2.61を見よ．[川又]命題 3.4.15も参考にされたい．

● 初版 p.339, 新装版 p.341. 下から 6行目 (定義 6.9.2の最後から 2行目)

誤: xµ
k = fk

λµ(xλ
1 , . . . , xλ

n, t1, . . . , tm)

正: xλ
k = fk

λµ(xµ
1 , . . . , xµ

n, t1, . . . , tm)

● 初版 p.339, 新装版 p.341. 下から 4行目 (定義 6.9.2の最後から 1行後)

誤:
∂

∂tk
∈ TS,0 に対し，

正:
∂

∂tk
∈ TS,0 に対し，

● 初版 p.340, 新装版 p.342. 補題 6.9.3の証明の 1行目
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誤: =
n∑

i=1

n∑

j=1

∂f i
λµ

∂xµ
j

(f1
µν(xν ,0), . . . , fn

µν(xν ,0),0)
∂f j

µν

∂tk
(zν ,0)

∂

∂xλ
i

正: =
n∑

i=1

n∑

j=1

∂f i
λµ

∂xµ
j

(f1
µν(xν ,0), . . . , fn

µν(xν ,0),0)
∂f j

µν

∂tk
(xν ,0)

∂

∂xλ
i

● 初版 p.341, 新装版 p.343. 定義 6.9.5の最後から 2行目

誤: s0 での全微分 (dg)0

正: 0 での全微分 (dg)0

● 初版 p.343, 新装版 p.345. 系 6.9.11

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

系 6.9.11a. X は n + 1 次元非特異代数多様体，Y は n 次元非特異代数多様体

で，f :X → Y は全射射影正則写像で，任意の y ∈ Y に対し，f−1(y)は有限本の曲

線の和集合であるとする．このとき，

(1) y ∈ Y に対し，yに対応する OY の極大イデアルを my とし，OXy
= OX/f∗my

とおく．このとき，hi(f−1(y), OXy
) の値は y ∈ Y に依存せずに一定である．

(2) mは整数，Dは X 上の因子で，一般ファイバー F = f−1(y)上で，dimCH0(F ,

OF (D)) = m ならば，f∗OX(D) はランク m の Y 上の局所自由層である．

(3) 一般ファイバー f−1(y)が既約曲線ならば，f∗OX = OY である．

証明. (1) hi(y) = hi(f−1(y), OXy
)が上半連続で，χ(y) = h0(y)− h1(y)が定数

関数だから，h0(y) と h1(y) も定数関数である．

(2) は前定理の (3)の特殊な場合である．

(3) h0(y) = 1 なので，(2)より f∗OX は可逆な OY -加群である．前定理 (3)よ

り，自然な写像により (f∗OX)|y ∼= C である．つまり，f∗OX は定数関数 1 によっ

て生成される OY -加群である．よって，f∗OX = OY である．

● 初版 p.343, 新装版 p.345. 例 6.9.13の 2行目

誤: j-不変量 j(E) ∈ E = M1

正: j-不変量 j(E) ∈ C = M1

● 初版 p.344, 新装版 p.346. 1～ 2 行目

誤: 種数 g の非特異射影曲線線全体の同型類全体の集合 Xg とモジュライMg を考

える．
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正: 種数 g の非特異射影曲線全体の同型類全体の集合を Xg とし，そのモジュライ

Mg が存在するかどうか考える．

● 初版 p.344, 新装版 p.346. (1) (位相的方法)の部分の段落

誤: R0 (2ケ所あります)

正: Rg

誤: タイヘミュラー空間

正: タイヒミュラー空間

● 初版 p.345, 新装版 p.347. 定理 6.9.15の直前の 2行

誤: もし，複素正則写像 f :C → U が存在すれば f(C) は 1 点であることが結論さ

れる．タイヘミュラー空間 Tg は C3g−3 内の有界な開集合であるから，次を得る．

正: もし，複素正則写像 f :C→ U が存在すれば f(C)は 1点であることが結論され

る．タイヒミュラー空間 Tg は C3g−3 内の有界な開集合であるから，次を得る．

● 初版 p.346, 新装版 p.348. 第 6.9.6項の直前

以下の第 6.9.6a項と差し替えて下さい．項のタイトルも「曲線の普遍被覆」から

「普遍被覆」に変更します．

[差し替え原稿]

6.9.6a. 普遍被覆

本項では，位相多様体 X の基本群 π1(X, P ) の定義と，X の普遍被覆 X̃ → X

についての基本的知識を仮定して説明する．ご存知でない方は，例えば，

[小松・中岡・菅原] 小松醇郎・中岡稔・菅原正博「位相幾何学 I」岩波 (1967)

の第 4章, 特に§6を参照してほしい．

定義 6.9.17. X, Y は n 次元複素多様体，ϕ:Y → X は全射正則写像とする．X

の各点 P に対して P の開近傍 UP ⊂ X が存在して，次の (1)～ (3)を満たすと

する．

(1) 任意の点Q ∈ ϕ−1(P )に対して Qの開近傍WQ ⊂ Y が存在して，ϕ|WQ
:WQ →

UP は同型写像になる．

(2)
⋃

Q∈ϕ−1(P )

WQ = ϕ−1(UP ) である．

(3) Q 6= Q′ ∈ ϕ−1(P ) ならば WQ ∩WQ′ = φ.
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このとき，ϕ:Y → X は被覆空間であるという．さらに，Y が単連結 (つまり π1(Y ,

P ) = 0)であるとき，ϕ:Y → X は普遍被覆であるという．

上の定義で，「複素多様体」を「位相多様体」,「正則写像」を「連続写像」,「同

型写像」を「同相写像」と書き直したものが，位相多様体の被覆空間の定義である．

以下も，ほぼ同様である．

いま，ϕ1:Y1 → X, ϕ2:Y2 → X は被覆空間とする．同型写像 ψ:Y1 → Y2 が

ϕ1 = ϕ2 ◦ψ を満たすとき，ψ は被覆空間の同型写像であるという．特に，ϕ:Y → X

上の自己同型写像全体のなす群を

Aut(Y/X) =
{
ψ ∈ Aut(Y )

∣∣ ϕ = ϕ ◦ ψ
}

と書く．

命題 6.9.18. X, Y は複素多様体，ϕ:Y → X は被覆空間，P ∈ X, Q ∈ Y ,

ϕ(Q) = P とする．

(1) 自然な単射 π1(Y , Q) −→ π1(X, P ) が存在する．この単射を通し，π1(Y ,

Q) ⊂ π1(X, P ) と考える．

(2) Aut(Y/X) ∼= π1(X, P )/π1(Y, Q) である．

証明. (1) 位相多様体の場合の対応する命題から，すぐわかる．

(2) ϕ:Y → X が位相空間の被覆空間の場合は，[小松・中岡・菅原]第 4 章定理

5.6を見よ．ϕ:Y → X が複素多様体の被覆空間の場合，ψ:Y → Y が同相写像で

ϕ = ϕ ◦ ψ を満たせば，ψ は双正則写像になる．

定理 6.9.19. X, Y1, Y2 は複素多様体，ϕ1:Y1 → X, ϕ2:Y2 → X は被覆空間

で，P ∈ X, Q1 ∈ Y1, Q2 ∈ Y2, ϕ1(Q1) = P , ϕ2(Q2) = P とする．このとき，もし，

π1(Y1, Q1) ⊂ π1(Y2, Q2) ⊂ π1(X, P )であれば，正則写像 ψ:Y1 → Y2で ϕ1 = ϕ2 ◦ψ

を満たすものが一意的に存在する．

証明. 位相多様体の場合の相当する定理の証明は，例えば，[小松・中岡・菅原]第

4章定理 6.15を見よ．このとき，連続写像 ψ が正則写像になることは容易にわかる．

定理 6.9.20. X はコンパクト複素多様体とする．

(1) X の普遍被覆 ϕ:Y → X が同型を除いて一意的に存在する．

(2) π1(X, P ) の任意の部分群 G に対して，被覆空間 ψ:Z → X で，π1(Z,

Q) = G ⊂ π1(X, P ) (ψ(Q) = P )を満たすものが同型を除いて一意的に存在

する．このとき，Z ∼= Y/G である．
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証明. (1) X が弧状連結な位相多様体の場合に，位相多様体としての普遍被覆

ϕ:Y → X が存在することは，[小松・中岡・菅原] 第 4 章定理 6.19を見よ．定義

6.9.17の記号で ϕ|WQ
:WQ → UP は同相写像であるから，ϕ|WQ

が双正則写像にな

るような複素構造が WQ に一意的に定まる．WQ の複素構造は整合的に貼り合わ

さって Y に複素多様体の構造が定まる．よって，これが複素多様体としての普遍被

覆になる．

普遍被覆の一意性は，前定理よりわかる．

(2)も (1)と同様である．

上の定理において，X が代数多様体でも，Y は代数多様体であるとは限らないし，

また，X, Y が代数多様体であっても，ϕが代数多様体としての正則写像であるとは

限らない．

定理 6.9.21. (Hurewczの定理) X が弧状連結な位相空間 (例えば複素多様体)

であれば，自然な全射

f :π1(X, P ) −→ H1(X,Z)

が存在し，Ker f は π1(X, P ) の交換子群 [π1(X, P ), π1(X, P )] になる．ここで，

P ∈ X は任意の点である．

証明. [小松・中岡・菅原]第 7章定理 1.4を見よ．

定理 6.9.22. C は非特異射影曲線，ϕ:Y → C は普遍被覆，

∆ =
{
z ∈ C ∣∣ |z| < 1

}

とする．

(1) g(C) = 0 ならば Y ∼= P1 である．

(2) g(C) = 1 ならば Y ∼= C である．
(3) g(C) = 2 ならば Y ∼= ∆ である．

証明. (1) P1 は単連結だから，P1 が P1 の普遍被覆である．

(2) Cは単連結で，C を複素トーラス C ∼= C/Lと考えたとき自然な全射 C→ C

があり，これが普遍被覆の定義を満たす．

(3) リーマンの等角写像定理より，単連結な 1次元の複素多様体は，P1, C, ∆ の

いずれかと同型である．もし，Y が P1 あるいは C と同型ならば，C は P1 または

楕円曲線になってしまう．
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定理 6.9.23. X は複素多様体とする．

(1) もし H1(X, C) 6= 0 ならば，任意の自然数 n に対して，不分岐 n 重被覆

π:Y → X が存在する．

(2) もし，H1(X, Z)が位数 n のトーション元 γ (つまり，nγ = 0で，1 5 k < n

に対しては kγ 6= 0)を持てば，n 重被覆 π:Y → X で，π∗γ = 0 ∈ H1(Y , Z)

となるようなものが存在する．

証明. (1), (2)とも普遍被覆を利用すれば，すぐわかるが, (1)は以下のように証明

してもよい．

アルバネーゼ写像 α:X → Alb(X) をとる．複素トーラス A = Alb(X) = H0(X,

Ω1
X)∨/H1(X, Z)free の格子 L = H1(X, Z)free を細分することによって，Alb(X)

の不分岐 n 重被覆 π:B → A を作る．そして，Y = X ×A B とおけばよい．

命題 6.9.24. Aはアーベル多様体，ψ:X → Aはエタール正則写像とする．する

と，X もアーベル多様体である．

証明. n = dimA, ϕ:Y → X を普遍被覆とする．ψ ◦ ϕ:Y → A は A の普遍被覆

であるので，Y ∼= Cn である．

複素トーラスとして A = Cn/L, L =
2n⊕

i=1

Zei であるとする．O を A の原点とす

ると，群として π1(A, O) ∼= L ∼= H1(A, Z) であり，π1(A, O) はアーベル群である．

π1(X, P ) (ψ(P ) = O)は π1(A, O) ∼= L の部分群なので，π1(X, P ) は L の部分格

子で，Y = Cn/π1(X, P ) である．

● 初版 p.348～ 349, 新装版 p.350～ 351. 定義 6.10.1から第 6.10.2項の最後まで．

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定義 6.10.1a. (I) X は代数多様体 (または複素多様体)，E はランク r の局所

自由 OX -加群とする．X のアフィン開被覆 (または解析的開被覆) {Ui}を，各 E|Ui

が自由 OUi
-加群となるようにとる．今，基底 {ei

k}r
k=1 により，

E|Ui =
r⊕

k=1

OUi · ei
k

と表す．Ui ∩ Uj 上では，ある変換関数 {f ij
k }により，ei

k = f ij
k (ej

1,. . ., ej
r)と表せる．

Vi = Pr−1 × Ui と定め，Vi 達を {f ij
k } によって貼り合わせて得られる多様体を

P(E) と書く．また，正射影 Pr−1 × Ui −→ Ui から得られる写像 π:P(E) → X を自
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然な全射という．定義より，

dimP(E) = (r − 1) + dimX

である．

Ui の座標環を Ri とし，ei
k に対応する不定元 Tk をとり，Ri 上の多項式環

Si = Ri[T1,. . ., Tr] を自然な見方で Ri 上の次数付き環と考える．F ∈ Si により

U = D+(F ) と表せる P(E) の開集合 U に対し，F(U) は Si[1/F ] の n 次部分と定

義して定まる層 F を OP(E)(n) と書く．つまり，

(
OP(E)(n)

)
(U) =

(
Si[1/F ]

)
n

である．これは，可逆な OP(E)-加群である．

(II) Sは OX -可換整域の層とする．つまり，各 Ui ⊂ X に対し，S(Ui)は可換整

域であり，OX(Ui)-多元環であるとする．さらに，各 Ui に対して S(Ui)は OX(Ui)-

多元環として有限生成であると仮定する．S(Ui) を座標環とする多様体を WUi
とす

る．この WUi
達は自然に貼り合わさって，ある多様体 W =

⋃

i

WUi
を定める．こ

の多様体 W を W = SpecS と書く．

(III) S =
∞⊕

d=0

Sd は Sd を d 次部分とする X 上の次数付き可換整域の層とする．

さらに，S0 = OX であり，各 Ui に対して S(Ui)は OX(Ui)-多元環として有限個の

1 次の元 y0,. . ., yn ∈ S1(Ui) によって生成されると仮定する．

ψUi :
(
C[X0, . . . , Xn]⊗C OX(Ui)

) −→ S(Ui)

を ψUi(Xj ⊗ f) = fyj によって定める．KerψUi を定義イデアルとする多様体

YUi
⊂ Pn×Uiが定まる．この YUi

達は自然に貼り合わさって，ある多様体 Y =
⋃

i

YUi

を定める．また，正射影 πUi :YUi → Ui から正射影 π:Y → X が自然に誘導される．

この多様体 Y を Y = ProjS と書く．

Sd(E) を E の対称テンソル積 (7.10.6項参照)とすれば，P(E) = Proj
∞⊕

d=0

Sd(E)

である.

命題 6.10.1b. 定義 6.10.1a(I)の記号のもと，π∗OP(E)(1) = E が成り立つ．ま

た，自然な全射 ϕ:π∗E −→ OP(E)(1)が存在する．
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証明. S =
∞⊕

d=0

Sd(E) とする．S の d 次部分を Sd とおくと，定義から S1 = E

である．自然な全射 Sd(E)⊗OX
E −→ Sd+1(E) を d 次部分とする写像として全射

ϕ:π∗E −→ OP(E)(1)が誘導される．また，

(
π∗(OP(E)(1))

)
(Ui) =

(
OP(E)(1)

)
(π−1(Ui)) =

r⊕

k=1

OX(Ui) · ei
k = E(Ui)

なので，π∗OP(E)(1) = E である．

OP(E)(1)は可逆層なので，OP(E)(H) ∼= OP(E)(1)を満たす P(E) 上の因子 H が存

在する．ただし，H がアンプルであるとは限らない．

● 初版 p.350, 新装版 p.352. 定理 6.10.3の直前の 5行

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

n = rankF, ci = ci(F) とおくと，6.10.1 項の関係式によって，pi, Li, Ai, Ri ∈
H4i(X, Z) と Chi, Ti ∈ H2i(X, Z) が定まる．このうち，Chi, Ti をそれぞれ，

Chi(F), Tdi(F) と書き，Chi(F) を F の i次チャーン指標 (Chern characteristic),

Tdi(F)を F の i次トッド類 (Todd class)という．X の接ベクトル層を TX とする

とき，Tdi(TX) を X の i次トッド類という．

● 初版 p.352, 新装版 p.354. 定理 6.10.7の 2 行手前

誤: tn の係数は Hn(X, Z) ∼= Z に属するので，
正: tn の係数は H2n(X, Z) ∼= Z に属するので，

● 初版 p.352, 新装版 p.354. 第 6.10.3項の最後, 第 6.10.4項の直前

以下の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

上の定理の n = 2 の場合は，以下の形であることに注意しておく．

χ(F) =
c1(F) ∪ (

(c1(F)− c1(KX)
)

2
− c2(F) +

(K2
X)X + e(X)

12

定理 6.10.7b. (Splitting principle) X は非特異射影多様体，Fは局所自由 OX -加

群で rankOX = rとする．このとき，ある非特異射影多様体 Y と平坦写像 f :Y → X

が存在して次の (1), (2)を満たす．

(1) f∗:A(X) −→ A(Y ) =
∞⊕

j=0

H2j(Y, Z) は単射である．
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(2) 局所自由 OY 加群の列 (filtration) f∗F = F0 ⊃ F1 ⊃ · · · ⊃ Fr = 0 が存在

し，各 i 5 i 5 r に対して Fi−1/Fi は可逆 OY -加群になる．

特に，a1 = c1(Fi−1/Fi) とすれば，A(X) の拡大環 A(Y ) において，ck(F) は t

の多項式

(1 + a1t)(1 + a2t) · · · (1 + art)

の tk の係数に等しい．

証明. r に関する帰納法で証明する．r = 1 のときは自明なので，r = 2 とする．

Z = P(F) とし π:P(F) −→ X を自然な全射とする．π は平坦で π∗:A(X) → A(Z)

は単射である．自然な全射の核を G = Ker
(
π∗F → OZ(1)

)
とおくと，G は局所自

由 OZ-加群で，rankG = r − 1 である．以下の証明は容易であろう．

系 6.10.7c. X は非特異射影多様体，F, Gは局所自由 OX -加群で，rankF = r,

rankG = q とする．このとき，以下が成り立つ．

(1) ci(HomOX
(F, OX)

)
= (−1)ici(F)

(2) c1(F⊗OX
G) = qc1(F) + rc1(G)

証明. (1) F∨ = HomOX
(F, OX) の filtrationを考えれば，(1− a1t) · · · (1− art)

の tk の係数が ck(F∨) である．

(2) (1+b1t) · · · (1+bqt)の tk の係数が ck(G)であるとする．すると，ck(F⊗OX
G)

は
r∏

i=1

q∏

j=1

(1 + (ai + bj)t)

の tk の係数である．
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第７章

● 初版 p.358, 新装版 p.360. 命題 7.1.3の証明

下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. もし，Pd(S) 6= 0 ならば，0 6= ∃f ∈ H0(OS(dKS)) である．m = nd とす

るとき，0 6= fn ∈ H0(OS(mKS)) となるから，Pm(S) 6= 0 となる．

● 初版 p.358. 命題 7.1.4の証明の 6行目. (新装版では修正済み)

誤: c1

(
HomOS

(Ω1
S , Ω2

S)
)

= c1(TS) + 2c1(Ω2
S) = c1(Ks) = c1(Ω1

S)

正: c1

(
HomOS

(Ω1
S , Ω2

S)
)

= c1(TS) + 2c1(Ω2
S) = c1(KS) = c1(Ω1

S)

(c1(Ks) の添え字の s を大文字の S にする)

● 初版 p.360. 2行目 (定理 7.1.8の証明の 2行目). (新装版では修正済み)

誤: H2(S, C) = H2(S, C) −→ H2(S, OS) = H0,2(S)

正: H2
dR(S, C) = H2(S, CS) −→ H2(S, OS) = H0,2(S)

● 初版 p.360, 新装版 p.362. 定理 7.1.8の証明の 3～ 4行目

説明を追加して下さい．

旧: H2(ZS) → H2(Ohol
S ) = H0,2(S)による NS(S) の像は 0だから，NS(S)free ∩

H0,2(S) = 0 ⊂ H2(S, C) である．

新: 合成写像 Pic(S) = H1(O×
S ) → H2(ZS) → H2(OS)はゼロ写像だから，H2(ZS) →

H2(Ohol
S ) = H0,2(S)による NS(S)の像は 0である．よって，NS(S)free∩H0,2(S) =

0 ⊂ H2(S, C) である．

● 初版 p.360, 新装版 p.362. 命題 7.1.9の 1行目

誤: S が非特異射影曲または

正: S が非特異射影曲面または

● 初版 p.360, 新装版 p.362. 命題 7.1.9の 3行目

誤: 任意の Q ∈ α(S) に対し，

正: 任意の Q ∈ C に対し，

● 初版 p.360～ 361, 新装版 p.362～ 363. 第 7.2.1項の冒頭の 4行

以下の原稿と差し替えて下さい.
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[差し替え原稿]

第 5.2 節で，1 点を中心としたブロー・アップを定義したが，非特異代数多様体

(または複素多様体) X の任意の部分代数多様体 (または部分複素多様体) Y に対し，

Y を中心としたブロー・アップ π: X̃ → X というものも定義できる．

IY ⊂ OX を Y の定義イデアル，S =
∞⊕

d=0

Id
Y , X̃ = ProjS とし，π: X̃ → X を

正射影 (定義 6.10.1a参照)とする．これを Y を中心とした X のブロー・アップと

いう．

Y が非特異の場合に X̃ と π の構造を具体的に書いてみよう．Y ∩U 6= φであるよ

うな座標開集合 U ⊂ X をとり，U の座標系 (x1,. . ., xn) を Y ∩ U の定義方程式が

x1 = x2 = · · · = xr = 0であるようにとる．ここで，n = dim X, r = dim X−dimY

である．R = OX(U), I = IY (U) とおく．I = (x1,. . ., xr) である．xi に対応する

I1
Y (U) ⊂

∞⊕

d=0

Id
Y (U) = S(U) の元を Ti と書き，xi ∈ R = I0

Y (U) ⊂ S(U) のほうを

そのまま xi と書く．S(U) ∼= R[T1,. . ., Tr] である．ただし，T1,. . ., Tr は R 上代

数的独立ではなく，xiTj = xjTi (1 5 i < j 5 r)という関係を持つ．したがって，

Ũ = π−1(U) ⊂ X̃ とおくとき，

Ũ ∼=
{
(x1, . . . , xn;T1 : · · · : Tr) ∈ U × Pr−1

∣∣ xiTj = xjTi (1 5 i < j 5 r)
}

である．π|Ũ : Ũ −→ U は，π|Ũ (x1,. . ., xn; T1 : · · · : Tr) = (x1,. . ., xn) で定まる．

よって，P ∈ Y のとき π−1(P ) ∼= Pr−1 である．また，EU = π−1(Y ∩ U) とすると

き，π|Ũ−EU
: (Ũ −EU ) −→ (U − Y )は同型写像である．E = π−1(Y )を π の例外集

合という．π|E :E −→ Y は Pr−1-束であるが，E と Pr−1×Y が同型であるとは限ら

ないので注意しよう．上の Ũ の定義方程式から X̃ は非特異であることがわかる．た

だし X が非特異でもブロー・アップの中心 Y が特異点を持つ場合は，π−1(Sing Y )

上で X は特異点を持つ．

X が特異点を持つ場合には，X を閉部分多様体とするような非特異多様体 Z ⊃ X

をとり，π̃: Z̃ → Z を Y を中心としたブロー・アップとする．X̃ を π̃ による X ⊂ Z

の Z̃ への強変換とし，π = π̃|X̃ : X̃ → X とする．これが Z の選び方に依存せずに

同型を除いて一意的であることは容易に証明できる．この π: X̃ → X を Y を中心と

した X のブロー・アップという．その他の細かい定義は，1点でのブロー・アップ

の場合から類推せよ．

広中平祐氏によって，次の定理が証明され，氏はこれによってフィールズ賞を受

賞している．



212

● 初版 p.362, 新装版 p.364. 定義 7.2.3の 1行目

誤: X は代数多様体，P ∈ X で P は X の特異点

正: X は代数多様体，P は X の特異点

● 初版 p.362, 新装版 p.364. 命題 7.2.5の証明の 2～ 3行目

3ケ所登場する π はすべて f の誤りです．

● 初版 p.363, 新装版 p.365. 命題 7.2.5の証明の 5行目

誤: N1(S)

正: N1(S)

● 初版 p.363, 新装版 p.365. 定理 7.2.7の証明の 9行目

誤: 第 1種例外を含んでいたら，

正: 第 1種例外曲線を含んでいたら，

● 初版 p.364, 新装版 p.366. 定理 7.2.7の証明の最後から 6行目

誤: −1 5 (C2)Z 5 (C ′2)Y1 < 0

正: −1 = (C2)Z 5 (C ′2)Y1 < 0

● 初版 p.364. 下から 2つの図. (新装版では修正済み)

(E6) と (E7) の図を下記のように修正して下さい．

(E6)
v1 v2 v3 v4 v5

v6

(E7)
v1 v2 v3 v4 v5 v6

v7

● 初版 p.365. 図の下から 3～ 4行目. (新装版では修正済み)

誤: 今，Ci と Cj は 1 点で横断的に交わるか，交わらないかのいずれかであると仮

定する．

正: 今，Ci と Cj は交わらないか，1 点で横断的に交わるかのいずれかであると仮

定する．

● 初版第 1刷 p.365. 最下行 (補題 7.2.10(4)). (初版第 2 刷以降では修正済み)
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誤: (4) 任意の ei に対し，(ei, ej) > 0 を満たす ej が存在する．

正: (4) 任意の i = 2 に対し，(ei, ej) > 0 を満たす j < iが存在する．

● 初版 p.367～ 369, 新装版 p.369～ 371. 命題 7.2.13とその証明

命題 7.2.13とその証明を下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

命題 7.2.13. 上の定義で与えられた曲面 (X, O) の孤立特異点 (An), (Dn), (En)

の最小特異点解消を π:Y → X とし，その例外集合を E = π−1(O) とする．このと

き，E の双対グラフは，それぞれ対応する名前のディンキングラフになる．また，E

の各既約成分は (−2)-曲線である．例えば，x2 + y2 + zn+1 = 0で定まる曲面の最小

特異点解消の例外集合の双対グラフは (An)型ディンキングラフである．

証明. (An)型の場合のみ，証明 (計算)を記しておく．

C3 の原点 O でのブロー・アップは，

C̃3 =
{
(x, y, z;T1 : T2 : T3) ∈ C3 × P2

∣∣ xT2 = yT1, yT3 = zT2, zT1 = xT3

}

として，正射影 π̃: C̃3 → C3 で与えられる．π̃ の制限として，X のブロー・アッ

プ f1:X1 → X が得られる．C̃3 内で Ti 6= 0 で与えられるアフィン開集合を Ui と

する．U1 ∪ U2 ∪ U3 = C̃3 である．また，π̃, f1 の例外集合を π̃−1(O) = Ẽ ∼= P2,

E = f−1
1 (O) = Ẽ ∩X1 とする．さらに，X 上の有理微分形式

ω =
dx ∧ dy

(n + 1)zn
=

dy ∧ dz

2x
=

dz ∧ dx

2y

を考え, f∗1 ω を計算する．

U1 では (x, s, t) (ただし，s = T2/T1, t = T3/T1)を狭義座標系に選べ，y = sx,

z = tx より，U1 ∩X1 の定義方程式は 1 + s2 + xn−1tn+1 = 0 である．ヤコビアン

判定法より容易にわかるように，U1 ∩ X1 は非特異曲面である．U1 ∩ Ẽ は U1 内

で x = 0 で定まる平面だから，n = 2 のとき U1 ∩ E は (s, t)-平面上で s = ±√−1

で定まる C と同型な 2 本の交わらない直線である．この上で f∗1 ω =
dt ∧ dx

2s
は

U1 ∩X1 上で極も零点も持たない．また，n = 1 の場合は，U1 ∩E は (s, t)-平面上

で 1 + s2 + t2 = 0で定まる 2次曲線で非特異である．このとき s ds + t dt = 0 より，

f∗1 ω =
dt ∧ dx

2s
= −ds ∧ dx

t

となり，U1 ∩E は (s, t) 6= (0, 0)を通らないので，f∗1 ω は U1 ∩X1 上で極も零点も

持たない．

U2 は U1 と本質的に同じ形なので，U2 上での状況は U1 上での状況と同じである．
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以下，U3 上での状況を考察する．U3 では (z, u, v) (ただし，u = T1/T3, v =

T2/T3)を狭義座標系に選べる．f∗1 ω =
dz ∧ du

2v
である．U3 ∩ X1 の定義方程式は

u2 + v2 + zn−1 = 0 である．これは，n = 3 のとき原点 O1 = (0, 0, 0) ∈ U3 に

(An−2)型特異点を持ち，それ以外の点では非特異な曲面である．また，n = 1, 2 の

ときは U3 ∩X1 は非特異曲面である．したがって，n 5 2 のとき X1 は非特異であ

る．例外集合 U3 ∩ Ẽ は z = 0で定まる平面である．よって，n = 2 の場合，U3 ∩E

は U3 内で z = 0, v = ±√−1uで定まる 2直線であり，E = C1 ∪C2, C1
∼= C2

∼= P1

と書ける，C1 と C2 は原点 O1 で横断的に交わっている．

n = 1の場合，E ∩U3 は U3 内で z = 0, u2 + v2 +1 = 0で定まる 2次曲線なので，

E ∼= P1 がわかる．また，f∗1 ωが E ∩U3 上で極も零点も持たないことが U1 上での考

察と同様にしてわかるので，f∗1 ωは E 上で極も零点も持たないので，div(π̃∗ω)|E = 0

であり，(KX1 · E)X1 = 0 である．したがって，E は (−2)-曲線である．

n = 2の場合，上の考察から，Eの双対グラフは (A2)である．f∗1 ω =
dz ∧ du

2v
= du∧

dvであるので，f∗1 ωは E∩U3 上で極も零点も持たない．したがって，(KX1 ·E)X1 = 0

で，E は (−2)-曲線である．

n = 3 の場合を考える．特異点 O1 でブロー・アップ f2:X2 → X1 を行う．f2 の

例外集合を E2 とし，Ci の強変換を C ′i とするとき，C1 ∪ E2 ∪ C2 が P1 の木であ

ることは，容易にわかる．したがって，帰納的に，合計 m = dn/2e (n/2 以上の最小

の整数) 回のブロー・アップの後，非特異な曲面 Xm が得られることがわかる．

Xm
fm−→ Xm−1

fm−1−→ · · · f2−→ X1
f1−→ X の合成写像を f :Xm → X とすると，例外

集合が (An)型の木になることは，上の考察からわかる．また，f∗ω が例外集合上で

極も零点も持たないことは，n = 1, 2 の場合の考察からすぐわかる．よって，f の

例外集合の既約線分は，すべて (−2)-曲線である．

(Dn), (En)型特異点の場合も同様である．

● 初版 p.369～ 370, 新装版 p.371～ 372. 定義 7.2.14～命題 7.2.16

以下の原稿と差し替えて下さい．説明・証明を大幅に丁寧に書き直しました．

[差し替え原稿]

7.2.6. 基本サイクル

X は点 x0 を孤立特異点とする正規代数曲面 (解析曲面でもよい), f :E → X は特

異点 x0 の最小特異点解消とし，E = f−1(f) とする．E =
r⋃

i=1

Ei (Ei は曲線)と分
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解する．

Z =

{
Z =

r∑

i=1

miEi

∣∣∣∣∣ mi ∈ N かつ 1 5 ∀i 5 r に対し (Z · Ei)Y 5 0

}

とおく．

命題 7.2.14a. 上の仮定と記号のもとに，以下が成り立つ．

(1) Z1 =
r∑

i=1

aiEi ∈ Z, Z2 =
r∑

i=1

biEi ∈ Z のとき，ci = min{ai, bi} とおけば，

r∑

i=1

ciEi ∈ Z である．

(2) Z 6= φ である．

証明. (1) もし，a1 5 b1 ならば，c1 = a1 で，i = 2 のとき ci 5 ai なので，(
E1 ·

r∑

i=1

ciEi

)
5

(
E1 ·

r∑

i=1

aiEi

)
5 0 となる．

(2) {E1,. . ., Er} の交点行列を A とする．ホッジの指数定理より A は負定

値 (すべての固有値は負の実数)である．負の整数を並べた r 次の列ベクトルを

b とし，c = (det A) · A−1b とする．列ベクトル c の各成分 ci は整数である．

D = c1E1 + · · ·+ crEr とし，D = D+ −D− (D+ = 0, D− = 0)と正・負の部分に

分解する．D 6= 0 である．

Aは負定値だから，(D·Ei)Y 5 0であり，よって (D·D−)Y 5 0である．他方，D+と

D−は共通成分を持たないので (D+ ·D−)Y = 0である．また，Aは負定値なので，もし

D− > 0ならば，(D2
−)Y < 0である．すると，(D ·D−)Y = (D+ ·D−)Y −(D2

−)Y > 0

となって矛盾する．よって，D− = 0 で，D ∈ Z である．

定義 7.2.14b. 上の命題より Z には 5 について最小な元 Z が存在する．この

Z を (X, x0) または (Y , E) の基本サイクル (fundamental cycle)という．

定義 7.2.15. Y は非特異代数曲面または 2 次元複素多様体，D, Z は Y 上の因

子で Z = 0 とする．このとき，

OZ = Coker{OY (−Z) −→ OY }
OZ(D) = Coker{OY (D − Z) −→ OY (D)}

であった．これより，完全系列

0 −→ OY (D − Z) −→ OY (D) −→ OZ(D) −→ 0
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が存在する．OZ(D) は OY -加群層で，コホモロジー Hi(Y , OZ(D)) を Hi(Z,

OZ(D)) とか，Hi(OZ(D)) とも書く．

命題 7.2.16. 記号は今までの通りとする．

(1) もし，D =
r∑

i=1

aiEi が，D = 0, D 6= 0,かつ，任意の iに対し (D ·Ei)Y 5 0

を満たせば，D = Z である．

(2) H0(OZ) ∼= C である．

証明. (1) 任意の iに対し ai > 0 を示せばよい．もし，ある iに対し ai = 0 とす

ると，f−1(x0) の連結性から，Ei と交わる Ej (i 6= j)があるから，(D · Ei)Y > 0

となり矛盾する．

(2) H0(OZ) 6= C とすると，s ∈ H0(OZ)−Cが存在する．sは SuppZ のある十

分小さい開近傍上 U 上の正則関数 s̃に延長できる．点 P ∈ SuppZ をとる．必要な

ら s のかわりに s− s̃(P ) を考え，s̃(P ) = 0 と仮定してよい．すると，点 P を含む

SuppZ の連結成分 (それは SuppZ に一致する) 上のすべての点 Q で s̃(Q) = 0 と

なる．ただし，H0(OZ) は体でない Artin 環なので，このことは s = 0 ∈ H0(OZ)

を意味しない．

bi = ordEi s̃ とし，D =
r∑

i=1

biEi とする．D > 0 である．もし D = Z とすると，

s̃ ∈ H0(U , OU (−D)) ⊂ H0(U , OU (−Z)) であり，OZ = Coker{OU (−Z) → OU}
であるので，s = 0 ∈ H0(OZ) となって矛盾する．よって，D = Z ではない．

他方，bi 6= 0 のときは，Ei を含む D の連結成分にホッジの指数定理を用いると，

(D ·Ei)Y 5 0がわかる．bi = 0 の場合は，Ei は s̃ の零点でなく，s̃は Ei で正則な

ので，0 = (div(s̃) ·Ei)Y = (D ·Ei)Y である．つまり D ∈ Zである．これは，基本

サイクル Z の定義に反する．

● 初版 p.371, 新装版 p.373. 命題 7.2.19の証明の 5～ 6 行目

誤: Rih∗F は点 x0 の近傍だけで決定されるから，Rih∗F の計算においては，

正: Rif∗F は点 x0 の近傍だけで決定されるから，Rif∗F の計算においては，

● 初版 p.372～ 373, 新装版 p.374～ 375. 命題 7.2.20～命題 7.2.21

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]
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命題 7.2.20a. (X, x0) は 2次元正規特異点，f :Y → X はその最小特異点解消，

Z はその基本サイクルとする．f−1(x0) = E1 ∪ · · · ∪Er とし，D =
r∑

i=1

aiEi (ai は

非負整数)とする．このとき，以下が成り立つ．

(1) 単射 OZ −→ OZ(−D)が存在する．

(2) もし H1(OZ) = 0 ならば，H1(OZ(−D)) = 0 である．

証明. (1) 解析的正則関数の層を構造層として利用して考える．Z = m1E1 + · · ·+
mrEr (mi ∈ N)とする．C上有限生成な Artin環 Rにおいて，指数関数 exp:R → R

を考えるとき，exp(x) = 1となるのは x = 2nπ
√−1 (n ∈ Z)の場合に限ることは容

易に証明できる．よって，Z 上でも指数関数完全系列 0 → Z→ OZ → O×
Z → 0が

存在する．これより，完全系列

0 = H1(OZ) −→ H1(O×
Z ) −→ H2(Z, Z) −→ H2(OZ) = 0

が得られる．よって，

H1(O×
Z ) ∼= H2(Z, Z) =

r⊕

i=1

Z[Ei] ∼= Zr

である．したがって，(Ai ·Ei)U = 1 で，j 6= i のとき (Ai ·Ej)U = 0 であるような

U 上の有効因子 Ai とるとき，ある整数 bi によって，

OZ(D) ∼= OZ(b1A1 + · · ·+ brAr)

と書ける．ところが，(D · Ei)Y = 0 なので bi 5 0 (∀i)である．よって，単射
ι:OZ −→ OZ(−D)が存在する．

(2) Pi = Ei∩SuppAiとおくとき，Supp(Coker ι)は {A1,. . ., Ar}の部分集合と同
型である．したがって，全射 H1(OZ) −→ H1(OZ(−D))が存在し，H1(OZ(−D)) = 0

が得られる．

命題 7.2.21a. (X, x0) は 2 次元正規有理特異点，f :Y → X はその最小特異点

解消，Z はその基本サイクルとする．このとき，以下が成り立つ．

(1) n ∈ N に対して，以下の完全系列が存在する．

0 −→ OZ(−nZ) −→ O(n+1)Z −→ OnZ −→ 0

(2) 任意の非負整数 n に対して，R1f∗OY (−nZ) = 0 である．
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証明. (1) 定理 5.3.14より f∗OY = OX である．可換図式

0 −→ OY (−(n + 1)Z) −→ OY −→ O(n+1)Z −→ 0
y⊂ y=

y
0 −→ OY (−nZ) −→ OY −→ OnZ −→ 0

に蛇の補題を適用すると，(1)の完全系列が得られる．

(2) (1)の完全系列に f∗ をほどこして得られるコホモロジー完全系列において，

H1(OZ(−nZ)) = 0 であるから，H0(O(n+1)Z) −→ H0(OnZ) は全射である．この

ことから，OX = f∗OY → H0(OnZ) は全射であることがわかる．(より詳しい議論

は，[Ha]第 III 章・定理 11.1 を参照せよ.)

完全系列 0 → OY (−nZ) → OY → OnZ → 0 に f∗ をほどこして得られるコホモ

ロジー完全系列を考えると，R1f∗OY (−nZ) = 0がわかる．

● 初版 p.373, 新装版 p.375. 補題 7.2.23の 1 行目

旧: 命題 7.2.21と仮定と記号は同じとする．

新: 命題 7.2.20aと仮定と記号は同じとする．

● 初版 p.373, 新装版 p.375. 補題 7.2.23の証明の 1行目

旧: 命題 7.2.20の証明から，

新: 命題 7.2.20a(1)より

● 初版 p.373, 新装版 p.375. 補題 7.2.23の証明の 6行目

旧: 命題 7.2.21の証明で示したことから，

新: 命題 7.2.21a(1)と命題 7.2.20a(2)より，

● 初版 p.374, 新装版 p.376. 定理 7.2.24とその証明

下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定理 7.2.24a. (X, x)は曲面上の有理特異点，f :Y → X をその最小特異点解消，

Z はその基本サイクルとする．また，OX,x の極大イデアルを m とする．このとき，

以下が成立する．(n ∈ N)

(1) OY (−nZ) = (f∗mn)OY , f∗OY (−nZ) = mn.

(2) mn/mn+1 ∼= H0(OZ(−nZ)).

(3) dimCm/m2 = 1− (Z2)Y .
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証明. 命題 7.2.20aと同じ記号を用いる．

(1) 任意の h ∈ m をとる．div(h ◦ f) =
r∑

i=1

aiEi + D (D = 0 で D は Ei を

成分に含まない) と書けるが，h ◦ f は SuppZ 上で 0 なので ai > 0 (∀i)である．
Z の任意の成分 Ei に対し，(div(h ◦ f) · Ei)Y = 0 で，(D · · ·Ei)Y = 0 なので，(

r∑

i=1

aiEi · Ej

)

Y

5 0 であり，最小性から，Z 5
r∑

i=1

aiEi 5 div(h ◦ f) である．し

たがって，f∗h ∈ H0(OY (−Z)) であり，(f∗m)OY ⊂ OY (−Z)がわかる．

逆の包含関係を示す．y ∈ SuppZ をとる．前補題の U を十分小さく選んでおけ

ば，((D + Z) · Ei)Y = 0 (∀i)を満たす U 上の因子 D で，y /∈ SuppD を満たす

ものが存在する．y の近傍 Uy を Uy ∩ SuppD = φ となるようにとる．前補題よ

り，div(h) = D + Z を満たす正則関数 h が存在する．定義 4.2.10で述べたように

OUy
(−Z) = OUy

·hである．hは SuppZ 上で 0だから，f∗h = h◦ (f−1)は X 上の

正則関数になり，h ∈ (f∗m)OY である．これは，(f∗m)OY ⊃ OY (−Z)を意味する．

よって，(f∗m)OY = OY (−Z) で，これより，(f∗mn)OY = OY (−nZ) が得られ

る．これより，mn ⊂ f∗OY (−nZ) となる．コホモロジー完全系列

0 −→ f∗OY (−(n + 1)Z) −→ f∗OY (−nZ) −→ H0(OZ(−nZ))

−→ R1f∗OY (−(n + 1)Z) = 0

を考える．n = 0の場合を考えると，f∗OY = OX より，全射 ϕ:OX/m −→ H0(OZ) ∼=
C を得るが OX/m ∼= C なので ϕ は同型写像で，m = f∗OY (−Z) となる．よって，

mn = f∗OY (−nZ) である．

(2)は (1)よりすぐわかる．

(3) 完全系列

0 −→ OY (−(n + 1)Z) −→ OY (−nZ) −→ OZ(−nZ) −→ 0

より，

h0(OZ(−nZ)) = χ(OZ(−nZ)) = χ(OY (−nZ))− χ(OY (−(n + 1)Z))

= −n(Z2)Y − 1
2
(Z · (KY + Z))Y = 1− n(Z2)Y

となる．

● 初版 p.375, 新装版 p.377. 命題 7.2.26の証明の 1行目

旧: (1) 命題 7.2.20aの D に対し

新: (1) 命題 7.2.20aの条件を満たす D に対し
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● 初版 p.375, 新装版 p.377. 命題 7.2.26の証明の 10～ 11行目

誤: (f∗m)OY = OY (D) を満たすような因子 D をとる．この D は命題 7.2.20の条

件を満たすので，

正: (f∗m)OY = OY (−D)を満たすような因子 D をとる．この D は命題 7.2.20aの

条件を満たすので，

● 初版 p.375, 新装版 p.377. 命題 7.2.26の (2)と (3)証明

下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

(2) リーマン・ロッホの定理より，

χ(OZ) = χ(OY )− χ(OY (−Z)) = −1
2
(Z · (Z + KY )) = 1

である．命題 7.2.16(2)より H0(OZ) ∼= C なので，H1(OZ) = 0 である．

(3) 命題 7.2.17より (Z2)Y = −2, (Z ·KY )Y = 0 なので結論を得る．

● 初版 p.376, 新装版 p.378. 5行目

旧: として作用させるものとする．このとき，

新: として作用させるものとする．このとき，定理 6.8.14より

● 初版 p.376, 新装版 p.378. 7行目

誤: 有限生成な環で，C2/G は R = C[X, Y ]G を

正: 有限生成な環で，S = C2/G は R = C[X, Y ]G を

● 初版 p.376, 新装版 p.378. 9～ 10 行目

以下の文を削除して下さい．ウソです．

削除: このとき，S は C2 の原点 O の像 π(O) 以外では非特異で，π(O) は S の孤

立特異点である．

● 初版 p.376, 新装版 p.378. 例 7.2.28の 7行目

誤: x2 + y2 + xn = 0

正: x2 + y2 + zn = 0

● 初版 p.377, 新装版 p.379. 定理 7.2.31の証明の (I)の 3 行目

誤: (KY · Ei)X = 0 で，

正: (KY · Ei)Y = 0 で，
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● 初版 p.378, 新装版 p.380. 定理 7.2.31の証明の (II)の第 3～ 5段落

定理 7.2.31の証明の (II)の第 3～ 5段落を次の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

h:Y → C2 を h(P ) = (h1(P ), h2(P )) で定める．P ∈ E のとき h(P ) = (0, 0)

なので，h(E) は 1 点であり，h から g:X → C2 が誘導され，h = g ◦ f を満たす．

(x, y) を U ⊂ C2 の座標系とすると，h(D1) = h(Dn) ⊂ U は x = 0 で定まる y 軸，

h(D′
1) = h(D′

n) は y = 0 で定まる x 軸である．X を十分小さく適当に選び直し，

U = g(X) ⊂ C2 とおけば，h|Di :Di → U , h|D′
i
:D′

i → U (i = 1, 2)は単射になり，

U の座標軸の一般の点で h は 2 対 1 写像になるので，解析的正則写像 g:X → U

は 2重被覆になる．したがって，位数 2の恒等写像でない自己同型写像 ιX :X → X

で，g ◦ ιX = g を満たすものが存在する．

B ⊂ U を g の分岐因子とする．U における B の定義方程式を b(x, y) = 0とする．

すると，定理 6.8.12の証明からわかるように，X は C3 内の曲面 z2 = b(x, y) の原

点の近傍と同型である．B が原点 (0, 0) 以外に特異点 (x0, y0) を持つと，z2 = b(x,

y)で定まる X も (x0, y0, 0) を特異点に持ってしまうので，B は U ⊂ C2 の原点以

外では非特異である．

Rat(X) = Rat(Y ) なので，ιX は Y 上の位数 2の恒等写像でない自己同型写像

ιY :Y → Y を定める．ιY を生成元とする位数 2 の群を G ∼= Z/2Z とし，Y/G の正

規化を W とする．W の特異点は高々(A1)型特異点のみである．Y は非特異なので

自然な全射 Y → Y/G から全射正則写像 g′:Y → W が誘導され，2 重被覆になる．

また，f から正則写像 f ′:W → U が誘導される．

● 初版 p.379, 新装版 p.381. 定理 7.2.31の証明の (II)の最終段落.

定理 7.2.31の証明の (II)の最終段落を次の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

E′
i = g′(Ei) ⊂ W , g′i = g′|Ei

:Ei → E′
i とおく．ιY (D1) = Dn, ιY (D′

1) = D′
n だ

から，Ly = g′(D1) = g′(Dn), Lx = g′(D′
1) = g′(D′

n) ⊂ W とおく．f ′(Lx) ⊂ U

は x 軸, f ′(Ly) ⊂ U は y 軸である．ιY (D1 ∩ E1) ⊂ Dn ∩ E = Dn ∩ En だから

ιY (E1) = En である．よって，E′
1 = E′

n
∼= P1 である．帰納的に，各 i < n/2 に

対し，E′
i = E′

n+1−i
∼= P1 がわかる．g′ は 2 対 1 写像だから，i < j < n/2 のとき

E′
i 6= E′

j である．

● 初版 p.379, 新装版 p.381. 定理 7.2.31の証明の (II-1)の第 1段落

次の原稿と差し替えて下さい．
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[差し替え原稿]

(II-1) n = 2k − 1が奇数の場合:

g′k:Ek → E′
k
∼= P1 は 2重被覆で，系 3.5.4より g′k は 2点 Q1, Q2 ∈ E′

k で分岐す

る．他の E′
i は，g′:Ei → E′

i がその近傍で同型写像なので，(−2)-曲線である．W

は Q1, Q2 以外に特異点を持つことはできないが，これらの点は特異点でないこと

を示そう．Q1, Q2 の少なくとも一方が特異点ならば，それは (A1)型特異点である．

(W , Qi) の最小特異点解消 ϕ: W̃ → W を行うと，ϕ−1(Qi)は (−2)-曲線になる．非

特異曲面間の双有理正則写像 f ′ ◦ϕ: W̃ → W は，系 5.4.8より，(−1)-曲線のコント

ラクションの合成として書けるはずであるが，W̃ 上の例外曲線の状況から，それは

不可能である．したがって，W は非特異である．そして，E′
k が唯一の第 1 種例外

曲線である．f ′ の例外集合は E′ = E′
1 ∪ · · · ∪ E′

k であり，E′
k, E′

k−1, E′
k−2,. . ., E′

1

の順に (−1)-曲線をコントラクトする写像の合成として f ′ は記述できる．

● 初版 p.380, 新装版 p.382. 定理 7.2.31の証明の (II-1)の第 2～ 3 段落

次の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

B の W への強変換を B̃ とする．g′:Y → W は B̃ で分岐する 2重被覆で，Y , W

は非特異だから，B̃ は非特異である (既約とは限らない)．2重被覆 g′k:Ek → E′
k の

分岐集合は {Q1, Q2} (Q1, Q2 は相異なる E′
k 上の 2点)で，B̃ ∩E = {Q1, Q2}で

ある．したがって，X をあらかじめ十分小さく選んでおけば，Qi で E′
k と横断的に

交わる非特異解析曲線 B̃i ⊂ W があり，B̃ = B̃1 ∪ B̃2 が g′ の分岐集合になる．B̃1

と B̃2 は同じ曲線の一部かもしれないが，以下の議論に支障は生じない．

E′
k のコントラクションを πk:W → Wk−1 とする．πk(E′

k)の近傍での座標系 (xk,

yk) を適当に選ぶと，πk(B̃) は y2
k = x2

k で定まる 2 曲線として記述できる．以下

帰納的に，E′
j+1 の像のコントラクションを πj+1:Wj+1 → Wj とし，Wj の座標

系 (xj , yj) を xj+1 = xj , yj+1 = xjyj となるように選ぶと，πj+1 ◦ · · · ◦ πk(B̃) は

y2
j = x

2(k−j)
j で定まる 2 曲線として記述できる．よって，B ⊂ U は y2

1 = x2k
1 で定

まる 2 曲線になる．したがって，X は z2 = y2 − xn+1 で定まる C3 の超曲面の原

点の近傍と，解析的同型である．

● 初版 p.380～ 381, 新装版 p.382～ 383. 定理 7.2.31の証明の (II-2)の図の直後

の段落

次の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]
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B の W への強変換を B̃ とする．g′:Y → W は B̃ で分岐する 2重被覆で，B̃ は

非特異である．2(B̃ ·E′
k)W = (g′∗B̃ · (Ek + Ek+1))Y = (2B′ · (Ek + Ek+1))Y = 4な

ので，B̃ と E′
k は 1 点で重複度 2で交わる．B̃ は E′

k 以外の E の成分と交わらな

いので，g′(P ) の近傍の座標系 (s, t) を適当に選べば，E′
k は s-軸，B̃ は t = s2 で

定まる曲線となる．

● 初版 p.381, 新装版 p.383. 定理 7.2.31の証明の (III)の第 3段落の冒頭

旧: g′n−2:En−2 → E′
n−2 は同型写像である．

新: U の y 軸, x 軸の Y への強変換が D, D′ だから，g′n−2:En−2 → E′
n−2 は 2 重

被覆になりえず，g′n−2:En−2 → E′
n−2 は同型写像である．

● 初版 p.382, 新装版 p.384. 定理 7.2.31の証明の (III-1)の 2行目

誤: g2(E2 ∩ E3) 以外の g′2 の分岐点を Q とする．

正: g′2(E2 ∩ E3) 以外の g′2 の分岐点を Q とする．

● 初版 p.385, 新装版 p.387. 命題 7.3.2の証明の 1 行目

旧: C が T 内の曲線で，

新: C は T 内の曲線とし，

● 初版 p.386, 新装版 p.388. 命題 7.3.3

次の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

命題 7.3.3a. f :S → C は上のようなファイバー曲面とし，P , Q ∈ C する．こ

のとき，以下が成り立つ．

(1) 2つの非特異ファイバー f−1(P ) と f−1(Q) は解析的位相に関して同相であ

る．特に，その種数は等しい．

(2) D = f∗P , D′ = f∗Q とするとき，D ≡ D′ (算術的同値)である．

(3) D = f∗P で，E が D の既約成分のとき，OE(D) = OE である．特に，

(D · E)S = 0 である．

証明. (1) 系 6.9.11a(1)よりすぐわかる．

(2) 下図の可換図式が存在して，c1(P ) = c1(Q), f∗P = D, f∗Q = D′ なので
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c1(D) = c1(D′) である．

Pic(C) c1−→ H2(C, Z)

f∗
y yf∗

Pic(S) c1−→ H2(S, Z)

S 内の任意の因子 E に対して，

(D · E)S = c1(D)∪ c1(E) = c1(D′)∪ c1(E) = (D′ · E)S

となり，D ≡ D である．

(3) C は射影曲線なので C ⊂ PN (∃N ∈ N)である．H は点 P で C と横断的

に交わる PN の超平面，H ′ は P を通らない PN の超平面とする．H|C ∼ H ′|C な
ので，P ∼

∑

i

aiQi (Qi は P 以外のある点)と書ける．D′ =
∑

i

aif
∗Qi とおくと

き，OS(D) ∼= OS(D′) である．よって，OE(D) ∼= OE(D′) である．D′ の既約成分

と E は共通部分を持たないので，OE(D′) ∼= OC である．

● 初版 p.386～ 387, 新装版 p.388～ 389. 定理 7.3.4

次の原稿と差し替えて下さい．一般化しました．

[差し替え原稿]

定理 7.3.4a. (ザリスキーの補題) S は非特異射影曲面，C1,. . ., Ck は S 上の既

約曲線で，F =
k∑

i=1

miCi (∀mi ∈ N), 0 6= D =
k∑

i=1

aiCi (∀ai ∈ Z) とする．

(1) 任意の iに対して (D ·Ci)S 5 0が成り立つとすれば，(D2)S 5 0である．ま

た，もし (D2)S = 0 で SuppF が連結ならば，ある有理数 r ∈ Q が存在し
D = rF となる．

(2) f :S → C はファイバー曲面であり，SuppD はあるファイバー f−1(P )に含

まれるとする．すると，(D2)S 5 0 である．また，(D2)S = 0 かつ f−1(P )

が連結であれば，ある有理数 r ∈ Qが存在し D = r · f∗P となる．

証明. (1) (C1 · Cj)S を (i, j)-成分とする k 次正方行列を A とする．(F 2)S 5 0

と定理 5.4.6より A は正の固有値を持たないので，(D2)S 5 0 である．

(D2)S = 0かつ SuppF は連結であるとする．Aは正の固有値を持たず，(D2)S = 0

だから，Aは 0を固有値に持つ．固有値 0に関する Aの固有空間 V が 2次元以上で

あるとすると，ある因子 0 6= D′ = b1C1 + · · ·+ bkCk ∈ V が存在し，(D′ ·Ci)S = 0

(1 5 ∀i 5 k), かつ，bi = 0 (1 5 ∀i 5 k), かつ，bj = 0 (1 5 ∃j 5 k)となる．しか
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し，SuppF は連結だから，D′ の成分に含まれない Cj で SuppD′ ∩Cj 6= φを満た

すものが存在する．このとき，(D′ ·Cj)S > 0となり矛盾する．したがって，V は 1

次元である．

(F 2)S = (D2)S = 0より D, F ∈ V だから，ある有理数 r ∈ Qが存在し，D = rF

と書ける．

(2) F = f∗P とおいて，(1)を使えばよい．

● 初版 p.388, 新装版 p.390. 定理 7.3.8の 2行目

誤: F を非特異ファーバーとする．

正: F を非特異ファイバーとする．

● 初版 p.388, 新装版 p.390. 定理 7.3.8の証明の 7行目

誤: b1(F ) = 2h1(P ) だから，

正: b1(F ) = 2h1(Q) だから，

● 初版 p.388, 新装版 p.390. 定義 7.3.9の 1行目

旧: C はある非特異代数曲線とする．

新: C はある非特異射影曲線とする．

(同値ですが...)

● 初版 p.389, 新装版 p.391. 命題 7.3.10の証明

次の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. もし，Pn(S) 6= 0 とすると，∃D ∈ |nKS | 6= φ である．Q ∈ C, F =

π−1(Q) ∼= P1 とすると，

−2 = deg KF = ((KS + F ) · F )S = (KS · F )S =
1
n

(D · F )S = 0

となり矛盾する．したがって，Pn(S) = 0 である．

q(S) = g(C) を示す．命題 7.1.9の証明の最後の部分の議論のように，自然な写像

H0(C, Ω1
C) −→ H0(S, Ω1

S)は単射であるので，g(C) 5 q(S)である．特に，q(S) = 0

ならば g(C) = q(S) = 0である．以下，q(S) = 1の場合を考える．アルバネーゼ写像

α:S → Alb(S)のシュタイン分解を，S
β−→ C ′ −→ Alb(S)とする．命題 7.3.2より，

トーラスは有理曲線を含まないので，点 Q ∈ C に対し，π−1(Q) ∼= P1 は β で 1点に

コントラクトされる．したがって，全射正則写像 α ◦π−1:C → α(S)′ が構成でき，こ
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れから全射正則写像 ϕ = β ◦π−1:C → C ′ が誘導される．特に，dimC ′ 5 dimC = 1

である．Alb(S) は α(S) を含む最小のトーラスで dimAlb(S) = q(S) = 1 なので，

α(S) は曲線で，その正規化 C ′ は非特異曲線である．命題 7.1.9より g(C ′) = q(S)

が成り立つ．g(C) = g(C ′) = q(S) = g(C) なので，g(C) = q(S) である．

● 初版 p.389, 新装版 p.391. 補題 7.3.11

以下のように，少し一般化します．

[差し替え原稿]

補題 7.3.11a. (Tsenの定理) Sは非特異射影曲面，C は非特異射影曲線，π:S → C

は全射正則写像，W は C の空でない開集合で，任意の Q ∈ W に対し π−1(Q) ∼= P1

であると仮定する．すると，S 上の因子 H で，(H · π∗Q)S = 1 (∀Q ∈ C)を満たす

ものが存在する．

● 初版 p.390, 新装版 p.392. 定理 7.3.12

以下のように，少し一般化します．

[差し替え原稿]

定理 7.3.12a. S は非特異射影曲面，C は非特異射影曲線，π:S → C は全射正則

写像，W は C の空でない開集合で，任意の Q ∈ W に対し π−1(Q) ∼= P1 であると仮

定する．すると，ある空でないアフィン開集合 U ⊂ C が存在して，π−1(U) ∼= U ×P1

となる．また，π は切断を持つ．

● 初版 p.390, 新装版 p.392. 定理 7.3.12の証明の 1行目

上の一般化に伴う修正です．

旧: 上の補題のように，F = π−1(Q) とし，

新: 上の補題のように，F = π−1(Q) (Q ∈ W )とし，

● 初版 p.390, 新装版 p.392. 定理 7.3.12の証明の最後の 4行

証明の最後から 4 行目の「また，t ∈ P1 に対し，ϕ−1(t) の閉包を Ct とおくと，」

以降を以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

また，t ∈ P1 に対し，ϕ−1(t) の閉包を Ct とおくと，s 6= t ∈ P1 のとき，

Cs ∩ Ct ∈ F1 ∪ · · · ∪ Fk である．ϕ の構成法から Ct, Cs ∈ |H + mF | である．
(Ct · F )S = ((H + mF ) · F )S = (H · F )S = 1 なので，π|Ct

:Ct → C は同型写像

で，これは π の切断である．また，C ′ = C − {Q1,. . ., Qk} とおけば，P ∈ U に



227

対して
((

(π|Ct)
−1 ◦ π

)
(P ), ϕ(P )

) ∈ C ′ × P1 を対応させる写像は同型写像なので，

U ∼= C ′ × P1 である．

● 初版 p.390～ 391, 新装版 p.392～ 393. 定理 7.3.13

以下の原稿と差し替えて下さい．(2)を追加しました．

[差し替え原稿]

定理 7.3.13a. S は非特異射影曲面，C は非特異曲線，π:S → C は全射正則写

像で，C のある空でないザリスキー開集合 U が存在して，任意の Q ∈ U に対し

π−1(Q) ∼= P1 である (つまり，π の一般ファイバーは P1)とする．このとき，以下

が成り立つ．

(1) ある幾何学的線織面 π′:S′ → C と全射正則双有理写像 ϕ:S → S′ で π = π′ ◦ϕ

を満たすものが存在する．つまり，S の極小モデルとなる幾何学的線織面が

存在する．

(2) もし，π のどのファイバーにも第 1種例外曲線が含まれなければ，π:S → C

は幾何学的線織面である．

証明. (1) Q ∈ U とし，F0 = π−1(Q) ∼= P1 とする．P ∈ C − U をとる．

もし，F = π−1(P ) が既約曲線ならば，F ≡ F0 より，(F 2)S = 0, (F ·KS)S =

(F0 ·KS)S = −2 となり，deg KF = −2 となる．定理 5.5.9より，F ∼= P1 となる．

π−1(P ) = C1 ∪ · · · ∪ Cr (Ci は曲線，r = 2)となる場合を考える．因子とし

て，D = π∗P =
r∑

i=1

aiCi と書け，1 5 ∀i 5 r に対し ai = 1 である．任意の i に

対し (Ci · D)S = 0 で，定理 7.3.4より，(C2
i )S < 0 である．また，(D · KS)S =

(F0 ·KS) = −2 より，(Ci ·KS)S < 0 を満たす Ci が存在する．Ci は第 1 種例外

曲線なので，エンリッケス・カステルヌボーの定理により，Ci のコントラクション

ψ:S → S0 が存在し，S0 は非特異射影曲面になる．π(Ci) は 1点だから，有理写像

π0 = π ◦ ψ−1:S0 · · · → C は正則写像になり，π と同じ仮定を満たす．

S0 に特異ファイバーがある限り，上のように，そこから第 1種例外曲線を見つけ

てそれをコントラクトできる．この操作を繰り返すと，特異ファイバーを持たない

π′:S′ → C が得られ，最初に述べた理由から，これは幾何学的線織面になる．

(2) D = π∗P =
r∑

i=1

aiCi (Ci は既約曲線) が π:S → C の特異ファイバー で

あるとする．(D ·KS)S = (F0 ·KS)S = −2 なので，(Ci ·KS)S < 0 を満たす Ci

が存在する．系 6.9.11a(1)より π−1(P ) = SuppD は連結であるので，もし r = 2
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ならば (Ci ·D)S = 0 より (C2
i )S < 0 が得られる．すると，Ci は第 1 種例外曲線

となり，仮定に反する．よって，r = 1 で，π−1(P ) = C1 は既約曲線である．グ

ラウエルトの定理より，pa(C1) = g(F0) = 0 なので，C1
∼= P1 である．さらに，

h0(OD) = h0(OF0) = 1より，D = C1 となり，π は特異ファイバーを持たない．

● 初版 p.391, 新装版 p.393. 定理 7.3.14の 2～ 3行上

誤: π:P(E) → X は幾何学的線織面である．さらに，L が C 上の可逆層のとき，

E′ = E⊗OC
L, π′:P(E′) → X とおくと，

正: π:P(E) → C は幾何学的線織面である．さらに，L が C 上の可逆層のとき，

E′ = E⊗OC
L, π′:P(E′) → C とおくと，

● 初版 p.392～ 393, 新装版 p.394～ 395. 定理 7.3.14の証明

下記の証明と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. (1) σ:C → S を切断とし，H = σ(C) とおく．E = π∗OS(H) とおく．

P ∈ S に対し，π(P ) を含む C のアフィン開集合 U を，π−1(U) ∼= U × P1 となる

ようにとる．F = π−1(π(P )) ∼= P1, Q = H ∩ F とする．H0(F , OF (Q)) は定数関

数 1 と，Qで 1位の極を持ち他に極を有理関数を基底とする 2次元複素ベクトル空

間である．同様に，S 上の定数関数 e1 = 1と，H で 1位の極を持ち U × P1 上でそ

れ以外に極を持たない U × P1 上の有理関数 e2 により，

E(U) = H0(π−1(U), OS(H)) ∼= OC(U) · e1 ⊕OC(U) · e2

と書け，E はランク 2の局所自由 OC-加群である．そこで，

ϕ(P ) = π(P )× (e1(P ) : e2(P )) ∈ U × P1 ⊂ P(E)

によって，正則写像 ϕ:S → P(E) を定義できる．ϕが同型写像で，π = π′ ◦ ϕ を満

たすことは容易に確認できる．

e1 = 1 は C 全体での正則関数に拡張できる．そこで，E(U) の最初の直和因子

OC(U) · e1 を OC(U) と同一視して，ψ:OC → E を作る．他方，L = σ∗OS(H)

とおくと，e2 が因子 H を定めるので，L(U) = OC(U) · e2 である．自然な全射

E = π∗OS(H) −→ σ∗OS(H) = L から完全系列

0 → OC → E → L → 0

が構成される．

(2) C ∼= P1の場合には，P1上の可逆層Lはある整数 nにより，L ∼= OP1(n)と書け

るが,このとき L = OC(n)と書く．一般に，完全系列 0 → OC(a) → E → OC(b) → 0
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が存在するとき，deg E = a + b と約束する．このとき，

h0(E) = h0(E)− h1(E) = χ(E) = χ(OC(a)) + χ(OC(b))

= a + b + 2(1− g(C)) = deg E + 2

である．−(deg E)/2を超えない最大の整数を mとする．deg E⊗OC
OC(m) = 0, −1

であり，P(E⊗OC
OC(m)) ∼= P(E) なので，E⊗OC

OC(m) を新たな E とすることに

よって，最初から −1 5 deg E 5 0 と仮定してよい．上の考察から，h0(C, E) = 1

である．0 6= f ∈ H0(C, E)をとる．ϕ(1) = f で定まる写像 ϕ:OC → E の双対写像

ϕ∨:HomOC
(E, OC) −→ OC をとり，I = Im ϕ∨ とおく．I は OC のイデアル層な

ので，ある非負整数 a = 0により，I ∼= OC(−a)と書ける．また，Kerϕ∗ は E の部

分層でランク 1なので可逆層であり，b = deg E − a として，Kerϕ∗ ∼= OC(−b) と

書ける．完全系列 0 −→ OC(−b) −→ HomOC
(E, OC) −→ OC(−a) −→ 0 の双対と

して，完全系列

0 → OC(a) → E → OC(b) → 0

が得られる．ここで a + b = deg E 5 0, a = 0 なので，b 5 aである．上の完全系列

に OC(−a) をテンソルして，a = 0, b 5 0 と仮定してもよい．

HomOC
(E, OC) −→ HomOC

(OC(a), OC) −→ Ext1OC
(OC(b), OC)

は完全系列で，

Ext1OC
(OC(b), OC) ∼= Ext1OC

(OC , OC(−b)) ∼= H1(C, OC(−b)) = 0

なので，恒等写像 id:OC(a) −→ OC はある写像 ψ:E → OC の像となる．包含写像

OC → E と ψ の合成写像は OC 上の恒等写像となるので，E = OC ⊕OC(b) とな

る．

● 初版 p.393, 新装版 p.395. 定理 7.3.15の直前の行

旧: L ∼= OS(C0)|C0 に注意する．このとき，次の定理が成り立つ．

新: σを通して C = C0と同一視すれば，L = σ∗OS(C0) ∼= OS(C0)|C0 = OC0(C0|C0)

なので，L = C0|C0 と選べる．このとき，次の定理が成り立つ．

● 初版 p.393, 新装版 p.395. 定理 7.3.15の証明の 3～ 5行目

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

(π∗OS(D))|P = (π∗OF )|P = (π∗OF )(P ) = H0(F, OF ) = C
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であり，π∗OS(D) は C 上の可逆層になる．したがって，問 4.2より，C 上のある

因子 DC があり，π∗OS(D) ∼= OC(DC) となる．

自然な写像 π∗(π∗OS(D)) −→ OS(D) は左辺が可逆層なので単射であり，各ファ

イバーに制限したとき

● 初版 p.394, 新装版 p.396. 定理 7.3.15の証明の最後

以下を追加して下さい．

[追加原稿]

また，

(K2
S)S = −4(π∗(KC + L) · C0)S + 4(C2

0 )S = −4(deg KC + deg L) + 4 deg L

= −4 deg KC = 8(1− g(C))

である．

● 初版 p.394・p.396, 新装版 p.396・p.398. 定義 7.4.4

定義 7.4.4をもとの場所から削除して，番号を定義 7.4.1bに変更し，定義 7.4.1の

直後に移動して下さい．

● 初版 p.394, 新装版 p.396. 定理 7.4.2

誤: S が極小な有理曲面ならば，S は P2 か Σn に同型である．

正: S が極小な有理射影曲面ならば，S は P2 か Σn に同型である．

● 初版 p.395, 新装版 p.397. 10行目. 定理 7.4.2の証明の最後から 7行目

誤: C1 ∩ C2 = Φ−1(P ) は 1点だから，

正: C1 ∩ C2 = Φ−1
C (P ) は 1点だから，

● 初版 p.395～ 396, 新装版 p.397～ 398. 定理 7.4.2の直後から第 7.4.1 項の終わ

りまで，

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定理 7.4.3a. ヒルツェブルフ曲面 πn: Σn → B = P1 (n = 1)は，以下の性質を

満たす．

(1) Cn
∼= P1, (C2

n)Σn = −n を満たす曲線 Cn ⊂ Σn が存在する．このとき，

OΣn
(1) ∼= OΣn

(Cn) である．

(2) Fn = π−1(Q) (Q ∈ B)とする．Σn 上の既約曲線 Γ は，ある非負整数 k, l に

より， Γ ∼ kCn + lFn と書ける．このとき，l = kn である．
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(3) Γ ∼= P1, (Γ 2)Σn < n を満たす曲線 Γ は Cn と πn のファイバー以外に存在

しない．

(4) 点 Pn ∈ Cn∩Fnにおけるブロー・アップを fn:Sn → Σn とし，En = f−1
n (Pn)

とする．また，Cn, Fn の fn による強変換を C ′n, F ′n とする．すると F ′n は

Sn 内の第 1種例外曲線なので，F ′n のコントラクション gn:Sn → Tn+1 が存

在する．このとき，Tn+1
∼= Σn+1 である．さらに，Cn+1 = gn(C ′n) である．

(5) KΣn
∼ −2Cn − (n + 2)Fn である．

証明. (1) Σn = P
(
OP1 ⊕ OP1(−n)

)
とも書ける．このとき，0 −→ OP1 −→

OP1⊕OP1(−n) −→ OP1(−n) −→ 0より，切断 σ:P1 → Σnが構成される．Cn = σ(P1)

とおく．OΣn
(1) ∼= OΣn

(H) を満たす Σn 上の因子 H をとる．定理 7.3.15(1)より，

H ∼ aCn + bFn である．定義 6.10.1の OΣn(1) の構成法より，a = 1 である．

各ファイバー Fn 上で
(
OΣn(H −Cn)

)|Fn
∼= OP1 だから，R1π∗OΣn(H −Cn) = 0

である．よって，完全系列

0 −→ OΣn
(H − Cn) −→ OΣn

(H) −→ OCn
(H) −→ 0 (∗)

に π∗ を作用させると，全射 ψ:π∗OΣn
(H − Cn) −→ OCn

(H) が得られる．命題

6.10.1b より π∗OΣn(H − Cn) ∼= OCn ⊕ OCn(−n) であって，π ◦ σ = idC0 なの

で，ψ は C0 を定める全射 OCn
⊕ OCn

(−n) −→ OCn
(−n) と一致する．よって，

OCn(H) ∼= OCn(−n)で (H ·Cn)Σn = −nである．完全系列 (∗)に π∗ をほどこすと，

OC0(bQ) ∼= π∗OΣn(bFn) ∼= π∗OΣn(H − Cn) ∼= Kerψ ∼= OCn

が得られる．よって b = 0であり，H = Cnが得られる．また，(C2
n)Σn = (Cn ·H)Σn =

−n である．

(2) 定理 7.3.15(1)より Γ ∼ kCn + lFn と書ける．k = (Γ · Fn)Σn
= 0 であり,

0 5 (Γ · Cn)Σn = −kn + l であるので，l = kn = 0 である．

(3) は (2)よりすぐわかる．

(4) n に関する帰納法で同時に証明する．πn: Σn → B より π′n:Sn → B が

誘導される．(F ′2n )Sn
= (F 2

n)Σn
− 1 = −1 なので，F ′n は第 1 種例外曲線である．

Cn+1
∼= Cn

∼= P1 で，(C2
n+1)Tn+1 = (C ′2n )Sn = (C2

n)Σn − 1 = −(n + 1) である．ま

た，π′n(F ′n)は 1点なので，π′n:Sn → B より π:Tn+1 → B が誘導される．(2)より，

Sn 内の第 1 種例外曲線は En と F ′n のみである．F ′n をコントラクトして得られる

Tn+1 は第 1種例外曲線を持たない有理曲面であるので，定理 7.4.1よりある Σm と

同型である．(1), (2)より自己交点数が −(n + 1) であるような非特異有理曲線を含

むヒルツェブルフ曲面は Σn+1 しか存在しないので，Tn+1
∼= Σn+1 である．
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(5) n = 1 のとき．Σ1 は P2 の 1点でのブロー・アップで，C はその例外集合だ

から，KΣ1 ∼ −2C1 − 3F1 である．

n = 1 とする．KSn
= f∗nKΣn

+ En = g∗nKΣn+1 + F ′n より，nに関する帰納法で，

KΣn ∼ −2Cn − (n + 2)Fn が証明できる．

上の (5)より，(−KΣn ·Cn)Σn = 2−nとなる．したがって，n = 2のとき，−KΣn

はアンプルでない．

命題 7.4.4a. 前定理と同じ記号を用いる．Bs
∣∣Cn + nFn

∣∣ = φ である．

証明. 0 −→ OP1(−n) −→ OP1 ⊕OP1(−n) −→ OP1 −→ 0 より，切断 σ′:P1 → Σn

が構成される．C0 = σ′(P1)とおく．上の完全系列は splitしているので，C0∩Cn = φ

である．C0 ∼ Cn + bFn (∃b ∈ Z)であるが，0 = (C0 · Cn)Σn = −n + b より b = n

である．

P ∈ Bs
∣∣Cn + nFn

∣∣ と仮定する．Q ∈ P1 は因子として非常にアンプルなので，Q

を線形同値に P1 上を動かせば，Fn = π−1(Q) も Σn 上を動く．よって，P /∈ Fn と

仮定してよい．すると，P ∈ Cn である．他方, P ∈ C0 ∈ Bs
∣∣Cn + nFn

∣∣ であるが，
P ∈ C0 ∩ Cn = φ なので，Bs

∣∣Cn + nFn

∣∣ = φ である．

上の命題により，有理写像 ΨC0 : Σn → Y は正則写像になる．(C0 · Cn)Σn
= 0 だ

から，P = ΨC0(Cn) は 1 点である．因子 C0 は曲線 Cn の外ではアンプルだから，

ΨC0 : (Σn −Cn)
∼=−→ (Y − {P})である．つまり，ΨC0 は (−n)-曲線 Cn だけをコン

トラクトする正則写像である．ただし，n = 2 のとき，P は Y の孤立特異点である．

また，ΨC0(Fn) は PN 内の直線で，特異点 P を通る．よって，Y は曲線 ΨC0(C0)

を底とし P を頂点とする錐面である．

● 初版 p.396～ 397, 新装版 p.398～ 399. 定理 7.4.5の証明

下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. (1) −2 = deg KC = ((KS + C) · C)S = (KS · C)S に注意する．

Case 1. H1(S, OS) = 0 の場合. 完全系列 0 → H0(OS) → H0(OS(C)) →
H0(OC(C)) → 0 が存在するから，h0(OS(C)) = 2 である．よって，C 6= D ∈ |C|
となる有効因子 D が存在する．(C · D)S = (C2)S = 0 だから，C ∩ SuppD = φ

で，Bs |C| = φである．したがって，有理写像 ΦC :S → P1 は正則写像である．命題

4.2.23cより，ΦC は全射である．定理 5.1.12より ΦC の一般ファイバー F = Φ−1
C (P )
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は非特異である．F = Φ∗CP ∈ |C| なので，(F ·KS)S = (C ·KS)S = −2 であり，

deg KF = ((KS + F ) · F )S = −2 となり，F ∼= P1 が得られる．定理 7.3.12aより，

ΦC :S → P1 は線織面である．

Case 2. H1(S, OS) 6= 0の場合. アルバネーゼ写像 α:S → Alb(S)のシュタイン

分解 S
f−→ Γ −→ Alb(S) (Γ = f(S))をとる．命題 7.3.2より複素トーラス Alb(S)

は有理曲線を含まず，Γ → Alb(S) は有限写像なので，f(C) は 1点である．

もし，dimΓ = 2 ならば，定理 7.2.4より (C2)S < 0 となり矛盾する．したがっ

て，dimΓ = 1 である．定理 5.1.12より α の一般ファイバー F0 = α−1(Q) は非特

異である．f(C)は 1点であるので，C は f のあるファイバー f−1(P )に含まれる．

F = f∗P (因子として)とする．

もし，F が 2 本以上の既約成分を持つとすると，(C · F )S = (C · F0)S = 0 より，

(C2)S < 0 となり矛盾する．よって，F ∼ mC (∃m ∈ N)である．−2 = deg KC =

((KS + C) · C)S = (KS · C)S である．同様に，非特異曲線 F0 についても，

−2 5 deg KF0 = (KS · F0)S = (KS · F )S = m(KS · C)S = −2m

となり，m = 1となる．よって，f の一般ファイバー F0は F0
∼= P1であり，f :S → Γ

は線織面である．

(2) m = (C2)S > 0とし，Sを C 上の相異なるm個の点 P1,. . ., Pmでブロー・アッ

プし，π: S̃ → Sを作る．C̃ を πによる C の強変換とすると，(C̃2)S̃ = (C2)S−m = 0,

C̃ ∼= P1なので，(1)より S̃は線織面 f : S̃ → Γ で，Q = π(C̃)とするとき C̃ = f−1(Q)

である．Ei = π−1(Pi) とするとき，C̃ = f−1(Q) より，f(Ei) は 1 点でない．よっ

て，f(Ei) = Γ で Γ ∼= P1 である．よって，S̃ は有理曲面である．したがって，S

も有理曲面である．

● 初版 p.398, 新装版 p.400. 定理 7.4.6の証明の Claim 2の Case 2の 6 行目

旧: 0 = χ(OS(−Ci)) =
1
2
(Ci · (Ci + KS))S + χ(OS)

新: 0 = −h1(OS(−Ci)) = χ(OS(−Ci)) =
1
2
(Ci · (Ci + KS))S + χ(OS)

● 初版 p.398, 新装版 p.400. 定理 7.4.6の証明の Claim 2の Case 2の 7 行目

誤: χ(OS) = 0 なので，

正: χ(OS) = 1 なので，

● 初版 p.400, 新装版 p.402. 定理 7.4.6の証明の最後の段落．
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以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

Claim 2と前定理より，S は有理曲面であるか，線織面 f :S → Γ である．後者の

場合，命題 7.3.10より g(Γ ) = q(S) = 0 なので Γ ∼= P1 で，S はヒルツェブルフ曲

面になる．

● 初版 p.400, 新装版 p.402. 定義 7.5.1の最後の行．

誤: f−1(P ) は相対的極小 (relatively minimal)であるという．

正: f :S → C は相対的極小 (relatively minimal)であるという．

● 初版 p.401, 新装版 p.403. 補題 7.5.3の証明

下記の原稿と差し替えて下さい

[差し替え原稿]

証明. F = f∗P を非特異ファイバーとする．F は楕円曲線なので，命題 3.6.1bより

OF (KF ) ∼= OF である．これと，命題 7.3.3a(3)より，OF
∼= OF (KF−F ) ∼= OF (KS),

OF (f∗KC) ∼= OF である．これより，OF (KS/C) ∼= OF である．したがって，

h0(OF (KS/C)) = h0(OF ) = 1 で，系 6.9.11(2)より f∗OS(KS/C) は C 上の可逆層

である．練習問題 4.2より，ある因子 DC により f∗OS(KS/C) = OC(DC) と書け，

命題 6.2.6c(1), (2)より，

f∗OS(KS) ∼= f∗OS(KS/C)⊗OC
OC(KC) = OC(DC + KC)

となる．DS = KS − f∗(DC + KC) とする．命題 6.2.6c(3) より，自然な写像

f∗(f∗OS(KS)) −→ OS(KS) は単射なので，f∗(DC + KC) 5 KS , DS = 0 と仮

定してよい．

f∗P (P ∈ C)が非特異ファイバーのとき，P の近傍 W での C の局所座標系

x′ をとり，x = f∗x′ とおく．各点 Q ∈ f−1(P ) に対し，(x, y) が点 Q ∈ S の

近傍 U での局所座標系になるように y をとることができる．W 上で KC |W =

div(h(x) dx) であるとする．OF (KS) = OF = OF (f∗KC) であったので，U 上

では KS |U = div
(
h(f(x, y)) dx ∧ dy

)
であると仮定できる．f(x, y) = x なので，

KS |U = (f∗KC)|U であって，DC |W = 0, DS |U = 0である．特に，DS の各成分は f

の特異ファイバーに含まれる．したがって，(DS ·f∗P )S = 0であり，(KS ·f∗P )S = 0

が得られる．

● 初版 p.401, 新装版 p.403. 定理 7.5.4の 4行目．

誤: 多重ファーバー
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正: 多重ファイバー

● 初版 p.403, 新装版 p.405. 定理 7.5.4の証明の 6行目．

誤: (Ci · Cj)S > 1 となるものがある．

正: (Ci · Cj)S = 1 となるものがある．

● 初版 p.403, 新装版 p.405. 定理 7.5.4の証明の第 6段落の 2行目．

誤: Y = C1 ∪ · · · ∪ Cr の双対グラフ G は木 (tree)になる．

正: Y = C1 ∪ · · · ∪ Cr の双対グラフ Gが構成できる．

● 初版 p.404, 新装版 p.406. 定理 7.5.4の証明の第 6段落から最後まで．

証明中で E という記号は定理の E と混同してよくないので，E を全部 F0 に変

更して下さい．8ケ所あります．

● 初版 p.404, 新装版 p.406. 定理 7.5.4の証明の最後から 6～ 7 行目．

Z/mZ が複素トーラス Pic0(U) の m 等分点であることが理解しにくいようなの

で，すこし書き直します．

旧: したがって，Z/mZ ⊂ H1(U , O×
U )は H1(U , OU )/H1(U , Z) の像の一部として

得られる．

新: したがって，Z/mZ ⊂ Pic0(U) ⊂ H1(U , O×
U ) であり，0 6= Pic0(U) ∼= H1(U ,

OU )/H1(U , Z) である．

● 初版 p.405～ 406, 新装版 p.407～ 408. 定理 7.5.5

下記の原稿と差し替えて下さい

[差し替え原稿]

定理 7.5.5. f :S → C は相対的極小楕円曲面で，その多重ファイバー全体を，

f∗P1 = m1F1,. . ., f∗Pk = mkFk とする．また，DC は，f∗OS(KS/C) = OC(DC)

を満たす C 上の因子とする．すると，

KS ∼ f∗(DC + KC) +
k∑

i=1

(mi − 1)Fi

である．また，OC(DC) ∼= (R1f∗OS)∨ である．

証明. 補題 7.5.3より，DS ∈
∣∣KS − f∗(DC +KC)

∣∣をうまく選ぶと，DS の各成分

は f の特異ファイバーに含まれる．特異ファイバー f∗P を，f∗P = a1C1 + · · ·+arCr

と既約成分に分解する．DS = b1C1 + · · ·+ brCr +D′′
S , SuppD′′

S ∩ f−1(P ) = φとし，
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D′
S =

r∑

i=1

biCiとする．補題 7.5.2の証明で述べたように，f∗OS(KS) = OC(DC+KC)

である．

点 Q ∈ Ci を Q が f−1(P ) の非特異点であるようにとる．点 Q の座標開近傍

U ⊂ S を W = f(U)が C の座標開近傍になるようにとる．また，x を W の局所

座標系とし，(g, y)を U の局所座標系とする．U を十分小さく選んで f∗x = gai で

あると仮定してよい．

aig
ai−1dg ∧ dy = d(f∗x) ∧ dy ∈ (OS(KS))(f−1(W )) = (f∗f∗OS(KS))(U)

= (OS(KS −DS))(U) = (Ω2
S(−DS))(U)

であって，(Ω2
S(−DS))|U = (Ω2

S(−bCi))|U = OU · gbi dg ∧ dy である．よって，

ai − 1 = bi である．

小平の定理の特異ファイバーの分類結果から，(KS · Ci)S = 0 である．よって，

(D′
S · C)S = (DS · Ci)S = ((KS − f∗(KC + DC)) · Ci)S = 0

であり，(D′2
S )S = 0がわかる．

m = GCD(a1,. . ., ar), f∗P = mF0 と表すとき，ザリスキーの補題から，ある非

負整数 nが存在して，D′
S = nF0 と書ける．bi < ai より 0 5 n < m であり，特に

f∗P が多重ファイバーでない場合は D′
S = 0 となる．

さて，f の多重ファイバー全体を，f∗P1 = m1F1,. . ., f∗Pk = mkFk とし，DS =

n1F1 + · · ·+ nkFk (1 5 ni < mi)とする．各 Fi は (Ib)型 (b = 0)であるから，

OFi
∼= OFi(KS + Fi) ∼= OFi(DS + Fi) ∼= OFi((ni + 1)Fi)

である．ところで，前定理の証明の中で示したように，Fi は Z/miZ ⊂ Pic0(U)を生

成する．したがって，OFi
(kFi) ∼= OFi

を満たす最小の自然数 k は mi である．よっ

て，ni +1 = mi である．したがって，KS ∼ f∗(KC +DC)+
k∑

i=1

(mi− 1)Fi である．

OC(DC) ∼= (R1f∗OS)∨ は，定理 7.3.7よりわかる．

● 初版 p.406. 定理 7.5.6の証明の 4行目. (新装版では修正済み)

誤: H2(C, f∗OS) −→ H2(S, OS) −→ H1(C, R1f∗OS) −→ H3(C, f∗O)

正: H2(C, f∗OS) −→ H2(S, OS) −→ H1(C, R1f∗OS) −→ H3(C, f∗OS)

● 初版 p.407, 新装版 p.409. 定理 7.5.8の 4 行目

誤: G = Z/2Z で，G 生成元 g の

正: G = Z/2Z で，G の生成元 g の
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● 初版 p.407, 新装版 p.409. 定理 7.5.8(5)の 1行目

誤: F = C/(Z⊕ ω
√−1Z) で，

正: F = C/(Z⊕√−1Z) で，

● 初版 p.407, 新装版 p.409. 定理 7.5.8(6)の 1行目

誤: F = C/(Z⊕ ωZ) で，

正: F = C/(Z⊕√−1Z) で，

● 初版 p.407, 新装版 p.409. 定理 7.5.8の証明の 1行目

誤: 定理 3.6.17より，F を加法群を考えたとき，

正: 定理 3.6.17より，F を加法群と考えたとき，

● 初版 p.408, 新装版 p.410. 系 7.5.9の証明

下記の原稿と差し替えて下さい．大幅に丁寧になっています．

[差し替え原稿]

証明. 前定理の証明の記号を用い，X = E×F , Y = X/G1, Z = (E/G1)× (F/G1)

とおく．S ∼= Y/G2 である．π1:X → Y , π2:Y → S，π3:Y → Z, πE :X → E,

πF :X → F を自然な全射とする．

KE ∼ 0, KF ∼ 0 なので，演習問題 4.7より，KX ∼ π∗EKE + π∗F KF ∼ 0である．

G1 の元は E, F に平行移動して作用するので，E/G1, F/G1 は楕円曲線であり，Z

は非特異で，上と同様に KZ ∼ 0 である．

G2 の元の Y への作用は個定点を持たないので，Y の解析的開集合 U を十分小

さく選べば U ∼= π2(U) となり，π2(U) の局所座標系 (x, y) の引き戻し (π∗2x, π∗2y)

が U の局所座標系になる．よって Y は非特異である．dx∧ dy が KS を定めるとき

d(π∗2x)∧ d(π∗2y)が KY を定めると考えてよいので，π∗2KS ∼ KY が成り立つ．同様

に，π∗1KY ∼ KX ∼ 0, 0 ∼ π∗3KZ ∼ KY である．

π∗2KS ∼ KY ∼ 0 なので，π∗2KS = div(h) を満たす h ∈ Rat(Y ) が存在する．

h̃ =
∏

σ∈G2

σ∗(h) とおく．σ ∈ G2 に対し σ∗(h̃) = h̃だから，0 6= h̃ ∈ Rat(S)である．

π∗2KS = σ∗π∗2KS = div(σ∗g) に注意すると，m = #G2 とするとき，

mKS =
∑

σ∈G2

σ∗KS = div(h̃)

なので，mKS ∼ 0が得られる．

よって，前定理において，(1), (2)の場合 2KS ∼ 0, (3), (4)の場合 3KS ∼ 0, (5),

(6)の場合 4KS ∼ 0, (7)の場合 6KS ∼ 0 であり，いずれの場合も 12KS ∼ 0 で
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P12(S) = 1 となる．

● 初版 p.409～ 410, 新装版 p.411～ 412. 定理 7.5.12

以下の原稿と差し替えて下さい

[差し替え原稿]

定理 7.5.12a. S は代数曲面，B は楕円曲線で，局所自明な楕円曲面 ϕ:S → B

が Principalならば，S はアーベル曲面である．

証明. ϕ:S → B が Principalならば，上の記号で，ある {gij} ∈ H1(B, EB) で，

i1({gij}) = {fij} を満たすものが存在する．つまり，fij は各ファイバー ϕ−1(P )に

平行移動として作用する．i1 は単射なので，以下 fij = gij と考える．完全系列

H1(B, Z2) −→ H1(B, OB)
p1

−→ H1(B, EB) δ−→ H2(B, Z2)

を考える．H2(B, Z2) ∼= Z2 ∼= L の基底 e1, e2 を δ({gij}) ∈ Ze1 となるように選ん

でおき，ι:Z→ L を ι(m) = me1 で定める．可換図式

0 −→ Z −→ C exp−→ C× −→ 0
ι
y || ylog

0 −→ L −→ C −→ E −→ 0

に対応して，可換図式

0 −→ Z −→ OB
exp−→ O×

B −→ 0
ι
y || y

0 −→ (Z2)B −→ OB −→ EB −→ 0

が存在する．これより，コホモロジー完全系列の可換図式

H1(OB)
q1

−→ Pic(B)
deg−→ H2(B,Z)

||
yψ

yι2

H1(OB)
p1

−→ H1(B,EB) δ−→ H2(B,Z2)

が得られる．ι2(m) = δ({fij}) となる m ∈ H2(B, Z) ∼= Z をとり，deg D′ = m と

なる D′ ∈ Pic(B)をとる．{fij} −ψ(D′) = p1({hij})を満たす {hij} ∈ H1(OB)を

とり，D = q1({hij}) + D′ ∈ Pic(B) とおけば，ψ(D) = {fij} を満たす．
Case 1. δ({gij}) = 0 の場合.

deg D = 0 なので，ある n ∈ Nが存在して nD ∼ 0 となる．つまり，各 i に対し

て fi ∈ EB(Ui) を適当に選べば，任意の i, j に対して n(fij − fi + fj) = 0 となる．

つまり，S は E ×Ui 達を E の n等分点による平行移動によって貼り合わせたもの

とみなすことができる．
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E × Ui の座標開集合上での局所座標系 (x, y) を，y = 0 が E を定め，x = 0 が

Ui を定めるように選んでおく．E × Ui の張り合わせは E 方向の局所定数関数によ

るので，dx, dy は S 全体に正則に延長できる．dx, dy ∈ H0(S, Ω1
S)が C 上 1次独

立なので，q(S) = 2 である．

nD ∼ 0となる最小の自然数 nをとる．D, ϕ∗Dに対して定理 6.8.12を適用すると，

不分岐 n次巡回被覆 πE : B̃ → B, 及び，π: S̃ −→ Sが存在し，不分岐 n次巡回被覆の

構成法から，ϕから構成される全射 ϕ̃: S̃ → B̃が存在する．π∗ED ∼ 0なので，S̃ の貼

り合わせ関数に対応する {fij}は H1(B̃, EB̃)の中でゼロである．よって，S̃ ∼= E× B̃

である．πE は不分岐なので，フルビッツの定理より B̃ は楕円曲線である．定理

6.1.12, 定理 6.1.18より b1(S̃) = b1(E) + b1(B̃) = 4 なので，q(S̃) = b1(S̃)/2 = 2で

ある．π∗:H0(S, Ω1
S) −→ H0(S̃, Ω1

S̃
) は単射なので，2 5 q(S) 5 q(S̃) = 2 となり，

q(S) = 2 を得る．

アルバネーゼ写像 α:S → Alb(S) のシュタイン分解 S
α′−→ Y −→ α(S) をとる．

dimY = 1 とすると，命題 7.1.9より g(B) = q(S) = 2 である．しかし，2つの楕

円曲線 E, B̃ ⊂ S̃ の少なくとも一方の α′ ◦ π による像が，種数 2 の Y になるので，

フルビッツの定理と矛盾する．したがって，dimY = 2 で，α(S) = Alb(S) となる．

定理 7.5.5より，KS ∼ ϕ∗KB ∼ 0 である．KS = 0 = α∗KAlb(S) より，α は不分

岐である．命題 6.8.13jより，S はアーベル曲面である．

Case 2. δ({gij}) 6= 0 の場合.

直和分解 L = Ze1 ⊕ Ze2 に対応して，E ≈ C1 × C2 (C1, C2 ≈ R/Z)と位相的

に分解する．正射影 E × Uij → C1 × Uij , C1 × Uij → Uij から，位相的な C2-束

γ:S → M と，C1-束 β:M → B が誘導される．

{gij} の H1(B, Ze2) での像は 0 なので，{fij} は M の開集合の貼り合わせ関数

から得られる．したがって，E ≈ M × C2 (同相)である．

β:M → B から得られる Gysinの完全系列 ([M-H]定理 12.2を見よ)

0 −→ H1(B, Z)
η−→ H1(M, Z) −→ H0(B, Z)

∪[D]−→ H2(B, Z) −→ H2(M, Z) −→ H1(B, Z) −→ 0

が存在する．[D] 6= 0 より H0(B, Z) −→ H2(B, Z) はゼロ写像でない．H0(B,

Z) ∼= Zだから，η は同型写像で，b1(B) = b1(M) となる．よって，

b1(S) = b1(M) + b1(C2) = b1(B) + 1 = 2g(B1) + 1

となり，S はケーラー曲面でない複素多様体となる (ケーラー曲面なら b1(S)は偶数

である．じつは，S は小平曲面とよばれる複素曲面になる)．
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● 初版 p.411, 新装版 p.413. 定理 7.5.13の証明

以下の原稿と差し替えて下さい

[差し替え原稿]

証明. 今までの記号で，j1({fij}) 6= 0 ∈ H1(B, Z/nZ) ∼= (Z/nZ)2 である．ここで，

{fij}は {ϕ−1(Ui)}の貼り合わせ関数である．nの約数mと不分岐m重被覆 π:B′ → B

をうまく選ぶと，自然に誘導される準同型写像 π∗:H1(B, Z/nZ) −→ H1(B′, Z/nZ)

によって，π∗j1({fij}) = 0 となる．

S′ = S ×B B′ とし，ψ:S′ → B′, ρ:S′ → S を正射影とする．勝手な点 P ∈ S′

をとり，Q = ϕ(ρ(P )) ∈ B, E = ϕ−1(Q) とする．Q はある Ui に含まれる．

π−1(Ui) = Wi,1 ∪ · · · ∪Wi,r ⊂ B′ (j 6= k のとき Wi,j ∩Wi,k = φ, r = deg π)と連結

成分に分解するとき，各 j = 1,. . ., rに対し Ui
∼= Wi,j , ϕ−1(Ui) ∼= ψ−1(Wi,j) ∼= Ui×E

となる．P はある ψ−1(Wi,j) に含まれ，ϕ−1(Ui) = Ui ×E は非特異だから，S′ は

非特異曲面である．

上の議論から，Q′ = ψ(P ) ∈ B′ に対し，ψ−1(Q′) ∼= ϕ−1(π(Q′)) ∼= E である．

π∗j1({fij}) = 0なので，ψ:S′ → B′ は Principalで，S′ はアーベル曲面である．そ

こで，単位元 0B′ , 0S′ を適当に選べば，E = ψ−1(0B′) ⊂ S′ が S′ の部分群であるよ

うにできる．すると，群として B′ ∼= S′/E であり，この同型写像は ψ から得られる．

さて，Z/mZ = Aut(B′/B) ⊂ Aut(S′/S)であるが，σ ∈ Aut(S′/S)を Z/mZの生
成元になるように選ぶ．σに対応する元を τ ∈ Aut(B′/B)とする．ψ(σ(x)) = τ(ψ(x))

(x ∈ S′)が成り立つ．τ は平行移動だから，ある t ∈ S′が存在し，ψ(x+ t) = τ(ψ(x))

(∀x ∈ S′)と書ける．h(x) = σ(x)− t によって h:S′ → S′ を定義すると，

τ(ψ(x)) = ψ(σ(x)− t + t) = τ(ψ(σ(x)− t)) = τ(ψ(h(x)))

なので，ψ(h(x)) = ψ(x) が選られ，h ∈ Aut(S′/B′) となる．h の定め方から，

h|E :E → E の Aut(E) → Z/nZ による像は j1({fij}) に対応していて 0 ではない．

つまり，h|E は平行移動ではなく，固定点を持つ．そこで，

Γ =
{
x ∈ S′

∣∣ h(x) = x
}

とおくと，Γ ∩E は 1個以上の有限個の点で，Γ は 1本以上の曲線の和集合になり，

Γ の既約成分は互いに交わらない．

C を Γ の既約成分の 1つとする．ψ から定まる正射影 β:C → B′ は不分岐だか

ら，C は楕円曲線である．また，S′′ = S′ ×B′ C とおくと，ψ′:S′′ → C には切断

s:C → S′′ が存在して，S′′ → S′ による s(C) の像は C ⊂ Γ となる．上の議論と同

様に，S′′ は非特異曲面である．



241

{fij} の H1(C, AC) への引き戻し {gji} = β∗π∗{fij} は，(π ◦ β ◦ ψ′)−1(Ui) ∼=
E × (π ◦ β)−1(Ui) の貼り合わせを定め，0 = j1({gij}) ∈ H1(C, Z/nZ) なので，こ

の貼り合わせは E 方向への局所定数関数による平行移動から定まる．ところが，切

断 s:C → S′′ が存在するので，その平行移動は自明であり，S′′ ∼= E × C である．

G = Aut(S′′/S)とすれば，S = (E ×C)/Gである．Gは C には平行移動として

作用し，C/G = B である．他方，G の E への作用は s(C) ∩ E を固定点に持つか

ら平行移動ではなく，E/G ∼= P1 となる．したがって，S は超楕円曲面である．

● 初版 p.412, 新装版 p.414. 定理 7.6.1の 2行目

旧: pg(S) = 0 かつ P4(S) = P6(S) = 0 ならば，S は線織面である．

新: P4(S) = P6(S) = 0 ならば，S は線織面である．

● 初版 p.412, 新装版 p.414. 命題 7.6.3の証明の第 1 段落

下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. アルバネーゼ写像 α′:S → Alb(S) のシュタイン分解 S
α−→ B −→

α′(S) ⊂ Alb(S)を考える．もし，dimB = 2ならば，C上 1次独立な ω1, ω2 ∈ H0(S,

Ω1
S) が存在する．すると，0 6= ω1 ∧ ω2 ∈ H0(S, Ω2

S) なので，pg(S) = 1 となり，

pg(S) = 0 と矛盾する．したがって，B は正規 (したがって，非特異) 代数曲線で，

命題 7.1.9より g(B) = q(S)が成り立つ．また，各点 Q ∈ B に対し，α−1(Q)は連

結である．

● 初版 p.414, 新装版 p.416. 命題 7.6.6の証明の Case 2の 7行目

誤: |aC + bKS | 6= 0,

正: |aC + bKS | 6= φ,

● 初版 p.414, 新装版 p.416. 定理 7.6.4の証明の 4 行目

「アルバネーゼ写像 α′:S → Alb(S) のシュタイン分解によって得られる写像とす

る．」の後に，次の文を追加して下さい．

B は非特異曲線である．

● 初版 p.414, 新装版 p.416. 定理 7.6.4の証明の Case 2の 3行目

旧: で，q(S) = g(B) 5 g(C) だから，

新: で，命題 7.1.9とフルビッツの定理より q(S) = g(B) 5 g(C) だから，q(S) =

g(B) = g(C) = 1 である．よって，



242

● 初版 p.415, 新装版 p.417. 定理 7.6.4の証明の Case 2の 7行目

旧: このとき，g(Ci) = g(B) = q(S) である．

新: Ci は C と同じ条件を満たすから，g(Ci) = g(B) = q(S) である．

● 初版 p.415, 新装版 p.417. 定理 7.6.4の証明の Case 2の 12 行目

誤: > 2(2g(Ci)− 1) + 1− q(S) = 0

正: > 2(2g(Ci)− 2) + 1− q(S) = 0

● 初版 p.415, 新装版 p.417. 定理 7.6.4の証明の Case 2の 14 行目

旧: ((KS + Ci) · Ci)S = deg KCi = 2g(Ci)− 2 = 2q(S)− 2,

新: ((KS + Ci) · Ci)S = deg KCi
= 2g(Ci)− 2 = 2q(S)− 2,

● 初版 p.415, 新装版 p.417. 定理 7.6.4の証明の Case 2の 21 行目

旧: = h1(OS(KS + C1 + C2)) + (C1 · C2)S + q(S)− 1

新: = h1(OS(KS + C1 + C2)) + (C1 · C2)S + q(S)− 1

● 初版 p.415, 新装版 p.417. 定理 7.6.4の証明の Case 2の 22～ 24 行目

旧: しかし，このとき C ∼= H0(OS) → H0(OC1 ⊕ OC2) ∼= C2 は全射でないので，

H1(OS(KS + C1 + C2)) 6= 0 となり矛盾する．

新: 完全系列

0 −→ OS(−C1 − C2) −→ OS −→ OC1 ⊕OC2 −→ 0

において，H0(S, OS(−C1 − C2)) = 0, H1(S, OS(−C1 − C2)) ∼= H1(S, OS(KS +

C1 + C2)) = 0 だから，C ∼= H0(OS) ∼= H0(OC1 ⊕OC2) ∼= C2 となり矛盾する．

● 初版 p.415, 新装版 p.417. 定理 7.6.4の証明の Case 2の最後

以下の文を追加して下さい.

(KC · C)S 5 −2 に注意する．

● 初版 p.416, 新装版 p.418. 定理 7.6.4の証明の Case 2-2

下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

Case 2-2. α:C → B が同型写像でない場合を考える．

C, B は楕円曲線である．α:S → B と区別するため，αC = α|C :C → B と書く．

S′ = S ×B C とし，π:S′ → S, β:S′ → C は正射影とする．命題 7.5.13の証明の議
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論のように，S′ は非特異曲面である．C ⊂ S から定まる自然な切断 ι:C → S′ が存

在する．

もし S′ が第 1 種例外曲線 Γ を含んだとすると，0 = g(Γ ) < g(C) なので β(Γ )

は 1点である．点 P を P ∈ Γ と選んでおけば，ある iに対して Γ ⊂ β−1(Ui)であ

り，−1 = (Γ 2)S′ = (π(Γ )2)S となる．これは，S が第 1種例外曲線を含まないこと

に矛盾する．よって，S′ は極小曲面である．

0 6= ω ∈ H0(S, Ω1
S) をとるとき，0 6= π∗ω ∈ H0(S′, Ω1

S′) なので，q(S′) = 1であ

る．また，上の考察から，KS′ = π∗KS が容易にわかる．

(KS′ · ι(C))S′ = deg ι∗KS′ = deg KS |C = (KS · C)S 5 −2

である．(K2
S′)S′ = (deg π) · (K2

S)S < 0 である．

勝手な点 P ∈ S′ をとり，Q = α(π(P )) ∈ B とする．Q の開近傍 U ⊂ B を十分

小さくとれば，α−1
C (U) = U1 ∪ · · · ∪ Ur (i 6= j のとき Ui ∩ Uj = φ)と連結成分に分

解するとき，各 i = 1,. . ., r に対し U ∼= Ui, α−1(U) ∼= β−1(Ui) となる．P はある

β−1(Ui) に含まれ，α−1(U) は非特異だから，S′ は非特異曲面である．

もし，|KS′ | 6= φ ならば，D ∈ |KS′ | をとると，−2 = (D · ι(C))S′ なので，

ι(C) ⊂ SuppD, (ι(C)2)S′ < 0 となる．すると，ι(C) は第 1 種例外曲線となり矛盾

する．よって，H0(S′, OS′(KS′)) = 0 で，pg(S′) = 0 である．

すると，上の結果から，β:S′ → C は幾何学的線織面である．Q ∈ C, F = β−1(Q) ∼=
P1 とすると，α(π(F ))は 1点で，π(F ) ∼= P1 である．また，((π(F )2)S = (F 2)S = 0

だから，定理 7.4.5により，α:S → B は幾何学的線織面である．

● 初版 p.416～ 420, 新装版 p.418～ 422. 定理 7.6.5

第 7.6.3項の最初から注意 7.6.6の直前まで (定理 7.6.5とその証明)を下記の原稿

と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

補題 7.6.6b. X, Y は非特異射影多様体, G ⊂ Aut(X) は有限群で，Y = X/G

であるとする．π:X → Y を自然な全射とする．このとき，以下が成り立つ．

(1) もし，ω ∈ H0(X, (Ωp
X)⊗n)が G-不変ならば，ある η ∈ (Ωp

Rat(Y ))
⊗n が存在

して，ω = π∗η と表せる．

(2) もし π が不分岐ならば，π∗:H0(Y , (Ωp
Y )⊗n) −→ (

H0(X, (Ωp
X)⊗n)

)G
は同

型写像である．

証明. (1) π∗:Ω1
Rat(Y ) −→ (Ω1

Rat(X))
G が同型であることを示す．
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Rat(Y )-ベクトル空間としての Ω1
Rat(Y ) の基底 dy1,. . ., dym をとる．すると，

π∗dy1,. . ., π∗dym は Rat(X)-ベクトル空間 Ω1
Rat(X) の基底になる．π∗dy は G-不変

だから，ω =
m∑

i=1

fiπ
∗dyi が G-不変であるための必要十分条件は，すべての fi が G-

不変であることである．すなわち，gi ∈ Rat(Y ) により，fi = π∗gi と表せることで

ある．よって，Ω1
Rat(Y )

∼= (Ω1
Rat(X))

G である．

p = 1, n = 1 の場合は，これより容易に導かれる．

(2) π が不分岐ならば，上の証明において η ∈ H0(Y , Ω1
Y ) となるから，結論を

得る．

補題 7.6.6c. X, Y は非特異射影曲線, G ⊂ Aut(X) は有限群で，Y = X/G で

あるとする．π:X → Y を自然な全射とする．π の分岐点全体の集合を B ⊂ Y とす

る．P ∈ B に対し，π−1 = {Q1,. . ., Qm}とすると，e(Q1) = · · · = e(Qm)が成り立

つ．そこで，e(P ) = e(Qi) と定める．n ∈ N に対し，Y 上の因子 Ln を

Ln =
∑

P∈B

⌊
n

(
1− 1

e(P )

)⌋
P

で定める．このとき，以下が成り立つ．

(1) π∗:H0(Y, OY (nKY + Ln)) −→ (
H0(X, OX(nKX))

)G
は同型写像である．

(2) 2g(X)− 2 = (deg π) ·
(

2g(Y )− 2 +
∑

P∈B

(
1− 1

e(P )

))

証明. (1) ω ∈ H0(X, OX(nKS))G = H0(X, (Ω1
X)⊗n)G をとると，前補題より，

ある η ∈ (Ω1
Rat(Y ))

⊗n が存在して，ω = π∗η と表せる．

P ∈ B, π−1(P ) = {Q1,. . ., Qm} とする．任意の Qj , Qk ∈ π−1(P ) に対し，ある

σ ∈ G が存在して σ(Qj) = Qk となるから，e(Qj) = e(Qk) が成り立つ．よって，

e(Q1) = · · · = e(Qm) である．

e = e(P ) = e(Qi) とおく．em = deg π である．点 Qi の十分小さい座標開近傍

(U , y) と，P の十分小さい座標開近傍 (W , x) を適当に選べば，π∗y = xe と表せ

る．f(P ) 6= 0 を満たすある f ∈ OY,P とある r ∈ Z により，η = f(y) · y−r · (dy)k

と表せる．g(x) = ekf(xe) とおけば，

(π∗η)|U = f(xe)x−er(exe−1 dx)k = g(x)x−er+k(e−1)(dx)k

であり，g(Qi) 6= 0 である．π∗η が正則微分形式になるための必要十分条件は，各



245

P ∈ B において，−er + k(e− 1) = 0が成り立つことである．つまり，r 5
⌊
k − 1

e

⌋

が成り立つことである．これより結論を得る．

(2) フルビッツの公式よりすぐわかる．

定理 7.6.5. S が極小な非特異射影曲面で幾何学的線織面ではなく，pg(S) = 0,

q(S) = 1, b2(S) = 2, (KS)2S = 0, P12(S) 5 1であるならば，S は超楕円曲面である．

証明. α:S → B は，命題 7.6.3の証明の通り，アルバネーゼ写像 S → Alb(S) の

シュタイン分解によって得られる写像とする．B は楕円曲線である．

もし , α:S → B のファイバー α−1(Q) が可約ならば, その既約成分を C1,. . ., Cr

とする．S 上に α(C0) = B を満たす曲線 C0 が存在する．C0,. . ., Cr の H2(S, Z)

における同値類は独立だから，(r + 1) 5 b2(S) = 2である．したがって，任意のファ

イバー FQ = α−1(Q) は既約である．

非特異ファイバー FQ の種数 g(FQ) の最小値を g とする．系 6.9.11aより，任意

の非特異ファイバー F に対し g(F ) = g である．

もし，g = 0 ならば，(F 2)S = 0, F ∼= P1 より，定理 7.4.5から，S は幾何学的線

織面である．したがって，g = 1 である．

b3(S) = b1(S) = 2q(S) = 2, b2(S) = 2 より，e(S) = 0 である．e(B) = 0だから，

定理 7.3.8より，
∑

Q∈Σ

(
e(α−1(Q))− e(F )

)
= 0 である．ここで，Σ は α−1(Q)が特

異ファイバーあるいは多重ファイバーとなるような点 Q ∈ B 全体の集合である．こ

の等式より，任意の Q ∈ B に対し e(α−1(Q)) = e(F ) = 2− 2g(F ) である．

あるファイバー FQ = α−1(Q) が特異点を持ったと仮定する．π′:F ′Q → FQ を正

規化とすると，命題 5.5.8より pa(FQ) = dimCH1(FQ, OFQ
) > g(F ′Q)が成り立つ．

また，γ1,. . ., γr ∈ H1(FQ, C)が 1 次独立ならば，π′∗γ1,. . ., π′∗γr ∈ H1(F ′Q, C) も

1 次独立なので，b1(FQ) 5 b1(F ′Q) である．

2− 2g(F ′Q) = e(F ′Q) = 2− b1(F ′Q) 5 2− b1(FQ) = e(FQ) = e(F ) = 2− 2g

なので，g(F ′Q) = g である．ところが，系 6.9.11aより g = pa(FQ) > g(F ′Q) = g と

なり，矛盾する．よって，すべての FQ = α−1(Q) = Suppα∗Qは非特異曲線である．

ここで，(I)「g = 1で α:S → B が多重ファイバーを持たない場合」，(II)「g = 1

で α:S → B が多重ファイバーを持つ場合」，(III)「g = 2 の場合」に分けて考える．

Case (I) g = 1 で α:S → B が多重ファイバーを持たない場合．

Q ∈ B に対し，F = α−1(Q) の j-不変量 j(F ) ∈ C を対応させる写像 j′:B → C
は代数多様体の正則写像であるが，B は射影代数曲線なので，j′(B)は 1点となる．
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つまり，α:S → B は局所自明な楕円曲面である．定理 7.5.12a，定理 7.5.13より，S

は Abel 曲面か超楕円曲面である．しかし，S が Abel 曲面だと q(S) = 2 であるの

で，S は超楕円曲面である．

Case (II) g = 1 で，αが多重ファイバーを持つ場合を考える．

P1,. . ., Pr ∈ B を多重ファイバー α∗Pi = eiFi (ei = 2)を持つような点全体とす

る．定理 6.8.13bより，Pi において分岐指数 ei を持つような有限被覆 π:B′ → B

が存在する．S′ = S ×B B′ とし，β:S′ → B′, ρ:S′ → S を正射影とする．P = Pi

の開近傍 U ⊂ B を十分小さく選び，U の局所座標系 xを，x(P ) = 0 となるように

とる．π(Q) = P を満たす点 Q ∈ B′ の近傍における適当な局所座標系 y を選ぶと，

π∗x = ye と書ける．

楕円曲線 F = α−1(P )の標準座標系 z をとる．座標開集合 W ⊂ α−1(U) ∼= U ×F

を十分小さく選べば，W における F ∩W の定義方程式 h を適当に選べば，(h, z)

を W の局所座標系として選べ，α∗P = eF なので α∗x = he であると仮定してよ

い．F ′ = ρ−1(F ) とおくとき，ρ|F ′ :F ′ → F は同型写像で，P ′ = π−1P とすると

き，β∗P ′ = F ′ である．よって，β:S′ → B′ の任意のファイバーは楕円曲線で，特異

ファイバーも多重ファイバーを持たない．フルビッツの定理より g(B′) = 2 である．

Q′ ∈ B′ に対し，F = β−1(Q′)の j-不変量 j(F ) ∈ Cを対応させる写像 j′:B′ → C
は定数写像になる．よって，U を十分小さく選べば，α−1(U) ∼= U×F , β−1(π−1(U)) ∼=
π−1(U)× F となり，β:S′ → B′ は局所自明な楕円曲面になる．特に S′ は非特異射

影曲面である．

E = β−1(Q′) (Q′ ∈ B′)とし，定義 7.5.10の下の説明のように，完全系列

0 −→ EB′ −→ AB′ −→ (Z/nZ)B′ −→ 0

を構成する．ここで，Aut(E, 0) ∼= Z/nZ (n = 2, 4, 6) である．σ ∈ Z/nZ は
σ(z) = ζz (ζ は 1 の n 乗根で，z は E の標準座標系)によって E に作用するので，

σ(dz⊗n) = dz⊗n であり，k ∈ N に対し，0 6= ω⊗kn
E ∈ H0(E, (Ω1

E)⊗kn) は群 Z/nZ
の元の作用で不変である．よって，ω⊗kn

E は S′ 全体に延長することができ，

H0(S′, (Ω1
S′)

⊗kn) −→ H0(E, (Ω1
E)⊗kn)

は全射である．ω⊗kn
E の S′ への延長は Aut(B′/B) の作用で不変なので，

ν:H0(S, (Ω1
S)⊗kn) −→ H0(E, (Ω1

E)⊗kn)

は全射である．特に，kn = 12と選ぶと，ν(η) = ω⊗12
E となる元 η ∈ H0(S, (Ω1

S)⊗12)

が存在する．特に，分岐点 P = Pi の近傍では，

π∗(x−2(dx)⊗12) = e12y10e−12(dy)⊗12
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であり，これは Q ∈ B′ の近傍で正則である．したがって，任意の有理微分形式

ωB ∈ H0(B, OB(12KB + 2P )) に対し，π∗ωB は B′ 上の正則微分形式である．

β∗(π∗ωB) は Aut(B′/B) の作用で不変なので，α∗ωB は S 上の正則微分となる．

h0(B, OB(12KB + 2P )) = h0(B, OB(2P )) = 2 なので，ここから，1次独立な元

ωB,1, ωB,2 を選べる．このとき，(π∗ωB,1)∧ωE , (π∗ωB,2)∧ωE は 1次独立な H0(S,

OS(12KS)) の元であり，P12(S) = 2 となる．

Case (III) g = 2 の場合．

まず，α が多重ファイバーを持たないことを示す．Q ∈ B, α∗Q = nFQ，F は非

特異ファイバーとする．

2g − 2 = deg KF = ((KS + F ) · F )S = n((KS + nFQ) · FQ)S

= n((KS + FQ) · FQ)S = n(2g(FQ)− 2) = n(2g − 2)

であるから，n = 1 である．すなわち，α:S → B は多重ファイバーを持たない．

Mg を種数 g の射影曲線のモジュライとする．定理 6.9.15 より，P ∈ B に対

し α−1(P ) の同型類を対応させる写像 B → Mg は定数写像である．したがって，

α:S → B の任意のファイバーは互いに同型である．

定理 3.7.1より Aut(F )は有限群で，Aut(F )は自然に Sに作用する．S = S/ Aut(F )

は (正規でない特異点を持つかもしれない) 代数曲面で，α から自然に α:S → B

が誘導される．F = F/ Aut(F ) の非特異点 x を 1 点固定する．FP = α−1(P ),

FP = FP / Aut(FP ) とするとき，Aut(F ) = {id} だから，同型写像 θP :F → FP

は一意的に存在する．そこで，xP = θ(x) ∈ FP ⊂ S とおく．切断 σ:B → S を

σ(P ) = xP で定める．自然な全射 S → S による σ(B)の引き戻しの既約成分のひと

つを Cx とする．開集合 x ∈ UF ⊂ F を十分小さく選べば，xが UF 上を動くとき，

Cx も xにつれて連続的に動くように，各 x ∈ UF に対して Cx を選ぶことができる．

このとき，x 6= y ∈ UF ならば Cx ∩ Cy = φである．よって，(C2
x)S = (Cx ·Cy)S = 0

である．

C = Cx とし，π = α|C :C → B とする．π:C → B は不分岐だから，C は非特異

な楕円曲線である．S′ = S ×B C とし，β:S′ → C, ρ:S′ → S を正射影とする．命

題 7.5.13の証明の議論のように，S′ は非特異曲面で，β:S′ → C のすべてのファイ

バーは F と同型である．また，切断 σ:C → S′ を持ち，π ◦ σ = idC , ρ ◦ σ = idC

を満たす．

Cx ∩ Cy = φ より，n À 0 のとき Bs |nσ(C)| = φ である．よって，正射影

ϕ = Φ|nσ(C)|:S′ → F が存在し，S′ ∼= C × F となる．
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G = Aut(C/B) とすると，G は S′ にも自然に作用し，S = (C × F )/G である．

KC = 0 より，KS′ = ϕ∗KF である．

Γ = F/G とし，自然な全射を ψ:F → Γ とする．補題 7.6.6b(2)より，

H0(S, Ω1
S) ∼= H0(S′, Ω1

S′)
G ∼= H0(C, Ω1

C)G ⊕H0(F, Ω1
F )G

∼= H0(B, Ω1
B)⊕H0(Γ, Ω1

Γ )

である．q(S) = 1, g(B) = 1だから，H0(Γ , Ω1
Γ ) = 0で，g(Γ ) = 0, Γ ∼= P1 である．

ψ:F → Γ に対して，分岐点全体の集合を {P1, . . . , Pr} ⊂ Γ とし，

Lk = OΓ

(
kKΓ +

r∑

i=1

⌊
k

(
1− 1

e(Pi)

)⌋
Pi

)

とおく．系 6.9.11aより ϕ∗OS′ = OF なので，命題 6.2.6bより，

ϕ∗OS′(kKS′) ∼= ϕ∗OS′(ϕ∗(kKF )) ∼= OF (kKF )

となる．補題 7.6.6b(2)より，H0(OS(kKS)) = H0(OS′(kKS′)G なので，補題 7.6.6c

(1)より，

Pk(S) = dimCH0(S, OS(kKS)) = dimCH0(S′, OS′(kKS′))G

= dimCH0(F, ϕ∗OS′(kKS′))G = dimCH0(F, OF (kKF ))G

= dimCH0(F/G, Lk) = dimCH0(Γ, Lk)

= deg Lk + 1− g(Γ ) = deg Lk + 1

を得る．補題 7.6.6c(2)を用いると，

deg Lk = −2k +
r∑

i=1

⌊
k

(
1− 1

ei

)⌋
= −2k +

r∑

i=1

(
k

(
1− 1

ei

)
− 1

)

= k · 2g(F )− 2
deg ψ

− r

が得られる．特に，k = 2 のとき，h2(S, OS(kKS)) = h0(S, OS((1 − k)KS)) = 0

である．よって，k = 2 のとき，
k(k − 1)

2
(K2

S)S + χ(OS) = χ(OS(kKS) = Pk(S) = deg Lk + 1

= k · 2g(F )− 2
deg ψ

− r

となる．g(F ) = 2だから k → +∞としてみると，(K2
S)S > 0でなければならない．

● 初版 p.420～ 422, 新装版 p.422～ 424. 定理 7.7.2(I), (II)の証明

定理 7.7.2(I), (II)の証明を下記の原稿と差し替えて下さい．



249

[差し替え原稿]

証明. (I) κ(S) = 0 だから，任意の m ∈ N に対し Pm(S) 5 1 で，ある m0 ∈ N
に対し Pm0(S) = 1 となる．特に，pg(S) 5 1 である．

Case 1. q(S) = 0 の場合．

もし，P2(S) = 0だと，カステルヌボーの定理により S は有理曲面で，κ(S) = −∞
となるから，P2(S) = 1 である．もし，KS ∼ 0 ならば，定義から S は K3 曲面で

ある．

以下，KS 6∼ 0, つまり pg(S) = 0 の場合を考える．D ∈ |2KS | 6= φ をとる．

D > 0 と仮定して矛盾を導く．D > 0 より | − nKS | = φ (∀n ∈ N)であること

が，背理法で容易に証明できる．よって，n = 2 のとき，h2(S, OS(nKS)) = h0(S,

OS((1− n)KS)) = 0 なので，リーマン・ロッホの定理より，

1 = Pn(S) = χ(OS(nKS)) =
n(n− 1)

2
(KS)2S + χ(OS) =

n(n− 1)
2

(KS)2S + 1

となり，Pn(S) = 1, (KS)2S = 0となる．そこで，D′ ∈ |3KS |をとる．P6(S) = 1 よ

り 3D = 2D′ である．これは，ある D′′ ∈ |KS |が存在して，D = 2D′′, D′ = 3D′′

となることを意味し，pg(S) = 0 と矛盾する．したがって，2KS ∼ 0 である．よっ

て，KS 6∼ 0 ならば，S はエンリッケス曲面である．

Case 2. q(S) = 1 の場合．

α:S → Alb(S) をアルバネーゼ写像とし，A = Alb(S), Z = α(S) とおく．また，

α のシュタイン分解 S
β−→ Y

γ−→ Z ⊂ A をとる．

Case 2-1. dim Y = 1 の場合．

0 6= q(S) 5 dimY = 1 より，q(S) = 1 である．pg(S) 6= 1 を示す．

もし，pg(S) = 1とすると，完全系列 0 → Pic0(S) → Pic(S) → NS(S) → 0にお

いて，Pic0(S) 6= 0 だから，Pic(S) 内に，D 6∼ 0, 2D ∼ 0 を満たす因子 D が存在

する．リーマン・ロッホの定理から，dimLS(D) + dimLS(KS −D) = 1であるが，

LS(D) = 0 より，ある E ∈ |KS −D|が存在する．KS ∼ 0 より，−D ∼ E = 0で，

−D ∼ 0 となり矛盾する．したがって，pg(S) = 0 である．

もし，P12(S) = 0 ならばエンリッケスの定理 (定理 7.6.1)より S は線織面で，

κ(S) = −∞ となる．したがって，P12(S) 6= 0 で，定理 7.6.2より S は超楕円曲面

である．

Case 2-2. dim Y = 2 の場合．

命題 7.3.2(2)より，0 = κ(S) = κ(Z) = 0 だから，Z は Alb(S) の部分トーラス

で，命題 6.8.7より Z = A となる．よって，q(S) = 2 で, γ:Y → S は全射有限写
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像である．

x, y を複素トーラス A の標準座標系とするとき，α∗(dx ∧ dy) 6= 0 なので，

1 = pg(S) = h0(S, Ω2
S) = 1であり，pg(S) = 1を得る．また，Case 1と同様な議論

で, (KS)2S = 0が得られる．ネーターの公式 (K2
S)S +e(S) = 12(pg(S)−q(S)+1) = 0

より，e(S) = 0である．e(S) = 2−2b1(S)+b2(S) = 2−4q(S)+b2(S)より b2(S) = 6

である．他方，命題 7.3.1より b2(A) = 6なので，自然な単射 α∗:H2(A, R) −→ H2(S,

R) は同型写像である．よって，α(C)が 1 点となるような曲線 C ⊂ S は存在せず，

α:S → A は有限写像で，S = Y である．特に，命題 7.3.2より S は有理曲線を含

まない．

pg(S) = 1 だから |KS | はただ 1つの因子 KS = 0 のみからなる集合である．も

し，KS = 0ならば，KS = α∗KA より，αは不分岐である．命題 6.9.24より，S は

アーベル曲面である．

KS > 0 の場合を考える．KS =
r∑

i=1

niCi (Ci は有理曲線でない既約曲線) と書け

る．もし，S 上の曲線 C が (KS ·C)S < 0 を満たせば，C = Ci となる iが存在し，

j 6= i のとき (Cj ·C)S = 0だから，(C2)S < 0 となる．よって，C は第 1種例外曲

線となり矛盾する．よって，S 上の任意の曲線 C に対して (KS · C)S = 0 である．

特に，(KS · Ci)S = 0 (1 5 ∀i 5 r)である．

定理 5.5.9より 2pa(C)− 2 = (KS + Ci · Ci) 5 0 だから，すべての Ci は楕円曲

線である．E = α(C1) とおく．E は有理曲線でなく pa(E) 5 g(C1) = 1 だから E

は非特異楕円曲線である．命題 7.3.2(2)より，アーベル曲面 A の原点を適当に取り

替えれば，E は A の部分トーラスであると仮定してよい．A の閉部分群による商群

B = A/E は楕円曲線になる．ψ:S α−→ A → B, P = ψ(C1) ∈ B とする．n À 0 の

とき h0(B, OB(nP )) = 2 なので，2 5 h0(S, OS(nC1)) 5 h0(S, OS(nKS)) 5 1 と

なって矛盾する．

(II) κ(S) = −∞ の場合を考える．
小平次元の定義から，pg(S) = 0, P12(S) = 0 である．したがって，定理 7.6.1よ

り，S は線織面であり，ある非特異曲線 Γ と双有理写像 f :S · · · → P1×Γ が存在す

る．定理 7.2.1(III)より，f の不確定点解消 ψ̃:X → S, g:X → P1 × Γ が存在する．

系 5.4.8より，ψ̃, g は 1点を中心としたブロー・アップの合成である．いま，正射影

P1×Γ −→ Γ と g の合成写像を ϕ̃:X → Γ とする．もし，ϕ̃のファイバーに第 1種

例外曲線が含まれれば，そのコントラクション h1:X → X1 を行う．第 1 種例外曲

線のコントラクションを有限回繰り返し h:X h1−→ X1
h1−→ X2

h3−→ · · · hn−1−→ Xn = Y
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を作ると，ファイバーに第 1種例外曲線が含まないようなファイバー曲面 ϕ:Y → Γ

と正則写像 ψ:Y → S で，ϕ̃ = ϕ ◦ h, ψ̃ = ψ ◦ h を満たすものが得られる．また定理

7.4.5(1)の証明で示されているように，ϕ:Y → Γ は特異ファイバーを持たず，

ここで，ψ は 1点を中心としたブロー・アップの合成である．

もし，Y が第 1 種例外曲線を含まないなら，ψ:Y
∼=−→ S で，定理 7.3.13a(2)よ

り，ϕ:S = Y −→ Γ は幾何学的線織面である．

もし，Y が第 1種例外曲線 C を含めば，ϕ(C) = Γ となるので，Γ ∼= P1 である．

S は P1 × P1 と双有理同値だから有理曲面である．S は極小な有理曲面なので，定

理 7.4.2より，S は P2 か Σn (これは幾何学的線織面)である．

● 初版 p.423, 新装版 p.425. 定義 7.7.3の 18行目

誤: 2次形式はユニモジラーであると仮定する．

正: 2次形式はユニモジュラーであると仮定する．

● 初版 p.423, 新装版 p.425. 定義 7.7.3の 21行目

誤: (poositive definite)

正: (positive definite)

● 初版 p.423～ 424, 新装版 p.425～ 426. 系 7.7.5と系 7.7.6

系 7.7.5を削除し，系 7.7.6の証明を下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. 定義 7.7.3の記号を持ちいる．L の基底 e1,. . ., en を V = Rn の基底に選ん

でおき，L = Zn ⊂ V としておく．J = A は対称行列だから，ある直交行列 P に

より，

tPJP = Λ =




λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn




と対角化できる．ここで，P は回転を表す行列であるように選べる．r =
2

n
√

ωn
とし，

K ′ =
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn

∣∣ |λ1|x2
1 + · · ·+ |λn|x2

n 5 r2
}

とおくと，|λ1 · · ·λn| = |detJ | = 1 より，K ′ の測度は 2n である．tP で K ′ を回転

して得られる超楕円体を K とする．ミンコフスキーの定理より x = K ∩ (L− {0})
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が存在する．

(tP )x =




x1
...

xn




とおけば，

(x, x) = txJx = t(tPx)Λ(tPx) =
n∑

i=1

λix
2
i

なので，

∣∣(x, x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

λix
2
i

∣∣∣∣∣ 5
n∑

i=1

|λi|x2
i 5 r2 =

4
n
√

ω2
n

となる．

● 初版 p.424～ 425, 新装版 p.426～ 426. 補題 7.7.7

補題 7.7.7とその証明を下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

補題 7.7.7. M は L の部分格子で，r = rankM とする．M のある元 x1,. . ., xr

が存在し，(xi, xj) を (i, j)-成分とする r 次正方行列 J ′ が正定値または負定値で

あって，|detJ ′| = 1 を満たせば，L = M ⊕M⊥ である．(このような分解を直交分

解という.)

証明. x ∈ M ∩M⊥ をとると，(x, x) = 0であるが，J ′ は正または負定値だから，

x = 0 である．したがって，M ∩M⊥ = 0 である．

勝手な y ∈ L をとる．



a1
...

ar


 = J ′−1




(y,x1)
...

(y,xr)


 , y1 =

r∑

i=1

aixi ∈ M

で a1,. . ., ar ∈ Z と y1 を定めれば，

(y, xj) =
r∑

i=1

ai(xi, xj) = (y1, xj)

となる．y2 = y− y1 とおけば，任意の x ∈ M に対し，(y2, x) = 0 を満たすので，

y2 ∈ M⊥ である．したがって，L = M + M⊥ であり，L = M ⊕M⊥ である．

● 初版 p.425, 新装版 p.427. 定理 7.7.9の 4行目

誤: 自明ない有理数解
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正: 自明でない有理数解

● 初版 p.425, 新装版 p.427. 定理 7.7.9の最後の行 (10行目)

誤: 方程式 (7.1)は自明でない解を持つ．

正: 方程式 (7.1)は自明でない整数解を持つ．

● 初版 p.426, 新装版 p.428. 定理 7.7.11

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

命題 7.7.10b. L はユニモジュラー格子とする．

(1) f :L → Z は加群の準同型写像とすると，ある a ∈ L が存在して，任意の

x ∈ L に対して f(x) = (a, x) となる．

(2) b ∈ Lが，任意の x ∈ L に対して (b, x) = 0 を満たせば，b = 0 である．

証明. (1) 定義 7.7.3の記号を持ちいる．L = Zn と仮定してよい．

a =




a1
...

an


 = J−1




f(e1)
...

f(en)




で a を定める．J の (i, j)-成分を cij = (ei, ej) とするとき，

f(ej) = (Ja の j 行目) =
n∑

i=1

cjiai = taJej = (a, ej)

であるので，f(x) = (a, x) (∀x ∈ L)が成り立つ．

(2) J−1 の第 j 列を cj とする．(cj , b) = 0 (j = 1,. . ., n)だから，J−1Jb = 0

である．よって，b = 0 である．

定理 7.7.11. Lが非定値な奇ユニモジュラー格子であれば，

L = Γ+ ⊕ · · · ⊕ Γ+ ⊕ Γ− ⊕ · · · ⊕ Γ−

と直交分解できる．

証明. n = rankLに関する帰納法で証明する．n 5 4のときは，系 7.7.6で示した．

n = 5 とする．x ∈ L を (x, x) = 0 となるようにとる．ただし，2 以上の任意の

整数 k に対して
1
k
x /∈ L となるように選んでおく．

Claim: (x, y) = 1 を満たす y ∈ Lが存在することを示す．
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f :L → Z を f(z) = (z, x) で定める．ある k ∈ N により Im f = f(L) = kZ と書
ける．k = 1ならば Claimは成り立つので，k = 2と仮定して矛盾を導く．g:L → Z

を g(z) =
1
k

f(z) で定める．L はユニモジュラーだから，前命題から，ある a ∈ L

が存在して任意の z ∈ Lに対して g(z) = (a, z) を満たす．すると，x = ka となり，

x の取り方に矛盾する．

さて，Claimのような y ∈ L を 1つとり固定する．L は奇だから，(y′, y′)が奇

数になるような y′ ∈ Lが存在する．もし，(y, y)が奇数ならば，z1 = x, z2 = y と

おく．(y, y) が偶数の場合は，z1 = x, z2 = y′ +
(
1 − (x,y′)

)
y′ とおく．すると，

(zi, zj) を (i, j)-成分をする行列 J ′ は，

J ′ =
(

0 1
1 2m + 1

)
(m ∈ Z)

という形になる．これは，

tPJ ′P =
(

1 0
0 −1

)
, ただし，P =

(−m −m− 1
1 1

)

と対角化できる．つまり L は M+
∼= Γ+, M− ∼= Γ− を部分格子として持つ．

そこで，τ(L) = 0なら M = M+, τ(L) < 0なら M = M− とおき，L = M ⊕M⊥

と直交分解する．M⊥ も非定値であり，(x, x) ∈ {1, −1} を満たす x ∈ M⊥ を含む

から，帰納法の仮定により M⊥ = Γ+ ⊕ · · · ⊕ Γ− である．

● 初版 p.426, 新装版 p.428. 系 7.7.12の 1行目

誤: L, L′ がいずれも奇ユニモジュラー格子で，

正: L, L′ がいずれも非定値な奇ユニモジュラー格子で，

● 初版 p.427, 新装版 p.429. 定理 7.7.14の証明の 1行目

誤: 格子 M1 ⊂ V ′ = Rn+2 は奇ユニモジュラー格子であるとし，

正: 格子 M1 ⊂ V ′ = Rn+2 は非定値な奇ユニモジュラー格子であるとし，

● 初版 p.427, 新装版 p.429. 定理 7.7.14の証明の 8～ 9 行目

誤: とおく．M0 ⊃ M1 ⊃ M2 で，M0 上では 2 次形式は
1
2
Z に値をとる．また，

M1
∼= Γ+ ⊕ · · · ⊕ Γ− なので，#(M0/M1) = 2 であることが容易に証明できる．

正: とおく．M0 ⊃ M1 ⊃ M2 である．M1
∼= Γ+ ⊕ · · · ⊕ Γ− なので，Γ± 達の基底を
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並べたものを M1 および V ′ の基底に選べば，

J =




1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · −1




となる．J の (i, i)-成分を εi ∈ {+1, −1}とし，a1 = ε1e1+ε2e2, a2 = ε2e2+ε3e3,. . .,

an+1 = εn+1en+1 + εn+2en+2, an+2 = εn+2en+2 + ε1e1 とおけば，M2 =
n+2⊕

i=1

Zai,

M0 = M1 +
1
2
M2 である．これより，#(M0/M1) = 2 であることが容易に証明で

きる．

● 初版 p.427, 新装版 p.429. 定理 7.7.14の証明の 14～ 15 行目

誤: M2 = Z · (e1 + e2) ⊕ Z · (e1 + e2), M0 =
1
2
M2 で，M0 % M3 ⊃ M2 を満たす

M3 は

正: M2 = Z · (e1 + e2) ⊕ Z · (e1 − e2), M0 =
1
2
M2 で，M0 % M3 % M2 を満たす

M3 は

● 初版 p.290, 新装版 p.431. 例 7.8.1の最後の 2行

「 Pn 内の n− 2 個の超曲面の共通部分として得られる K3曲面は，(1)～ (3)の

3種類以外に存在しないことが知られている．」

という 2 行を以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

命題 7.8.1b. Pn 内の n − 2 個の 2 次以上の超曲面の共通部分として得られる

K3曲面は，例 7.8.1の (1), (2), (3)の 3種類以外に存在しない．

証明. Si が Pn 内の di 次超曲面 (di = 2)で，S = S1 ∩ · · · ∩ Sn−2 が K3 曲面で

あるとする．

0 ∼ KS = (KPn + S1 + · · ·+ Sn−2)|S = (n + 1− d1 − · · · − dn−2)H|S
であるので，2(n− 2) 5 d1 + · · ·+ dn−2 = n + 1 となり，n 5 5がわかる．あとは

簡単な計算で，(1)～ (3)以外の解がないことがわかる．

● 初版 p.430, 新装版 p.432. 定理 7.8.3の証明の 1行目

誤: χ(OS)
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正: χ(OS)

● 初版 p.430, 新装版 p.432. 定理 7.8.3の証明の 6～ 7行目

誤: LS(D) = φ, LS(KS −D) = LS(−D) = φ であるが，

正: LS(D) = 0, LS(KS −D) = LS(−D) = 0 であるが，

● 初版 p.432～ 433, 新装版 p.434～ 435. 第 7.8.2項

第 7.8.2 項 (クンマー曲面) 全体を下記の原稿と差し替えて下さい．大幅に内容を

増加しました．特に，現行の命題 7.8.7の 2行前にある式

0 = H1(X, OX) −→ Pic(X) c1−→ H2(X, Z)
p−→ H2(X, OX) = C

は間違いです．お詫び致します．

[差し替え原稿]

7.8.2. クンマー曲面

本題に入る前に，線形代数の補題を用意しておく．

補題 7.8.6b. B は n 次元 F2-ベクトル空間で n = 2 とする．B から F2 への写

像全体の集合を F とすると，F は F2-ベクトル空間の構造を持つ．また，1次関数

B → F2 全体の集合を F1 とする．F1 は F の部分 F2-ベクトル空間である．f ∈ F

に対して，

Supp(f) =
{
P ∈ B

∣∣ f(P ) = 1
}
, Z(f) =

{
P ∈ B

∣∣ f(P ) = 0
}

とおく．B から B への全単射アフィン変換 (線形同型写像と平行移動の合成として

表せる写像)全体のなす群を Aff(B) とする．

U ⊂ F は部分 F2-ベクトル空間で，任意の ϕ ∈ Aff(B) と任意の f ∈ U に対して

f ◦ ϕ ∈ U を満たすとする．すると，以下の (1), (2), (3)のいずれが 1つだけが起

きる．

(1) U ⊂ {0, 1} (0, 1 は定数関数)

(2) U = F1

(3) F1 ⊂ U で，dimF2 W = n − 2 を満たす任意のアフィン部分空間 W ⊂ F に

対して，Supp(f) = W となるような関数 f ∈ U が存在する．

証明. U ⊂ {0, 1} でないと仮定する．ϕ ∈ Aff(B) が与えられたとき，同型写像

ϕ∗:F → F が誘導される．

Step 1. もし U が定数関数でない 1 次関数 f ∈ F1 を含めば，F1 ⊂ U であるこ

とを示す．
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一般に B の n− 1 次元アフィン部分空間を超平面ということにする．f ∈ F につ

いて，「f ∈ F1」⇐⇒「Z(f) は B の超平面」⇐⇒「Supp(f) は B の超平面」が成

り立つ．

f ∈ F1, ϕ ∈ Aff(B) に対し Z(f ◦ ϕ) = ϕ−1(Z(f)) だから，f ◦ ϕ ∈ U ∩ F1 であ

る．定数関数でない任意の f , g ∈ F1 はある ϕ ∈ Aff(B) により g = f ◦ ϕ と書け

る．よって，F1 ⊂ U である．U はベクトル空間だから 0 ∈ U である．また，定数

関数でない f ∈ F1 に対して，1− f ∈ F1 であるので，1 = f + (1− f) ∈ U となり，

F1 ∪{0, 1} ⊂ U となる．

Step 2. (3)を示すには，Supp(f)が B の n− 2 次元アフィン部分空間となるよ

うな f ∈ F が存在することを示せばよい．

実際，W0 = Supp(f)とするとき，勝手な B の n− 2 次元アフィン部分空間 W に

対して，ある ϕ ∈ Aff(B)を取れば ϕ(W ) = W0 となり，このとき W = Supp(f ◦ϕ)

である．また，B の勝手な超平面 H に対して，H = W1 ∪W2, W1 ∩W2 = φ と

なるような n − 2 次元アフィン部分空間 W1, W2 ⊂ B が存在し，W1 = Supp(f1),

W2 = Supp(f2)であれば W = Supp(f1 +f2)となる．f1, f2 ∈ U だから f1 +f2 ∈ U

である．Supp(f1 + f2)は B の超平面だから f1 + f2 ∈ F1 である．Step 1の結果か

ら F1 ⊂ U である．

Step 3. ∃g ∈ U − F1 6= φ の場合に (3)が起きることを，n = dimF2 B に関する

帰納法で証明する．

#Supp(f)が n− 2 次元アフィン部分空間になるような f ∈ U が存在することを

示せばよい．

Step 3-1. n = dimF2 B = 2 の場合に，#Supp(f)が 1点となるような f ∈ U が

存在することを証明する．

#B = 4 であるので，g /∈ F1 より #Supp(g) = 1 または #Supp(g) = 3 である．

#Supp(g) = 1なら f = gでよい．#Supp(g) = 3の場合を考える．ある ϕ ∈ Aff(B)

を取ると，#
(
Supp(g)∩ Supp(g ◦ ϕ)

)
= 2 となる．つまり，g + g ◦ ϕ ∈ F1 ∩ U で

ある．Step 1より F1 ⊂ U である．Supp(f) ⊂ Supp(g) となるような f ∈ F1 が存

在するが，このとき f + g ∈ U で #Supp(f + g) = 1 となる．

Step 3-2. n = dimF2 B = 3 の場合を考える．

Claim. ある n− 1 次元部分ベクトル空間 H ⊂ B で，g|H が 1 次関数にならな

いようなものが存在することを証明する．

g は 1次関数でないから，ある超平面 H ′ ⊂ B を選べば g(H ′) = F2 となる．g|H′

が 1次関数でない場合は，H = H ′ とすればよい．
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g|H′ が 1次関数の場合を考える．W =
{
x ∈ H ′ ∣∣ g(x) = 0

}
は H ′ の超平面にな

る．もし g(B −W ) = F2 ならば，g(y) = 1, g(z) = 0 となる y, z ∈ B −W をうま

く選べば，W , y, z を含む B の超平面 H が存在するが，g|H は 1 次関数にならな

い．そうでない場合は，g(B −W ) = {1} である．W 6⊂ H, dimF2(W ∩H) = 1 と

なるような B の超平面 H を取れば，g|H は 1次関数にならない．以上で Claimが

証明された．

さて，上の超平面 H ⊂ B を固定し，U ′ :=
{
f |H

∣∣ f ∈ U
}
とする．帰納法

の仮定を H と U ′ に適用すれば，dimF2 W ′ = n − 3 を満たすアフィン部分空間

W ′ ⊂ H に対して，Supp(f ′) = W ′ となるような関数 f ′ ∈ U ′ が存在する．ここ

で，f ′ = f |H (∃f ∈ U)と書ける．a ∈ W ′, b ∈ H −W ′ を取る．ある ψ ∈ Aff(B)

で ψ|B−H = id|B−H , ψ(a) = b を満たすものが存在する．このとき，ψ|H は b − a

による平行移動になり，ψ ∈ Aff(B) は一意的に定まる．また，ψ(W ′)∩W ′ = φ で

ある．よって，W = W ′ ∪ ψ(W ′) は W ′ と b を含む最小のアフィン空間であって，

dimF2 W = n− 2 である．

h(x) = f(x) + f(ψ−1(x)) で h ∈ F を定める．f ◦ ψ ∈ U だから h ∈ U で

ある．x ∈ H のときは f(ψ−1(x)) = f(x) だから h(x) = 0 である．よって，

Supp(h) = W ′ ∪ ψ(W ′) = W となる．

本題に入る．T = C2/L を 2次元複素トーラス (Lは格子)とする．ι(x) = −x で

ι:T → T を定義する．ι ◦ ι = idT である．G = {idT , ι} ⊂ Aut(T ) とし，S = T/G

を考える．G ∼= Z/2Zに注意する．π:T → S を自然な全射とする．S は解析多様体

の構造を持つ．加法群 T の単位元を OT とし，

B =
{
P ∈ T

∣∣ 2P = P + P = OT

}
=

{
P ∈ T

∣∣ ι(P ) = P
}

とする．B の元を二等分点という．B は 24 = 16 個の点からなる集合である．

B = {P1,. . ., P16} とおく．
各点 Q = π(P ) ∈ S (P ∈ B)は (A1) 型有理 2重点であることを示そう．ÔT,P =

C[[X1, X2]] に対し，ι∗(X1) = −X1, ι∗(X2) = −X2 だから，ÔS,Q = C[[X1,

X2]]G = C[[X2
1 , X1X2, X2

2 ]] となる．Y1 = X2
1 , Y2 = X1X2, Y3 = X2

2 とおけば，

ÔS,Q = C[[X2
1 , X1X2, X

2
2 ]] ∼= C[[Y1, Y2, Y3]]/(Y1Y3 − Y 2

2 )

である．したがって，Qは (A1) 型有理 2重点である．なお，S はこの 16個の有理

2重点以外では非特異である．

(A1) 型特異点は，その点を中心として 1回ブロー・アップすれば，特異点解消さ

れる．そこで，π(B) の 16点で S をブロー・アップして得られる曲面を ϕ:X → S
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とする．この X をクンマー曲面 (Kummer surface)という．トーラス T から上の

ように構成されたクンマー曲面を X = Km(T ) と書くことにする．

命題 7.8.6c. クンマー曲面は K3曲面である．

証明. π:T → S の分岐因子 Rπ について SuppRπ ∈ B であるから，Rπ = 0

である．U = S − π(B) 上には標準因子 KU が存在するが，定理 6.8.11d より，

π∗KU = KT |(T−B) = 0 を満たすので，KU = 0 であり，S 上の標準因子 KS = 0

に延長できて，π∗KS = KT = 0 を満たす．Qi = π(Pi) ∈ S, Ci = ϕ−1(Qi) (これは

(−2)-曲線)とするとき，ある整数 ai が存在して KX = ϕ∗KS +
16∑

i=1

aiCi =
16∑

i=1

aiCi

と書ける．しかし，(KX · Ci)X = 0, (C2
i )X = −2だから，ai = 0 であり，KX = 0

が得られる．

また，ω ∈ H0(T , Ω1
T )は ω = a dx + b dy (a, b ∈ C)と書ける．−ω = ω であれば

ω = 0 である．よって，H0(X, Ω1
X) = 0がわかり，q(X) = 0 である．したがって，

X は K3曲面である．

16個の二等分点 P1,. . . P16 ∈ T でのブロー・アップを ψ:Y → T とし，Ei = ψ−1(Pi)

(これは第 1 種例外曲線) とする．このとき，次の図式を可換にする写像 ρ:Y → X

が存在する．

Y
ρ−→ X

ψ
y yϕ

T
π−→ S

Ei = ρ(Ci)である．ι:T → T は自然に ι̃:Y → Y に延長でき，G̃ = {idY , ι̃}とする
とき X = Y/G̃ である．Pi の解析的開近傍 Ui を Ui ⊂ C2 と考えたとき，Pi を通

る Ui 内の直線 `と Ei の点が 1対 1に対応する．ι(Ui) = Ui となるように Ui を選

んでおけば ι(`) = ` が成り立つので，任意の点 P ∈ Ei に対して ι̃(P ) = P が成り

立つ．つまり，ι̃|Ei
:Ei → Ei は恒等写像で，ρ|Ei

:Ei → Ci は同型写像である．

2重被覆 ρ:Y → X は準同型写像 ρ!:H2(Y , Z) −→ H2(X, Z) を引き起こす．

α := ρ! ◦ ψ∗:H2(T,Z) −→ H2(X,Z)

とする．x ∈ H2(T , Z)に対して x = ρ∗(z)を満たす z ∈ H2(X, Z)をとる．ρ!(x) = 2z

である．

交点の幾何学的考察から，x, y ∈ H2(T , Z)に対し，α(x) ∪ α(y) = 2x ∪ y が成り

立つことが容易にわかる．
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定理 7.8.4で構造を決定した格子 LX := H2(X, Z) ∼= Z22 を考える．LX の中で

M1 :=
16⊕

i=1

Z · c1(Ci) を含むランク 16 の格子 M0 で，LX/M0 がトーションを持た

ないようなものをとる．2M0 ⊂ M1 ⊂ M0 である．

定理 7.8.6d. 以上の記号のもとに，次が成立する．

α
(
H2(Y, Z)

)
= M∨

0 = M∨
1

また，#(M0/M1) = 32 であって，
1
2

∑

i∈I

c1(Ci) ∈ M0 を満たす空でない部分集合

I ⊂ {1,. . ., 16} は，#I = 8 または #I = 16 を満たす．そして，8 個の元からなる

集合 I ⊂ {1,. . ., 16} で，1
2

∑

i∈I

c1(Ci) ∈ M0 を満たすものが丁度 30個存在する．

証明. Step 1. L0 := α
(
H2(T, Z)

) ⊂ LX とおく．H2(T , Z) の元は Ci と交わら

ない台を持つ因子の像として表せるから，L0 ⊂ M⊥
0 である．

一般に LX の部分格子 L′ に対し，L′ 上での交点行列の行列式の絶対値を d(L′)

と書くことにする．

d(LX) = 1, d(M1) = 216, d(L0) = 26

である．また，L′∨ := HomZ(L′, Z) とおき，x ∈ L′ に対し fx(y) = x ∪ y で定まる

fy ∈ L′∨ を対応させることにより L′ ⊂ L′∨ と考える．#(L′∨/L′) = d(L′) である．

また，LX/L′ がトーションを持たないとき，L′∨/L′ ∼= (L′⊥)∨/L′⊥ であることは容

易に証明できる．これより，d(M⊥
0 ) = d(M0)が得られる．

また，L′′ ⊂ L′ ⊂ LX が部分格子で rankL′′ = rankL′ のとき，
(
#(L′/L′′)

)2 = d(L′′)/d(L′) 1©
であることも容易に証明できる．

M1 =
16⊕

i=1

F2 · c1(Ci) とし，
1
2
∈ 1

2
Z に 1 ∈ F2 を対応させる加群の準同型写像か

ら r:
1
2
M1 −→ M1 を構成する．M0 ⊂ 1

2
M1 であるが，r(M0) ∼= M0/M1 である．

1©より，
(
#r(M0)

)2 = d(M1)/d(M0) = 216/d(M0) である．

ε1,. . ., ε16 ∈ {0, 1} に対し，e = (ε1,. . ., ε16) ∈ F16
2 , ce =

16∑

i=1

εi · c1(Ci) とする．

ce/2 ∈ M0 となるための必要十分条件は e ∈ r(M0) となることである．
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L0 ⊂ M⊥
0 なので，26 = d(L0) = d(M⊥

0 ) = d(M0)である．よって，
(
#r(M0)

)2 =

216/d(M0) = 210 となり，#(M0/M1) = #r(M0) = 32 となる．

#(M0/M1) = 32 であることは，後で証明することにして，このことを仮定して

定理の証明を完結させる．
(
#r(M0)

)2 = 216/d(M0) = 210 より d(M0) = 26 である．

1©より，
(
#(M⊥

0 /L0)
)2 = d(L0)/d(M⊥

0 ) = 26/26 = 1

なので，L0 = M⊥
0 を得る．ただし，M0はユニモジュラーではないから，LX % L0⊕M⊥

0

である．

Step 2. 16点の集合 B ⊂ T は自然な方法で F2 上の 4次元ベクトル空間と考える

ことができる．補題 7.8.6bのように，F , F1, Aff(B) を定める．#F1 = 2× 24 = 32

である．f ∈ F に対して

Ψ(f) =
16∑

i=1

f(Pi) · c1(Ci) ∈ M1

として，写像 Ψ:F → M1 を定める．Ψ は全単射である．

U = Ψ−1(r(M0)) とおく．#U = 32 である．g ∈ Aff(B) が与えられたとき，写

像 g∗:F → F が誘導されることと，g∗(U) = U であることは，次の補題 7.8.6eか

ら導かれるが，これを仮定して話を進める．

#U > 2だから，補題 7.8.6bの (2)または (3)が起きる．以下，(3)は起きないこ

とを背理法で証明する．(3)の場合であったと仮定する．

dimF2 W1 = dimF2 W2 = dimF2 V − 2, W1 ∩W2 = {Pk} (1 点)を満たすアフィン

部分空間 W1, W2 ⊂ V をとる．(3)の結論から，Supp(f1) = W1, Supp(f2) = W2

となるような f1, f2 ∈ U が存在する．

xj =
1
2

16∑

i=1

fj(Pi) · c1(Ci) (i = 1, 2)

とおくと，x1, x2 ∈ M0である．しかし，交点数 (カップ積)は x1 ∪ x2 =
1
4
(P 2

k )X = −1
2

となり矛盾する．よって，(2)の場合となる．

補題 7.8.6e. 以上の仮定のもと，x = Pi ∈ B に対して ex := c1(Ci) ∈ H2(X, Z)

とおく．すると，各 f ∈ Aff(B)に対して，交点数を保つ格子の同型写像 ϕf : H2(X,

Z) −→ H2(X, Z)で，ϕf (ex) = ef(x) (∀x ∈ B)を満たすものが存在する．このとき，

ϕg◦f = ϕg ◦ ϕf が成り立つ．
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証明. f ∈ Aff(B) に対して，複素多様体の同型写像 f̃ :T → T で，f̃ |B = f ,

f ◦ ι = ι ◦ f であって，各点 P ∈ B ⊂ T の近傍では f̃ は f(P )− P による平行移動

になっているようなものが存在する (この事実の証明は省略する)．

f̃ から f̃ ′:S → S が誘導され，f :X → X が誘導される．f(Pi) = Pj ∈ B のとき

f(Ci) = Cj であることは容易にわかる．これより，ϕf : H2(X, Z) −→ H2(X, Z)

が誘導される．ϕf が所望の性質を持つことは，自然に証明できる．

c = c1(C1) + · · ·+ c1(C16) ∈ H2(X, Z) とする．上で述べたように c/2 ∈ H2(X,

Z) である．完全系列

0 = H1(X, OX) −→ Pic(X) c1−→ H2(X, Z)
p−→ H2(X, OX) = C

が存在する．p(c) = 0 なので p(c/2) = 0 であり，ある D ∈ Pic(X) が存在して

c1(D) = c/2 となる．このとき，C1 + · · ·+ C16 ∈ |2D| である．
ところで，逆に，このような C1,. . ., C16 の存在がクンマー曲面を特徴づける．

命題 7.8.7. Xが K3曲面で，16本の (−2)-曲線 C1,. . ., C16 ⊂ X を持ち，この 16

本の曲線はどの 2本も交わらず，かつ，ある因子 Dが存在して，OX(C1+ · · ·+C16) ∼=
OX(2D) を満たせば，X はクンマー曲面である．

証明. ρ:Y → X を C1 ∪ · · · ∪C16 ∈ |2D|で分岐する 2重被覆とする．定理 6.8.12

より Y は非特異で，Ei = ρ−1(Ci) は第 1 種例外曲線になる．そこで，E1,. . ., E16

をコントラクトして ψ:Y → T を作る．

KY = ρ∗(KX + D) = ρ∗D = E1 + · · ·+ E16

である．定理 5.3.13a(2)より，KT = 0が得られる．

また，命題 7.1.5(5)より，

e(T ) = e(Y )− 16 = 2e(X) + 2(KX ·D)X + 4(D2)X − 16

= 2× 24 + 2× −16
2

+ 4× −16
4

− 16 = 0

である．もし q(T ) = 0ならば T は K3曲面であるが，K3曲面については e(T ) = 24

であるので，q(T ) = 1 である．定理 7.7.2の証明の Case 2は X がケーラー曲面の

場合でもそのまま成立しているので，T は複素トーラスであることがわかる．

また，Gal(Y/X) = Z/2Z の生成元の T における像 ι′ は，T 上の位数 2 の自己

同型であり，ι(x) = −xで定まる写像と一致する．すると，X = Km(T )となる．

● 初版 p.434, 新装版 p.436. 定理 7.8.9の証明の 9行上
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誤: (K, φ) をマーキングされた K3 曲面という．

正: (S, φ) をマーキングされた K3 曲面という．

● 初版 p.434, 新装版 p.436. 定理 7.8.9

以下のように修正して下さい．

[修正原稿]

定理 7.8.9. (Torelli) ϕ:H2(S, Z) −→ H2(S′, Z) は，カップ積から定まる 2 次

形式を込めた同型写像で，S の有効因子の H2(S, Z) における同値類は ϕ により

H2(S′, Z) における有効因子の同値類に移ると仮定する．すると，この ϕ から自然

に同型写像 f :S′ → S が誘導される．

● 初版 p.435, 新装版 p.437. 8行目

誤: モジライの存在の帰結として，

正: モジュライの存在の帰結として，

● 初版 p.435, 新装版 p.437. 10行目

誤: の中で調密である．

正: の中で稠密である．

● 初版 p.435, 新装版 p.437. 17行目

誤: 加算無限個の 19 次元部分多様体の合併集合になる．

正: 可算無限個の 19 次元部分多様体の合併集合になる．

● 初版 p.435～ 437, 新装版 p.437～ 439. 定理 7.9.1

定理 7.9.1を以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定理 7.9.1. S がエンリッケス曲面ならば，以下が成り立つ．

(1) pg(S) = 0, e(S) = 12, H1(S, Z) = 0.

(2) S 上の因子 D が (D2)S = 0 を満たせば，LS(D) 6= 0 または LS(−D) 6= 0

または D ∼ KS である．

(3) Pic(S) ∼= H2(S, Z) ∼= Z10 ⊕ (Z/2Z) である．また，H2(S, Z) の自由部分

H2(S, Z)free
∼= Z10 に 2 次形式を交点数 (カップ積)によって定めて格子と

みなすと，

H2(S, Z)free
∼= Γ8 ⊕ ΓH

である．
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(4) S は射影曲面である．

(5) 不分岐 2重被覆 π:Y → S で，Y が K3曲面であるようなものが存在する．

証明. (1) KS 6∼ 0, 2KS ∼ 0 なので，命題 4.2.18cより H0(S, OS(KS)) = L

S(KS) = 0 であり，pg(S) = 0 である．ネーターの公式により，

e(S) = (K2
S)S + e(S) = 12χ(OS) = 12(1− q(S) + pg(S)) = 12

である．また，q(S) = 0 より，H1(S, C) = 0 である．定理 6.1.18(3)より， H1(S,

Z) = 0 である．

(2) (D2)S = 0 とする．KS ≡ 0 (算術的同値)で，KS − (D −KS) ∼ −D であ

ることに注意すると，リーマン・ロッホの定理から，

h0(OS(D)) + h0(OS(KS −D)) = 1
2
(D2)S + 1 = 1

h0(OS(D −KS)) + h0(OS(−D)) = 1
2
(D2)S + 1 = 1

となる．もし，LS(D) = 0かつ LS(−D) = 0ならば，|KS−D| 6= φかつ |D−KS | 6= φ

だから，命題 4.2.18bより KS −D ∼ 0 である．

(3) 指数関数完全系列から得られる完全系列

0 = H1(S, OS) −→ Pic(S) = H1(S, O×
S ) −→ H2(S, Z) −→ H2(S, OS) = 0

により，Pic(S) ∼= H2(S, Z)がわかる．

H3(S, C) = 0 である．したがって，b2(S) = e(S)− 2 = 10 である．

今，H2(S, Z) ∼= Pic(S) のトーション元 D 6∼ 0, mD ∼ 0 をとる．命題 4.2.18cよ

り LS(D) = 0, LS(−D) = 0 なので，(2)の結果から D ∼ KS となる．したがって，

H2(S, Z) のトーション部分は KS で生成され，H2(S, Z) = Z10 ⊕ (Z/2Z) である．

トム・ヒルツェブルフの指数定理 (定理 6.10.5)により，H2(S, R) 上のカップ積

が定める 2次形式の指数は，

τ(S) =
1
3
((K2

S)S − 2e(S)) = −8

であることがわかる．ポアンカレーの双対定理により，この 2 次形式はユニモジュ

ラーである．

任意の d ∈ H2(S, Z)feee に対し，対応する因子 D ∈ Pic(S) ∼= H2(S, Z) をとる

と，リーマン・ロッホの定理より，

d ∪ d = (D2)S = 2
(
χ(OS(D))− χ(OS)

) ∈ 2Z

となる．よって，2 次形式は偶で，系 7.7.16(II)より，H2(S, Z)feee
∼= Γ8 ⊕ ΓH で

ある．
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(4) 上の結果から，交点数が定める 2次形式の正の固有値に対応する因子が存在

し，それはアンプルである．よって，S は射影代数多様体である．

(5) 定理 6.8.12(2)を D = KS として適用すると，不分岐 2 重被覆 π:Y → S

が存在し，KY ∼ 2π∗KS ∼ 0 となる．Y は非特異である．π は不分岐なので，

χ(OY ) = 2χ(OS) = 2で，pg(Y ) = 1 なので，q(Y ) = 0であり，Y は K3曲面であ

る．

● 初版 p.437～ 439, 新装版 p.439～ 441. 定理 7.9.2

定理 7.9.2を以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定理 7.9.2. エンリッケス曲面 S は楕円曲面 f :S → P1 の構造を持つ．この f は

ちょうど 2 個の多重ファイバーを持ち，それは，f∗P1 = 2F1, f∗P2 = 2F2 (F1, F2

は楕円曲線)と書ける．さらに，KS ∼ F1 − F2 ∼ F2 − F1 である．f は F1, F2 以

外に特異ファイバーを持つかもしれないが，それは多重ファイバーではない．

証明. 今，S 上の既約曲線 C が，(C2)S < 0 を満たすとする．リーマン・

ロッホの定理より χ(OS(C)) =
1
2
(C2)S + χ(OS) なので，(C2)S は偶数である．

−2 5 deg KC = ((KS + C) · C)S = (C2)S < 0 なので，(C2)S = −2 である．

(KS · C)S = 0 より，C ∼= P1 である．つまり，C は (−2)-曲線である．

Pic(S)free
∼= Γ8 ⊕ ΓH ⊃ ΓH より，(D2

1)S = 0 を満たす S 上の因子 D1 ∈ ΓH が

存在する．定理 7.9.1(2)より |D1| 6= φ または |−D1| 6= φなので，最初から D1 > 0

であると仮定してよい．

Claim. S 上のネフな因子 F > 0 で (F 2)S = 0 を満たすものが存在することを

示す．

上の考察から F > 0 のとき (F · C)S < 0 を満たす曲線 C は (−2)-曲線であるの

で，任意の (−2)-曲線 C に対し (F · C)S = 0が成立てば F はネフである．

(D1 · C)S = −k < 0 を満たす (−2)-曲線 C が存在しなければ，F = D1 とすれ

ばよい．このような C が存在したら，D2 = D1 − kC とおく．すると，(D2
2)S = 0,

(D2 · C)S = k > 0 となる．(KS · C)S = 0 より KS 6∼ D2 なので，定理 7.9.1(2)よ

り |D2| 6= φ または | −D2| 6= φ である．しかし，∃D′ ∈ | −D2| = |kC −D1| 6= φ

と仮定すると，|mC| = {mC} (∀m ∈ N)より SuppD′ ⊂ C となり，(D′2)S < 0が

導かれて矛盾する．よって，|D2| 6= φである．そこで，|D2| の元を改めて D2 とお

き，D2 > 0 と仮定してよい．

再び，(D2 ·C ′)S = −k′ < 0を満たす (−2)-曲線 C ′が存在したら，D3 ∈ |D2−k′C ′|
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をとる．D1に含まれる (−2)-曲線は有限本しか存在しないから，このような操作を何回

か繰り返すと，(D2
r)S = 0, Dr > 0,かつ，任意の (−2)-曲線 C に対し (Dr ·C)S = 0

を満たす Dr が得られるので，F = Dr とすればよい．以上で Claimが示された．

F = F1 + · · · + Fk (各 Fi は SuppFi が連結な因子で，Fi > 0 であり，i 6= j の

とき SuppFi ∩ SuppFj = φ) と F を連結成分に分解する．F はネフだから各 Fi

もネフであり，(F 2)S = 0 より (F 2
i )S = 0 である．そこで改めて F = F1 とおき，

SuppF は連結であると仮定してよい．

F = a1C1 + · · · + arCr (Ci は既約曲線で，ai > 0)とする．F はネフだから，

(F · Ci)S = 0 で，0 = (F 2)S =
r∑

i=1

ai(F · Ci)S より (F · Ci)S = 0 (1 5 ∀i 5 r)が

得られる．

ところで，2F ∈ Pic(S)はトーション部分を持たず，(F 2)S = 0なので，O2F (2F ) =

O2F である．完全系列 0 → OS → OS(2F ) → O2F (2F ) → 0と，H1(OS) = 0 を使

うと，h0(OS(2F )) = 2が得られる．2F と異なる D′ ∈ |2F |をとるとき，(F 2)S = 0

より SuppD′ ∩ Supp(2F ) = φ となり，Bs |2F | = φ がわかる．よって，正則写像

Φ|2F |:S → P(LS(2F )∨)が定まる．補題 5.5.16bより Φ|2F |(S) は曲線である．

Φ|2F |(S)の正規化を Γ とすると，Φ|2F |:S
f−→ Γ −→ P(LS(2F )∨)と分解する．定理

5.1.12より，一般の点 P ∈ Γ に対し，E = f−1(P )は非特異曲線で，(E2)S = 0を満た

す．deg KE = ((KS +E)·E)S = 0より，Eは楕円曲線である．したがって，f :S → Γ

は楕円曲面である．OE(E) ∼= OE と完全系列 0 → OS → OS(E) → OE(E) → 0 を

用いると，h0(S, OS(E)) = 2 を得る．E 6= D′ ∈ |E| をとるとき，(E2)S = 0 よ

り SuppD′ ∩ E = φ となり，Bs |E| = φがわかる．よって，，正則写像 ΦE :S → P1

が得られる．命題 4.2.24 より，全射 g:Γ → P1 が存在するが，Q ∈ P1 に対し，

f(Φ−1
E (Q)) は Γ 上の 1点なので，定理 2.5.15より，g は同型写像である．そこで，

f と ΦE を同一視し，f :S → P1 と考える．

楕円曲面 f :S → P1 の多重ファイバー全体を f∗P1 = m1F1, . . ., f∗Pk = mkFk

とする．このとき，定理 7.5.5, 定理 7.5.6より，F = f−1(P ) = f∗P を非特異ファ

イバーとするとき，

KS ∼ −F +
k∑

i=1

(mi − 1)Fi

である．2KS ∼ 0 より，
k∑

i=1

2(mi − 1)Fi ∼ 2F である．したがって，k 5 2 であ

る．しかし，k = 1 とすると 2(m1 − 1)F1 ∼ 2F ∼ 2m1F1 となり矛盾する．した
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がって，k = 2 である．miFi ∼ F より，(m1 − 2)F1 + (m2 − 2)F2 ∼ 0 が得られ，

m1 = m2 = 2 となる．以上より，

KS ∼ F1 + F2 − F ∼ F1 − F2 ∼ F2 − F1

が得られる．

● 初版 p.440. 新装版 p.442. 4行目.

誤: ρ(x1, x2, y1, y2, y3) = ρ(x2, x1, −y1, y3, y2)

正: ρ(x1, x2, y1, y2, y3) = (x2, x1, −y1, y3, y2)

● 初版 p.440. 新装版 p.442. 8～ 13行目.

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

の自己同型写像は ρ に一致する．つまり，φ ◦ ι∗ = ρ ◦ φ を満たす．ここで，

L+ =
{
x ∈ L

∣∣ ρ(x) = x
}
, L− =

{
x ∈ L

∣∣ ρ(x) = −x
}

とおく．
1
2
L+ ∼= Γ8 ⊕ ΓH であり，これが H2(S, Z)free に対応する．そこで，この

ような φをエンリッケス曲面 S のマーキングとよび，(S, φ)をマーキングされたエ

ンリッケス曲面という．

● 初版 p.440. 新装版 p.442. 18行目.

誤: φ(ω) ∈ Ω− となる．

正: [φ(ωY )] ∈ Ω− となる．

● 初版 p.442. 新装版 p.444. 第 7.10.1項の最後.

以下の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

命題 7.10.1b. S は極小な一般型非特異射影曲面とする．このとき，S 内の (−2)-

曲線は高々有限個しか存在しない．

証明. S 内の (−2)-曲線 C1,. . ., Cn は H2(S, R) 内で 1 次独立であることを証明

すればよい．1次従属であると仮定する．適当に添え字を付け替えて，

k∑

i=1

aiCi =
n∑

i=k+1

aiCi ∈ H2(S, R)
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(∀ai > 0)であると仮定してよい．i 6= j のとき (Ci · Cj)S = 0 だから，

(
k∑

i=1

aiCi

)2

=

(
k∑

i=1

aiCi

)(
n∑

i=k+1

aiCi

)
= 0

である．(K2
S)S > 0, (KS ·Ci)S = 0だから，ホッジの指数定理より C1,. . ., Cn の交

点行列は負定値であり，矛盾する．

● 初版 p.442～, 新装版 p.444～. 定理 7.10.2.

定理 7.10.2を再び，以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定理 7.10.2. S は極小な一般型非特異射影曲面とし，|nKS | 6= φ のとき，

Φ|nKS |:S · · · −→ PN による S の像を Yn とし，Φ|nKS | の終域を Yn に制限した有

理写像を，ϕn:S · · · −→ Yn とする．このとき，ある自然数 n0 が存在し，任意の整

数 n = n0 に対し，Bs |nKS | = φ で ϕn:S −→ Yn は双有理正則写像になる．

証明. Step 1. n = 3 に対し |nKS | 6= φ であることを示す．a = (K2
S)S > 0,

b = χ(OS), P (n) = a
n(n− 1)

2
+bとおく．n = 2のとき，P (n) = h0(OS(nKS)) = 0

である．P (2) = a + b = 0 より，P (3) = 3a + b = 2a + (a + b) = 2a = 2である．同

様に，n = 4 のとき P (n) = a
(n− 2)(n + 1)

2
がわかる．

Step 2. n À 0 のとき Bs |nKS | = φ を示す．

|n1KS | 6= φ となる自然数 n1 をとり，H ∈ |n1KS |, Bs |H| 6= φ と仮定する．も

し，このような任意の n1 に対して，Bs |nH| $ Bs |H| を満たす n が存在すれば，

n À 0 のとき Bs |nKS | = φ であることがわかる．そこで，任意の n ∈ N に対して
Bs |nH| = Bs |H| であると仮定して矛盾を導く．
曲線 C が (H · C)S 5 0 を満たせば C は (−2)-曲線なので，S 内の (−2)-曲線全

体の集合を {C1,. . ., Cl} とする．
有理写像 ΦH :S · · · → Yn の不確定点除去 π:X → S をとる．π は 1点を中心とす

るブロー・アップの合成で書ける．π の例外集合と，|H| の固定成分の強変換と，Ci

(1 5 i 5 l)の強変換をすべてあわせて E0, E1,. . ., Ek (これらは X 上の既約曲線)

とする．必要ならさらにブロー・アップして，(E2
i )X < 0 (0 5 ∀i 5 k)と仮定して

よい．また，E0 ∪ · · · ∪ Ek は単純正規交叉であると仮定してよい．

π∗H はネフであって，(π∗H · C)X = 0 を満たす X 内の曲線 C はいずれか

の Ei と一致する．よって，中井の判定法から，非負有理数 0 < pj ¿ 1 に対し，
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π∗H −
k∑

j=0

pjEj は Q-アンプルになる．

また，不確定点除去の構成法から，ある非負整数 rjが存在し，L = π∗H−
k∑

j=0

rjEj と

おくとき，Bs |L| = φで，ΦL◦π = ΦH を満たす．また，rj > 0ならば π(Ej) ∈ Bs |H|
である．さらに，Bs |H| 6= φだから，ある j を選ぶと rj > 0である．Bs |L| = φ よ

り L はネフである．

KX = π∗KS +
k∑

j=0

ajEj (aj = 0)

と書ける．ここで，aj > 0 となるのは π(Ej) が 1 点の場合に限る．必要なら添

え字を付けなおし，ある有理数 c > 0 を適当に選んで，−cr0 + a0 − p0 = −1, か

つ，1 5 j 5 k について −crj + aj − pj > −1 となるようにできる．B = E0,

A =
k∑

j=1

d−crj + aj − pjeEj とおくと，

k∑

j=0

d−crj + aj − pjeEj = A−B

となる．r0 > 0 なので，π(B) ∈ Bs |H| である．また, A = 0 である．

t ∈ Z に対し，

Nt = tπ∗H +
k∑

j=0

(−crj + aj − pj)Ej −KX

≡ cL + π∗
(
(t− c− 1)H −KS

)
+


π∗H −

k∑

j=0

pjEj




とおく．中井の判定法により t− c− 1 > 1/n1 のとき Nt は Q-アンプルである．ま

た，Nt の小数部分は単純正規交叉である．よって，川又-フィーベックの消滅定理

(定理 8.8.20)により，i > 0 に対し，

Hi(X, OX(tπ∗H + A−B)) = Hi(X, OX(dNte+ KX)) = 0

となる．よって，H0(X, OX(tπ∗H + A)) →→ H0(B, OB(tπ∗H + A))は全射である．

Step 2-1. H0(B, OB(tπ∗H + A)) 6= 0 を示す．

π(B)が 1点の場合には，B ∼= P1 であって deg A|B = 0だから，任意の整数 tに

対し

H0(B, OB(tπ∗H + A)) ∼= H0(B, OB(A)) 6= 0
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となる．

π(B)が曲線のときは，

h0(B, OB(tπ∗H + A)) = χ(OB(tπ∗H + A)) = t(B · π∗H)X + χ(OB(A))

である．(B · π∗H)X 6= 0 のときは，t À 0 のとき上式の右辺は正である．

(B · π∗H)X = 0 のときは，(π(B) ·H)S = 0 なので，π(B) は (−2)-曲線であり

B ∼= P1 である．すると，

h0(B, OB(tπ∗H + A)) = χ(OB(tπ∗H + A)) = (A ·B)X + 1 = 1

となる．

Step 2-2. H0(X, OX(tπ∗H)) = H0(X, OX(tπ∗H + A)) であることを示す．

d−crj + aj − pje > 0 となるのは aj > 0 の場合のみであり，それは Ej が π の

例外曲線の場合に限る．つまり，A の既約成分は π の例外曲線のみである．π はブ

ロー・アップの合成であるから，命題 5.3.17より，

H0(X, OX(tπ∗H + A)) ∼= H0(S, OS(tH)) ∼= H0(X, OX(tπ∗H))

となる．

完全系列

0 −→ LX(tπ∗H + A−B) −→ LX(tπ∗H + A) →→ LB

(
(tπ∗H + A)|B

) 6= 0

より，

LX(tπ∗H −B) ⊂ LX(tπ∗H + A−B)) $ LX(tπ∗H + A) = LX(tπ∗H)

となるから，B は tπ∗H の固定成分ではなく，π(B) 6⊂ Bs |tH| = Bs |H|となる．こ
れは背理法の仮定に矛盾する．

Step 3. ϕn が双有理写像であることを示す．Step 2の記号は破棄して，新たな記

号の設定をする．

x1 6= x2 ∈ S で，x1 を通る (−2)-曲線も，x2 を通る (−2)-曲線も存在しないと仮

定する．π:X → S を 2 点 x1, x2 でのブロー・アップとし，Ei = π−1(xi) とする．

n = 2n1 + 1 のとき D = nπ∗KS − KX − E1 − E2 = 2(n1π
∗KS − E1 − E2) +

(n − 2n1 − 1)π∗KS はネフであることを示す．(D · C)X < 0 となる曲線 C が

あると仮定する．mi = (Ei · C)X = mult xi
π(C) とすると，m1 > 0 または

m2 > 0 である．π(C) は (−2)-曲線でないから (KS · π(C))S > 0 で，x1, x2 を通

る Γ ∈ |n1KS | をとれば，Ixi
(Γ, π(C)) = mult xi

π(C) = mi である．したがって，

(D · C)X = 2((n1π
∗KS − E1 − E2) · C)X = 0 となり矛盾する．
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D はネフかつ巨大だから川又・フィーベックの消滅定理 (定理 6.8.24)により，

H1(OX(nπ∗KS − E1 − E2)) = 0

である．したがって，

H0(OX(nπ∗KS)) → H0(OE1∪E2(nπ∗KS)) ∼= H0(OE1)⊕H0(OE2) ∼= C2

は全射である．前と同じ議論で，g(x1) 6= g(x2)を満たす g ∈ H0(OS(nKS))が存在

するので，Φ|nKS |(x1) 6= Φ|nKS |(x2) となる．したがって，ϕn = Φ|nKS | は双有理で

ある．

注意. 実際には，n = 5 のとき Bs |nKS | = φで，Φ|nKS | は双有理正則写像である

ことが知られている ([BPV] Theorem 5.1 参照)．

● 初版第 1刷 p.443. 定理 7.10.2の後. (初版第 2刷以降では修正済み)

直前の修正原稿に続けて，以下の原稿を追加して下さい．

[追加原稿]

C が S 上の (−2)-曲線のとき，(nKS ·C)S = 0だから，ϕn(C)は 1点である．逆

に，n = 2n1 + 1 のとき，ϕn は (−2)-曲線の外では単射だから，ϕ(C)が 1点になる

ような曲線 C は (−2)-曲線しか存在しない．つまり，ϕn は S 上のすべての (−2)-

曲線を 1点にコントラクトする正則写像である．

● 初版第 2刷以降 p.445. 新装版 p.457. 定理 7.10.3の直前

初版第 1刷のみ正しいのですが，定理 7.10.3の直前に，以下の項見出しを追加し

て下さい．

7.10.3. 標準モデル

● 初版第 1刷 p.443. 定理 7.10.3. (初版第 2刷以降では修正済み)

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定理 7.10.3. S は極小な一般型非特異射影曲面とし，n À 0，Y = Φ|nKS |(S) と

する．すると，Y は，有理 2 重点以外の特異点を持たない正規代数曲面である．

● 初版第 1 刷 p.444. 初版第 2 刷 p.445. 新装版 p.447. 定理 7.10.3の証明の 20

行目.

誤: m′k/m′k+1 ∼= OZ(−kZ) である．

正: m′k/m′k+1 ∼= H0(OZ(−kZ)) である．
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● 初版第 1刷 p.445. 初版第 2刷 p.447. 新装版 p.448. 系 7.10.5.

以下の原稿と差し替えて下さい．(2)は命題 7.10.1bとして前に移動しました．

[差し替え原稿]

系 7.10.4a. S は極小な一般型非特異射影曲面とし，ϕn:S → Yn は定理 7.10.2

と同じとする．このとき，m = n À 0 ならば，Ym
∼= Yn である．

証明. |kKS | 6= φ のとき，命題 4.2.24より，正則写像 ψ:Yn+k → Yn で，ϕn =

ψ ◦ ϕn+k を満たすものが存在する．

ϕn, ϕn+k は，いずれも S 上のすべての (−2)-曲線のコントラクションであるか

ら，ψ は全単射である．前定理より，Yn, Yn+k は正規なので，Rat(Yn+k) 内におけ

る Yn の正規化は Yn+k と一致し，ψ:Yn+k → Yn は同型写像である．n を固定する

とき，k À 0 ならば Yn+k
∼= Yn であるので，結論を得る．

● 初版第 1刷 p.445. 15～ 16 行目. 定義 7.10.5. (初版第 2刷以降では修正済み)

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

定義 7.10.5 X は一般型非特異射影曲面とし，X の極小モデルのひとつを S とす

る．ϕn:S → Yn は定理 7.10.2と同じとする．この Yn は n À 0の値によらず，S に

対して同型を除いて一意的に定まる．Y = Yn (n À 0)を X の標準モデル (canonical

model)という．

● 初版第 1刷 p.446. 初版第 2刷 p.448. 新装版 p.449. 定理 7.10.7.

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

命題 7.10.6b. X は非特異射影多様体，D = 0は X 上の因子で，Bs |D| = φとす

る．また ΦD:X → PN による X の像を Y = ΦD(X) とする．射影多様体 Y ⊂ PN

の座標環を S とするとき，

S ∼=
∞⊕

n=0

H0(X, OX(nD))

が成り立つ．

証明. ΦD の終域 (値域)を Y に制限した写像を ϕ:X → Y とする．H を PN の超

平面とするとき，OX(D) ∼= ϕ∗OY (H)である．したがって，OX(nD) ∼= ϕ∗OY (mH)
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である．よって，
∞⊕

n=0

H0(X, OX(nD)) ∼=
∞⊕

n=0

H0(Y, OY (nH)) ∼=
∞⊕

n=0

H0(Y, OY (n)) = S

である．

補題 7.10.6c. X は射影多様体でその座標環を R =
∞⊕

d=0

Rd とする．自然数 nを

固定し，S =
∞⊕

d=0

Rnd とし，S を座標環とする射影多様体を Y とする．包含写像

S ⊂ R から誘導される正則写像を ϕ:X → Y とする．このとき，ϕ は同型写像で

ある．

証明. Y のアフィン開集合 W = D+,Y (g) (g ∈ Rnd ⊂ S)をとる．U = ϕ−1(W )

とおくと U = D+,X(g) である．W , U の座標環はそれぞれ SW = (S[1/g])0,

RU = (R[1/g])0 である．S ⊂ R だから SW ⊂ RU である．RU は x/gm (m ∈ N,

x ∈ Rmnd)という形の元で生成される．ところが x/gm ∈ (S[1/g])0だから SW = RU

である．よって，ϕ|U :U → Y は同型写像で，ϕ は同型写像である．

定理 7.10.7. X が (極小とは限らない) 一般型非特異射影曲面ならば，R(X) は

C 上有限生成な環で，tr.deg CR(X) = 3 である．さらに，Y を X のひとつの標準

モデルとすると，R(X)は射影多様体 Y の (斉次)座標環になる．したがって，X の

標準モデルと極小モデルは同型を除いて一意的に定まる．

証明. ψ:X → S を X の 1つの極小モデルとし，ϕ = Φ|n0KS |:S → Y ⊂ PN を S

の標準モデルとする．ただし , n0 は定理 7.10.2のように定める．

H を PN の超平面とするとき，OS(n0mKS) ∼= ϕ∗OY (mH)である．d = n0m + i

(0 ≤ r < m)に対して Fd = OY (mH) ⊗OY
ϕ∗OX(rKS) とおけば，定理 5.3.14と

射影公式 (命題 6.2.6b)より

R(S) =
∞⊕

d=0

H0(OS(dKS)) ∼=
∞⊕

d=0

H0(Fd)

となる．Y の座標環 RY =
∞⊕

m=0

H0(OY (mH)) =
∞⊕

m=0

H0(Fn0m)は C 上有限生成な

多元環で tr.deg CRY = 3 である．前の補題より RY を座標環とする射影多様体と

R(S)を座標環とする射影多様体は同型である．よって，R(S) ∼= R(X) も C 上有限
生成で，多元環で tr.deg CR(X) = 3 である．
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Y は座標環 R(X) ∼= R(S) を持つ射影代数多様体として特徴づけられるので，X

に対し同型を除いて一意的に定まる．また，S は Y の最小特異点解消として定まる

ので，S も同型を除いて一意的に定まる．

● 初版第 2刷以降 p.447. 新装版 p.449. 定理 7.10.8の直前

誤: 7.10.3 　ネーターの不等式

正: 7.10.4 　ネーターの不等式

● 初版第 1刷 p.447. 初版第 2刷 p.448. 新装版 p.450. 定理 7.10.8の証明の Case 1

の 11～ 13行目.

誤: 2Z なので，(D2
i )S = 1 (∀i)である．Di と Dj は S 上で算術的同値なので，

(Di ·Dj)S = 1 である．

1 = (KS ·Di)S = (F ·Di)S +
r∑

j=1

(Dj ·Di)S = (F ·Di)S + r = r

正: 2Z なので，(D2
i )S = 1 (∀i)である．Di と Dj は S 上で算術的同値なので，

(Di ·Dj)S = 1 である．

1 = (KS ·Di)S = (F ·Di)S +
r∑

j=1

(Dj ·Di)S = 1
r
(F ·M)S + r = r

● 初版第 1 刷 p.447. 初版第 2 刷 p.448. 新装版 p.450. 定理 7.10.8の証明の Case

2.

以下の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

Case 2. T が曲面の場合．

M はネフかつ巨大である．PN の超平面 H をうまく選べば，ψ∗H が非特異既約

曲線になるようにできる．そこで，M は非特異既約曲線であると仮定してよい．

0 −→ OS(KS) −→ OS(KS + M) −→ OM (KS + M) −→ 0

から得られるコホモロジー完全系列を考える．

χ(OM (KS + M)) = χ(OS(KS + M))− χ(OS(KS))

=
1
2
((KS + M) ·M)S 5 (K2

S)S

である．また h1(OM (KS +M)) = h1(OM (KM )) = h0(OM ) = 1なので，h0(OM (KS

+ M)) 5 1 + (K2
S)S である．
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1, x1,. . ., xmが H0(OM (M))の基底ならば，1, x1,. . ., xm, x2
1,. . ., x2

m, xixj (i < j)

の中から 1次独立な 2m− 1 個の H0(OM (2M)) 元を選べるから，

h0(OM (KS + M)) = h0(OM (2M + F )) = h0(OM (2M))

= 2h0(OM (M))− 1

である．0 → OS → OS(M) → OM (M) → 0 より，

h0(OM (M)) = h0(OS(M))− h0(OS) = h0(OS(M + F ))− 1

= h0(OS(KS))− 1 = pg(S)− 1

なので，定理の不等式を得る．

● 初版第 2刷以降 p.449. 新装版 p.451. 項見出しの番号.

誤: 7.10.4 　e(S) > 0

正: 7.10.5 　e(S) > 0

● 初版第 1 刷 p.448. 初版第 2 刷 p.450. 新装版 p.452. 命題 7.10.10の証明の 1

行目.

誤: (1) S の一般の点 P のあるアフィン開近傍 U で広義座標系 (x, y) をとり，

正: (1) S の一般の点 P のある解析的開近傍 U で狭義座標系 (x, y) をとり，

● 初版第 1 刷 p.449. 初版第 2 刷 p.450. 新装版 p.452. 命題 7.10.10の証明の 7～

11 行目.

以下の原稿のように少しだけ書き直します．

[差し替え原稿]

そこで，t を P1 の局所座標とし，U と座標系 (x, y) を選びなおして，h∗t = x,
∂h

∂y
= 0 であると仮定してよい．dωi = 0 より，

∂fi

∂y
=

∂gi

∂x
であり，f1 = f2h,

g1 = g2h より，

0 = f2
∂h

∂y
=

∂f1

∂y
− h

∂f2

∂y
=

∂g1

∂x
− h

∂g2

∂x
= g2

∂h

∂x

となる．これより，U 上で g2 = 0 である．すると，
∂f2

∂y
=

∂g2

∂x
= 0 となり，

● 初版第 1刷 p.450. 初版第 2刷 p.451. 新装版 p.453. 命題 7.10.10の証明の (3-1)

の 1行目.

誤: (3-1) ω1, ω2 ∈ H1,0(S)が 1次独立ならば ω1 ∧ ω2 = 0 であることを示す．

正: (3-1) ω1, ω2 ∈ H1,0(S)が 1次独立ならば ω1 ∧ ω2 6= 0 であることを示す．
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● 初版第 1刷 p.450. 初版第 2刷 p.451. 新装版 p.453. 命題 7.10.10の証明の (3-1)

の 4行目.

旧: したがって，ω1 と ω2 は線形従属である．

新: 背理法の仮定から，ω1 と ω2 は線形従属である．

● 初版第 1刷 p.450. 初版第 2刷 p.451. 新装版 p.453. 命題 7.10.10の証明の (3-2)

の 5行目.

誤: また，V1 ∩ V2 = C · (ω1 ∧ ω2)

正: また，V1 ∩ V2 = C · (ω1 ∧ ω2)

● 初版第 1 刷 p.451. 初版第 2 刷 p.452. 新装版 p.454. 系 7.10.11の証明の最後か

ら 4行目.

誤: 2− 4q(Y ) + 2pg(Y ) = e(Y ) = n · e(S) 5 −n

正: 2− 4q(Y ) + 2pg(Y ) 5 e(Y ) = n · e(S) 5 −n

● 初版第 1刷 p.452, 初版第 2刷 p.453, 新装版 p.455. 系 7.10.12の証明.

下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. もし，任意の自然数 nに対し，h0(OS(nD)) 5 1なら結論は自明だから，あ

る自然数 n0 に対し h0(OS(n0D)) = 2 である場合を考えればよい．

B ∈ |n0D|をとる．十分小さい X の座標開集合 U において，div(h)|U = B|U とな
るような h ∈ H0(U ,OS(n0D)) をとる．定理 6.8.12(1)の証明と同じように n0 次巡

回被覆 π:Y → S を構成する．ただし，B は非特異ではないので，π−1(B) 上に Y は

特異点を持つ可能性がある．そこで，π1:Y1 → Y を Y の正規化とし，π2:Y2 → Y1 を

Y1 の特異点解消とする．ψ = π ◦π1 ◦π2:Y2 → S とする．線形独立な s1, s2 ∈ H0(S,

OS(nD)) をとる．ただし，必要なら D を線形同値なものに取り替えて，div(s1) の

ゼロ因子が B 以上になるように選んでおく．π∗OY (D)は可逆な OY -加群で，Y の

非特異点の近傍では n0
√

h で生成されているので，ある t1, t2 ∈ H0(Y , π∗OS(D))

で，π∗si = tn0
i (i = 1, 2)を満たすものが存在することは，定理 6.8.12(1)と同様に

証明できる．ui = π∗2(π∗1ti) とおけば，ψ∗si = un0
i (i = 1, 2)を満たす．

0 6= ω ∈ H0(S, Ω1
S⊗OS

OS(−D))をとる．uiψ
∗ω ∈ H0(Y , Ω1

Y )であることは容易

に証明できる．u1ψ
∗ω, u2ψ

∗ωは C上 1次独立な正則微分形式で，u1ψ
∗ω∧u2ψ

∗ω = 0

であるので，命題 7.10.10(1)のような正則写像 ϕ:Y2 → C (C は非特異射影曲線)が

存在する．また C 上の正則 1次微分形式 η1, η2 が存在して，ϕ∗ηi = uiψ
∗ω (i = 1,

2)となる．よって，ψ−1(B) の任意の既約成分 B′
j に対し ϕ(B′

j)は 1点になる．と
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ころで，ϕ:Y2 → C は (u1 : u2)で定まる有理写像 (この場合は正則写像) α:Y2 → P1

のシュタイン分解 Y2
ϕ−→ C

β−→ P2 として構成されていた．

Y1
-π1

Y

6π2

Y2
-ψ

?
π

S ¾ρ
S1

?
ϕ

C -
β

@
@Rα

···
?

α0

P1 ¾
β0

C0

?
ϕ1

·····
@Rϕ0

今，(s1 : s2) で定まる有理写像 α0:S · · · → P1 のシュタイン分解を S
ϕ0· · · → C0

β0−→ P1 とする．有理写像として α0 ◦ψ = α:Y2 −→ P1 が成り立つ．また，β0 は正則

な有限写像である．有理写像 ϕ0:S → C0 の不確定点除去 ρ:S1 → S をとる．ρは 1

点でのブロー・アップの合成として表せる．ϕ1 = ϕ0 ◦ρ:S1 −→ C0 は正則写像である．

必要なら，特異点解消 π2:Y2 → Y1 を取り直して (もう少しブロー・アップを繰り返

して)，正則写像 ψ0:Y2 → S1 で，β ◦ϕ = β0 ◦ϕ1 ◦ψ0 を満たすものが存在すると仮

定してよい．もし ϕ0 の不確定点 P ∈ S で，ϕ1(ρ−1(P )) = C0 を満たすようなもの

が存在すれば，β0(ϕ1(ρ−1(P ))) = P1 だから，ある曲線 C1 ⊂ ψ−1
0 (ρ−1(P )) ⊂ Y2 で，

α(C1) = P1 を満たすものが存在する．しかし，ψ(C1) = P で ψ∗si = un0
i だから，C1

上で ui は定数であり，α(C1)は 1点になる．これは矛盾である．よって，ϕ1(ρ−1(P ))

は 1点であり，P は ϕ0 の不確定点でない．これは，有理写像 ϕ0:S · · · → C0 が不

確定点を持たない正則写像であることを意味する．

ψ−1(B) の任意の既約成分 B′
j に対し ϕ(B′

j) は 1 点であったので，B の各既約

成分 Bj に対して ϕ0(Bj) は 1 点である．一般ファイバー F = ϕ−1
0 (P ) に対して

OF (B) ∼= OF である．k À 0のとき H0(OS(B−kF )) = 0となる．そのような k を

1つ選び固定する．n ∈ N に対して相異なる kn 個の一般ファイバー Fi = ϕ−1
0 (Pi)

(1 5 i 5 kn)をとるとき，H0(OS(nB − F1 − · · · − Fkn)) = 0 である．完全系列

0 −→ OS(nB − F1 − · · · − Fkn) −→ OS(nB) −→
kn⊕

i=1

OFi
−→ 0

より，h0(OS(nB)) 5
kn∑

i=1

h0(OFi) = kn となる．

● 初版第 2刷以降 p.453. 新装版 p.455. 項見出しの番号.
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誤: 7.10.5 　対称テンソル積

正: 7.10.6 　対称テンソル積

● 初版第 1刷 p.453. 初版第 2刷 p.454. 新装版 p.456.

誤:
n∏

i=1

(
1 + t

(
iD1 + (n− i)D2 + D

))

正:
n∏

i=0

(
1 + t

(
iD1 + (n− i)D2 + D

))

● 初版第 1刷 p.453. 初版第 2刷 p.454. 新装版 p.456.

誤: c2(Gn) =
(

n2(n + 1)2

8
− n(n + 1)(2n + 1)

6

)
c1(F)2

正: c2(Gn) =
(

n2(n + 1)2

8
− n(n + 1)(2n + 1)

12

)
c1(F)2

● 初版第 2刷以降 p.455. 新装版 p.457. 項見出しの番号.

誤: 7.10.6 　P(E) 再論

正: 7.10.7 　P(E) 再論

● 初版第 1刷 p.455, 初版第 2刷 p.456. 新装版 p.458. 命題 7.10.13の証明の 5行目.

誤: E = O
⊗(r+1)
X であると仮定してよい．

正: E = O
⊕(r+1)
X であると仮定してよい．

● 初版第 1 刷 p.456～ 457, 初版第 2 刷 p.457～ 458. 新装版 p.459～ 460. 命題

7.10.15.

下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

補題 7.10.14b. X は非特異射影多様体, L は可逆 OX -加群，E はランク 2 の

局所自由 OX -加群で，全射 ϕ:E → L が存在すると仮定する．Y = P(E) とし，

σ:X = P(L) −→ Y = P(E)は ϕから誘導される中への同型写像とする．このとき，

L = σ∗OY (1)が成り立つ．また，N := Kerϕ とし，π:Y −→ X = P(N) を包含写

像 N → E から定まる正則写像とするとき，

OY (1)⊗OY
OY (−σ(X)) ∼= π∗N

が成立する．

証明は [H]第 V章命題 2.6とまったく同じである．
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補題 7.10.15. S は非特異代数曲面，Fはランク 2の局所自由 OS-加群で，H0(S,

F) 6= 0 とする．さらに，ある 0 6= s ∈ H0(S, F) が存在して，s の零点は高々有限

個の孤立点であるとする．すると，c2(F) = 0 である．

証明. s 倍写像 ϕ:OS −→ Fを作る．Cokerϕのトーション部分のサポートは sの

零点の上にあるが，それは孤立点である．s の孤立零点 P1,. . ., Pk でのブロー・アッ

プを ψ1:S1 → S とし，Ci = ψ−1
1 (Pi)とする．ψ∗1sが Ci 上で mi 位の零点を持つと

して，D1 = m1C1 + · · ·+ mkCk とする．ψ∗1s 倍写像を ϕ1:OSi(D1) −→ ψ∗1F とす

る．S1 の各アフィン開集合 U 上である αU ∈ H0(U , OSi
(D1)) をとれば，Ci ∩ U

上で αUψ∗1sが恒等的に 0でないようにできる．もし αUψ∗1sが孤立零点を持つなら，

再びその点で S1 をブロー・アップする．このようなブロー・アップを繰り返して

ψ: S̃ → S を作ると，E =
∑

aiEi (Ei は ψ の例外曲線で，ai は ψ∗s の Ei での零

点の位数)とするとき，S̃ の各アフィン開集合 U 上である αU ∈ H0(U , OS̃(E)) を

とれば，各 Ei ∩U 上で αUψ∗sが恒等的に 0でなく，かつ，孤立零点も持たないよ

うにできる．よって，ϕ̃:OS̃(E) −→ ψ∗F を ψ∗s 倍写像とするとき，G := Coker ϕ̃

はトーションを持たないランク 1の局所自由層 (つまり可逆層)になる．

全射 ψ∗F −→ G より切断 σ: S̃ ∼= P(G) −→ P(ψ∗F) が誘導され，前補題より

G = σ∗OP(ψ∗F)(1) となる．X̃ = P(ψ∗F), 自然な全射を π̃: X̃ → S̃ とし，H は

OX̃(H) ∼= OP(ψ∗F)(1)を満たす X̃ 上の因子とする．Ker(ψ∗F → G) = OS̃(E) より，

OX̃(H − σ(S̃)) ∼= π̃∗OS̃(E) ∼= OX̃(π̃∗E)

が成り立つ．つまり，X̃ 上の因子として，H−π̃∗E ∼ σ(S̃)が成り立つ．π̃◦σ = idS̃だか

ら，S̃ ∼= σ(S̃)である．また，完全系列 0 −→ OX̃(E) −→ ψ∗F −→ OX̃(σ(H)) −→ 0

より，ψ∗c1(F) ∼ σ∗H + E である．定理 6.10.2(5)より

0 = (H3)X̃ − (
H2 · π̃∗ψ∗c1(F)

)
X̃

+
(
H · π̃∗ψ∗c2(F)

)
X̃

である．右辺の第 2項と第 3項を S̃ に引き戻してみると，
(
H · π̃∗(ψ∗c2(F))

)
X̃

=
(
(H − π̃∗E) · π̃∗(ψ∗c2(F))

)
X̃

=
(
σ(S̃) · π̃∗(ψ∗c2(F))

)
X̃

= σ∗
(
π̃∗(ψ∗c2(F))

)
= ψ∗c2(F),

(
H2 · π̃∗(ψ∗c1(F))

)
X̃

=
(
(H − π̃∗E) ·H · π̃∗(ψ∗c1(F))

)
X̃

=
(
σ(S̃) ·H · π̃∗(ψ∗c1(F))

)
X̃

=
(
σ∗H · ψ∗c1(F)

)
S̃

=
(
(ψ∗c1(F)− E) · ψ∗c1(F)

)
S̃

=
(
ψ∗c1(F)2

)
S̃

= (c1(F)2)S

となる．ここで，積はカップ積または交点数である．
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{Ei} の交点行列は負定値だから，
0 =

( ∑
aiEi

)2

S̃
=

(
ψ∗c1(F)− σ∗H

)2

S̃

=
((

π̃∗ψ∗c1(F)−H
)2 · σ(S̃)

)
X̃

=
((

π̃∗ψ∗c1(F)−H
)2 · (H − π̃∗E

))
X̃

= (H3)X̃ − (
H2 · (π̃∗E + 2π̃∗ψ∗c1(F)

))
X̃

+
(
H · (π̃∗ψ∗c1(F))2)X̃

となる．これに，上で得られた関係式を代入すると，

0 = (H3)X̃ − (
H2 · (π̃∗E + 2π̃∗ψ∗c1(F)

))
X̃

+
(
H · (π̃∗ψ∗c1(F))2

)
X̃

=
(
H2 · π̃∗ψ∗c1(F)

)
X̃
− (

H · π̃∗ψ∗c2(F)
)
X̃

− (
H2 · (π̃∗E + 2π̃∗ψ∗c1(F)

))
X̃

+
(
H · (π̃∗ψ∗c1(F)

)2)
X̃

= −(
H2 · (π̃∗E + π̃∗ψ∗c1(F)

))
X̃
− (

H · π̃∗(ψ∗c2(F))
)
X̃

+
(
(σ(S̃) + π̃∗E) · (π̃∗ψ∗c1(F))2

)
X̃

= 0− (c1(F)2)S − ψ∗c2(F) + (c1(F)2)S

= −ψ∗c2(F)

となり，c2(F) = 0 を得る．

なお，[Iv]第 VIII 章・系 6.11の議論を利用して証明することもできる．

● 初版第 1 刷 p.457～ 459, 初版第 2 刷 p.458～ 460. 新装版 p.460～ 462. 補題

7.10.16の証明.

下記の原稿と差し替えて下さい．

[差し替え原稿]

証明. Step 1. まず，n = 1 の場合に証明する．因子 E = 0 を適当に選び，ある

0 6= f1 dx + f2 dy ∈ H0
(
F⊗OS

OS(−D−E)
)
をとるとき，f1, f2 の零因子が共通因

子を持たないようにしておく．前補題より，c2

(
F⊗OS

OS(−D − E)
)

= 0 である．

c2

(
F⊗OS

OS(−D − E)
)

= c2(F)− (c1(F) · (D + E))S + ((D + E)2)S

である．したがって，もし，((D + E)2)S 5 0 ならば，c1(F) はネフなので，

(c1(F) ·D)S 5 c2(F)− (c1(F) · E)S 5 c2(F)

を得る．そこで，以下，((D + E)2)S > 0 の場合を考える．リーマン・ロッホの定理

より，ある実数 a > 0が存在して，m À 0 のとき，

h0
(
OS(m(D + E))

)
+ h0

(
OS(KS −m(D + E))

)
> 2am2

となる．しかし，0 6= H0
(
F⊗OS

OS(−D − E)
) ⊂ H0

(
Ω1

S⊗OS
OS(−D − E)

)
なの

で，系 7.10.12より，h0
(
OS(m(D + E))

)
は mについて高々1次のオーダーでしか
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増大しない．したがって，m À 0 のとき，h0
(
OS(KS −m(D + E))

)
> am2 であ

る．すると，

(
(D + E) · c1(F)

)
S

5 1
m

(
KS · c1(F)

)
S
−→ 0 (m →∞)

となり，
(
(D + E) · c1(F)

)
S

5 0 を得る．これより，(D · c1(F))S 5 0 < c2(F) で

ある．

Step 2. n = 2 の場合に証明する．X = P(F) とし，π:X → S を自然な全射と

する．X は 3 次元非特異射影代数多様体である．可逆層 OX(1) は，ある X 上の

因子 H により，OX(1) ∼= OX(H) と表せる．また命題 6.10.1bより，全射 π∗F →→
OX(H)が存在する．仮定から，H0

(
Sn(F)⊗OS

OS(−D)
) 6= 0である．命題 7.10.13

より，H0
(
S, π∗(Sn(F))

) ∼= H0(X, OX(nH)) であるので，

0 6= H0
(
S, Sn(F)⊗OS

OS(−D)
) ∼= H0(X, OX(nH − π∗D))

が成り立つ．よって，G ∈ |nH − π∗D|が存在する．
X0 = X, S0 = S, G0 = G, π0 = π とし，G′0 を G0 のひとつの既約成分で，

π0(G′0) = S0 となるものとする．S1 を G′0 の正規化とし，S1 → G′0 ⊂ X
π−→ S の

合成写像を p1:S1 → S0 とする．X1 = P(p∗1F) とし，自然な全射を π1:X1 → S1 と

する．全射 g1:X1 −→ X0 で，π ◦ g1 = p1 ◦ π1 を満たすものが自然に存在する．ま

た，全射 g∗1π∗F →→ OX1(g
∗
1H)が存在する．

X1 は X ×S S1 の既約成分とも考えられるので，切断 ρ1:S1 → X1 が存在

し，g1(ρ1(S1)) = G′0 ⊂ X0 を満たす．ρ1(S1) ⊂ g−1
1 (G′0) より，g∗1G = ρ1(S1)

である．G1 ∈ ∣∣g∗1G − ρ1(S1)
∣∣ をとる．π1 の一般ファイバーを F1

∼= P1 とす

ると，OF1(g
∗
1G) ∼= OF1(ng∗1H − g∗1π∗D) ∼= OF1(ng∗1H) ∼= OP1(n) であるので，

OF1(G1) ∼= OP1(n− 1) である．

再び，π1(G′1) = S1 を満たす G1 の既約成分 G′1 をとり，S2 を G′1 の正規化

とし，p2:S2 → S1, X2 = P(p∗2(p
∗
1F)), g2:X2 −→ X1 を上と同様に構成する．あ

る切断 ρ2:S2 → X2 が存在し，g2(ρ2(S2)) = G′1 ⊂ X1 を満たす．したがって，

G2 ∈
∣∣g∗2G1 − ρ2(S2)

∣∣ が存在し，π2 の一般ファイバーを F2
∼= P1 とすると，

OF2(G2) ∼= OP1(n− 2) である．

この操作を繰り返し，πn:Xn → Sn を構成する．g0 := g1 ◦ · · · ◦ gn:Xn −→ X,

p0 := p1 ◦ · · · ◦ pn:Sn −→ S とするとき，Xn = P(p∗0F) である．また，切断

ρn:Sn → Xnは gn(ρn(Sn)) = G′n−1 ⊂ Xn−1を満たすので，Gn ∈
∣∣g∗nGn−1−ρn(Sn)

∣∣
が存在する．πn の一般ファイバーを Fn

∼= P1 とすると，OFn
(Gn) ∼= OP1 であ

る．よって，ある Sn 上の因子 Γn = 0 が存在し Gn = π∗nΓn と書ける．E′
i :=
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(gi+1 ◦ · · · ◦ gn)−1(ρi(Si)) とおくとき，E′
i は ρi(Si) の Xn への強変換と一致し，

Gn ∼ g∗nGn−1− ρn(Sn) = g∗nGn−1−E′
n ∼ · · · ∼ g∗0G− (E′

1 + · · ·+E′
n)が成り立つ．

最後に，正規曲面 Sn の最小特異点解消を p̃: S̃ → Sn とし，p = p0 ◦ p̃: S̃ −→ S

とする．また，X̃ = P(p∗F) とし，π̃: X̃ → S̃ を自然な全射とする．g̃: X̃ −→ Xn を

自然に構成し，g = g0 ◦ g̃: X̃ −→ X とおく．

X̃
g̃−→ Xn

gn−→ · · · g3−→ X2
g2−→ X1

g1−→ X0 = P(F)
π̃
y yπn

yπ2

yπ1

yπ

S̃
p̃−→ Sn

pn−→ · · · p3−→ S2
p2−→ S1

p1−→ S0

Γ = p̃∗Γn = 0 とし，ρi(Si) ⊂ Xi の X̃ への強変換を Ei ⊂ X̃ とすれば，Ei は

正規曲面で，因子として g∗G = E1 + · · ·+ En + π̃∗Γ である．π̃|Ei
:Ei → S̃ は双有

理正則写像なので，π̃: X̃ → S̃ の一般ファイバー F ∼= P1 に対し，OF (Ei) ∼= OP1(1)

となる．

H̃ = g∗H とおくと，全射 π̃∗(p∗F) →→ OX̃(H̃) が存在する．D̃i = H̃ − Ei (こ

れは，= 0 とは限らない)とおくと，g∗(π∗D) = D̃1 + · · · + D̃n − π̃∗Γ である．

Ei ∈ |H̃ − D̃i| だから，H0(OX̃(H̃ − D̃i)) 6= 0 である．OF (D̃i) = OF だから，系

6.9.11(2)より，π̃∗OX̃(D̃i)は S̃ 上の可逆層で，π̃∗Di ∼ D̃i を満たす S̃ 上の因子 Di

が存在する．p∗D = D1 + · · · + Dn − Γ である．また，H0(OX̃(H̃ − D̃i)) 6= 0 で，

全射 π̃∗p∗F⊗OS̃
OS̃(−Di)

) −→ OX̃(H̃ − D̃i)) から誘導される写像

H0
(
p∗F⊗OS̃

OS̃(−Di)
) −→ H0(π∗OX̃(H̃ − D̃i))

は，F ∼= π∗OX(H) よりゼロ写像ではないから，H0
(
p∗F⊗OS̃

OS̃(−Di)
) 6= 0 であ

る．d = deg p = [Rat(S̃) : Rat(S)] とおくと，c2(p∗F) = d · c2(F) である．c1(p∗F)

はネフなので，n = 1 の場合の結果から，

(c1(p∗F) ·Di)S̃ 5 c2(p∗F)

である．これが，各 i について成立するので，

d · (c1(F) ·D)S = (c1(p∗F) · p∗D)S̃ =
n∑

i=1

(c1(p∗F) ·Di)S̃ − (c1(p∗F) · Γ )S̃

5
n∑

i=1

(c1(p∗F) ·Di)S̃ 5 n · c2(p∗F) = nd · c2(F)

となる．

● 初版第 2刷以降 p.460. 新装版 p.462. 項見出しの番号.

誤: 7.10.7 　宮岡・ヤウの不等式
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正: 7.10.8 　宮岡・ヤウの不等式
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